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基于频域极大似然估计 ARMA模型的运行模态辨识方法
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摘要: 为提升运行模态参数识别精度,本文建立多变量 ARMA 模型的频域极大似然识别方法,以实现 ARMA 模型

参数最优估计;基于所估计模型的 AR 部分,完成了模态参数识别。 考虑到测量噪声对模态识别的影响,通过特征

值分解与灵敏度分析,构造多变量 ARMA 模型参数估计的不确定性边界,从而实现了模态参数识别中不确定性的

传递与量化。 数值算例结果表明,所提方法能够精准提取模态参数并给出估计的置信区间,且识别精度显著优于

基于多变量 AR 模型和辅助变量法的运行模态分析结果。
关键词: 多变量 ARMA 模型; 运行模态分析; 极大似然方法; 置信区间

中图分类号: TB123; O327 文献标识码: A 文章编号: 1000-1298(2026)22-0419-08 OSID:

收稿日期: 2025 06 23　 修回日期: 2025 08 21
基金项目: 国家自然科学基金项目(61873244)
作者简介: 宋圣霖(1993—),男,博士生,主要从事时间序列处理算法研究,E-mail: 202011201010231@ zzu. edu. cn
通信作者: 张二亮(1979—),男,教授,博士生导师,主要从事结构模态分析与统计信号处理研究,E-mail: erliang. zhang@ zzu. edu. cn

Operational Modal Identification Method Based on Frequency-domain
Maximum Likelihood Estimates of ARMA Models
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Abstract: Aiming to enhance the identification accuracy and stability of structural operational modal
parameters under actual working conditions, a frequency-domain maximum likelihood identification
method for multivariate ARMA models was established, which enabled the optimal and high-precision
estimation of ARMA model key parameters. Based on the accurately estimated model, operational modal
parameter identification was further completed by analyzing and applying the AR component of the
multivariate ARMA model. In practical modal identification tests, measurement noise from sensors and
data acquisition processes inevitably interfered with identification results and reduced the reliability of
modal parameters. Considering the adverse impact of measurement noise on operational modal
identification, it constructed uncertainty bounds for the parameter estimates of multivariate ARMA models
through eigenvalue decomposition and parameter sensitivity analysis, which effectively realized the
propagation and quantitative evaluation of uncertainty in the entire modal parameter identification process.
Numerical example results verified that the proposed method can accurately extract structural modal
parameters and provide reliable estimation confidence intervals for identification results. Moreover,
compared with the traditional operational modal analysis methods, including multivariate AR models and
the instrumental variable method, the proposed approach delivered remarkably higher identification
accuracy and better anti-noise performance.
Key words: multivariate ARMA model; operational modal analysis; maximum likelihood method;

confidence interval

0　 引言

模态分析在结构设计、振动控制和故障诊断等

多个领域具有重要作用[1 - 4]。 鉴于实际工程中施加

人为可控激励的高昂成本和局限性,运行模态分析

(Operational modal analysis, OMA)技术得到国内外



学者的广泛关注,取得了诸多研究进展[5 - 7],该方法

只需采集环境激励下结构响应,便可实现模态参数

辨识。
基于非参数功率谱密度函数,峰值提取法被提

出用来估计模态参数,该方法简单,但不适用于提取

密集模态和低阻尼[8]。 基于非参数功率谱密度,进
一步发展了频域分解法,然而该方法对阻尼比估计

精度较低[9]。 基于结构响应之间的传递率函数,发
展了 TOMA 方法,该方法适用于任意有色环境激

励,但需进行多次激励[10]。 基于状态空间模型发展

了随机子空间模态分析方法[11 - 12],能提升非参数方

法辨识精度,但易受过程噪声干扰,模型阶次也难以

精准确定。
基于结构响应的参数化 ARMA(Auto regressive

moving average)模型,是实现模态参数辨识的重要

途径。 ARMA 模型是自回归滑动平均模型,通过结

合自 回 归 ( Auto regressive, AR ) 和 滑 动 平 均

(Moving average, MA)特性,广泛用于多种领域时序

数据建模与预测。 基于 ARMA 模型的模态辨识方

法分为 2 类:①采用单变量 ARMA 模型对每个输出

数据单独处理以完成模态辨识,其参数估计一般采

用最小二乘法[13 - 16],但有学者指出这类方法计算量

较大[17]。 ②采用多变量 ARMA 模型一次性对所有

输出数据进行建模,基于 AR 部分的参数获得模态

参数估计,目前该模型主要采用最小二乘法[18] 和辅

助变量法[19 - 20]进行估计,其中辅助变量法通过构造

与输出相关但和驱动噪声不相关的序列,只需估计

AR 部分,计算量较少。 随着阶次提高,多变量 AR
模型能拟合任意动态系统响应,故也可用于模态辨

识,参数估计主要采用最小二乘法[21] 和贝叶斯估

计[22],当采用无信息先验时,贝叶斯估计退化为最

小二乘估计。
测量噪声的存在使得模态参数估计具有不确定

性,参数估计不确定度的量化与参数估计本身同等

重要。 在频域方法中,基于传递函数估计的系数,应
用线性化理论构建了模态参数不确定界[23]。 基于

估计的多变量 AR 模型,通过特征值分解及其灵敏

度分析,构建了模态参数不确定界[22]。
基于多变量 ARMA 模型进行模态分析的关键

在于实现多变量 ARMA 模型高精度估计。 现有估

计方法本质上大都属于最小二乘法,估计精度有待

提高。 极大似然 (Maximum likelihood, ML) 方法能

够达到理论上 Cramér-Rao 下界[24],具有最优统计

特性。 经过离散傅里叶变换,频域上随机结构响应

服从渐近复正态分布[24],同时在频域内也便于选取

感兴趣的频段进行模态辨识。 本文应用 ML 方法获

得多变量 ARMA 模型高精度估计,以实现模态参数

辨识,并基于特征值分解和线性化理论,构建模态参

数不确定界。 最后基于随机激励下悬臂梁算例,比
较多变量 AR 模型[22]及辅助变量法[19],以验证所提

出方法的有效性。

1　 振动结构响应的 ARMA 模型

考虑线性结构动力学系统它由质量矩阵、刚度

矩阵和阻尼矩阵构成,计算式为

Mx··(τ) + C x·(τ) + Kx(τ) = f(τ) (1)
式中　 M———n × n 质量矩阵

C———n × n 阻尼矩阵

K———刚度矩阵

x(τ)———n × 1 位移向量

f(τ)———n × 1 激励向量

τ———连续时间

式(1)经过求解及时间离散化,可得离散时间 t
下输出 y( t),且该实测数据 y( t)受测量噪声干扰。
y( t)可表示为多变量 ARMA 模型[25],即

A(q - 1)y( t) = B(q - 1)e( t) (2)
式中　 A(q - 1)、B(q - 1)———n × n 的互质多项式

q - 1———时域后移算子

e( t)———由激励向量和测量噪声通过谱分解

得到的新信息序列

时域 e( t)可表示为互不相关的 n × 1 白噪声向

量。 多项式 A(q - 1)包含结构质量、阻尼、刚度信息,
多项式 B(q - 1)为 MA 部分,还包含结构激励信号以

及测量噪声模型。
对于任意非周期环境激励,需对时域输出数据

起始和终止条件引起的频谱泄漏进行建模,以提升

估计精度[24]。 频域多变量 ARMA 模型为

A( zk)Y(k) = B( zk)E(k) + T( zk) (3)
其中

A( zk) = In + ∑
ng

i = 1
Aiz -ik

B( zk) = In + ∑
ng

i = 1
Biz -ik

T( zk) = ∑
nt

i = 0
T iz -ik

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(4)

zk = exp( j2πk / N)　 ( j = - 1)
nt = ng - 1

式中　 zk———频域变量

Y(k)———时域响应 y( t)经离散傅里叶变换

后频域向量

E( k)———n × 1 循环复高斯白噪声向量,其
协方差矩阵为 Λ
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T( zk)———n × 1 瞬态项

A( zk)、B( zk)———频域 n × n 多项式矩阵

In———n × n 单位矩阵

2　 ARMA 模型极大似然估计

2. 1　 极大似然估计器

引入传递函数矩阵和相关的瞬态项

TG( zk,θ) = A - 1( zk,θ)B( zk,θ)
TI( zk,θ) = A - 1( zk,θ)T( zk,θ)

式中　 θ———多项式矩阵 A( zk)、B( zk)、T( zk)参数

向量

由于 Y(k) - TI( zk)是循环复高斯分布,并假定

在每个频率上相互独立,基于式(3)、(4)构建 ML
代价函数为

V1(θ,Λ,Y) = ∑
k∈K

(Y(k) -TI(k,θ))HS -1
Y (k,θ,Λ)·

(Y(k) - TI(k,θ)) + lndetSY(k,θ,Λ) (5)
其中 SY(k,θ,Λ) = TG( zk,θ)ΛTH

G( zk,θ)
上标 H 表示共轭转置运算,K 表示频域输出数据的

索引集,ord(K) = F。
由于协方差矩阵 Λ 未知,可通过对 Λ 求导获得

其估计,进而将其消除。 令∂V1(θ,Λ,Y) / ∂Λ = 0,则

Λ(θ) = 1
F Re ( ∑

k∈K
ξ(k,θ)ξH(k,θ) ) (6)

其中 ξ(k,θ) = T - 1
G ( zk,θ)(Y(k) - TI( zk,θ))

式中 Re(X)表示取 X 的实部。
在式(5)中设置 Λ = Λ(θ),构造仅关于参数 θ

的 ML 成本函数为

V2(θ,Y) = exp ( 1
F V1(θ,Λ(θ),Y) - 1 ) =

det [Re ( 1
F ∑

k∈K
ξ􀮨(k,θ)ξ􀮨H(k,θ) ) ] (7)

其中 ξ􀮨(k,θ) = ξ(k,θ)g1(θ) (8)

g1(θ) = exp ( 1
Fn ∑k∈K

lndetTG( zk,θ) ) (9)

式中 det[·]表示矩阵行列式。
通过高斯 牛顿算法对式(7)最小化,迭代过程

具体实施步骤参照文献[26]。 为增加收敛域,采取

Powell’ s dogleg 置信域方法对迭代步长进行控

制[27]。 ML 非线性优化需较高质量的起始值,通过

两步最小二乘方法得到多变量 ARMA 模型初始

估计[28 - 29]。
2. 2　 ARMA 模型不确定界

由于 ML 估计理论上能达到 Cramér Rao 下

界,通过构造 Cramér Rao 下界计算模型参数不确

定区间。 参照文献[26]频域方法构造 ARMA 模型

不确定界为

(CR - 1(θ0)) [m,n] =

∑
k∈K

tr (S - 1
Y (θ0,k)

∂SY(θ,k)
∂(θ0) [m]

S - 1
Y (θ0,k)

∂SY(θ,k)
∂(θ0) [n]

)
(10)

其中 tr(·)表示矩阵取迹。
式(5)中 Λ 可采用其估计值代替。 式(10)可

简化为

CR - 1(θ0) = (J1) T
re(J1) re (11)

其中 J1 = ∂
∂θ0

vec(C1)
vec(C2)

︙
vec(CF)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(12)

Ck = S - H / 2
Y (θ0,k)SY(θ,k)S - 1 / 2

Y (θ0,k) (13)
式中　 (J1) re———矩阵 J1 实部和虚部的叠加组合

vec 表示矩阵向量化运算。
通过奇异值分解实现数值稳定计算, 基于

式(11) ~ (13),多变量 ARMA 模型参数的 Cramér
Rao 下界计算结果为

(J1) re =UJΣ JVT
J

KJ = VJΣ - 1
J

CR(θ0) = KJKT
J

ì

î

í

ï
ï

ïï

(14)

3　 基于 ARMA 模型的运行模态分析

3. 1　 基于 ARMA 模型的模态参数辨识

在 ML 辨识得到多变量 ARMA 模型参数后,需
获得结构模态参数。 通常基于多变量 ARMA 模型

AR 部分,实现模态参数辨识。 基于 AR 部分[22,25],
构造增广矩阵

L =

On In … On

︙ ︙ ︙
On On … In
- Ang - Ang - 1 … - A1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(15)

式中　 On———n × n 零矩阵

增广矩阵 L 特征值和特征向量包含式(1)的特

征值和特征向量[30]。 故对矩阵 L 进行特征分解可

计算模态参数,即
Lφm = λmφm (16)

矩阵 L 第 m 阶特征值 λm 包含第 m 阶模态频率

fm 和模态阻尼比 ζm,特征向量包含模态振型。 对于

模态频率,需注意离散时间系统和连续时间系统之

间的联系,即

μm =
lnλm

Ts
(17)

式中　 μm———第 m 阶连续系统特征值

Ts———测量中采样间隔
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在连续系统中,特征值共轭成对出现。 定义 μm

实部和虚部为 μR
m 和 μI

m,第 m 阶模态频率和阻尼

比为

ηm =
fm
ζm

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú =

| μm |
2π

-
μR

m

| μm |

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(18)

其中 | μm | = (μR
m) 2 + (μI

m) 2

第 m 阶模态振型 ϕm 和第 m 阶特征向量 φm 之

间的线性关系为

φm =

ϕm

λmϕm

︙
λng - 1

m ϕm

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(19)

基于频域极大似然估计 ARMA 模型的运行模

态辨识方法流程图如图 1 所示。

图 1　 基于 ARMA 模型的模态辨识流程

Fig. 1　 Flowchart of modal identification based on ARMA
model

　
3. 2　 模态参数不确定界

模态参数估计不确定界计算的关键在于如何对

式(16)中矩阵的特征值分解进行灵敏度分析。 在

文献[22]基础上构造模态参数不确定区间。 定义

从增广矩阵估计 L̂ 得到离散系统特征值的函数为

λm = P1,m(vec( L̂))。 基于式(17),定义从 λm 到 μm

的函数为 μm = P2,m(λm)。 基于式(18),从 μm 得到

模态频率和模态阻尼比函数为 ηm = P3,m(μm)。 基

于式(19),从增广矩阵估计 L̂ 得到 φm 的函数为

φm = P4,m(vec( L̂))。
令 L = L̂ + δL,φm = φ̂m + δφm,结合式(16),则

(δL)φ̂m + L̂δφm = (δλm)φ̂m + λ̂mδφm (20)
引入矩阵 L̂ 左特征值

α̂H
mL̂m = λ̂mα̂H

m (21)
基于式(20)、(21)可获得特征值 λm 的协方差

矩阵

Cλm =
∂P1,m

∂vec(L)Cvec( L̂) ( ∂P1,m

∂vec(L) )
T

(22)

其中
∂P1,m

∂vec(L) =
Re ( ∂λm

∂vec(L) )

Im ( ∂λm

∂vec(L) )

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(23)

∂λm

∂vec(L) =
φ̂T

m􀱋α̂H
m

α̂H
mφ̂m

(24)

其中 Im ( X) 表示取 X 虚部。 Cvec ( L̂ ) 可基于

式(14)、(15),借助一阶泰勒展开分析得到。 符

号􀱋表示 Kronecker 积。
基于式(22) ~ (24)计算 Cλm 后,μm 协方差矩

阵为

Cμm =
∂P2,m

∂λm
Cλm (∂P2,m

∂λm
)
T

(25)

其中 ∂P2,m

∂λm
= 1
Ts | λ̂m | 2

λ̂R
m λ̂I

m

- λ̂I
m λ̂R

m

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(26)

式中　 λ̂R
m、λ̂I

m———λ̂m 实部和虚部

基于式(25)、(26)计算 Cμm后,模态频率和阻尼

比 ηm 协方差矩阵为

Cηm =
∂P3,m

∂μm
Cμm (∂P3,m

∂μm
)
T

(27)

其中

∂P3,m

∂μm
= 1

| μ̂m |

μ̂R
m

2π
μ̂I

m

2π

-
( μ̂I

m) 2

| μ̂m | 2
μ̂R

m μ̂I
m

| μ̂m | 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(28)

继续对增广矩阵 L 分析,模态振型协方差矩

阵为

Cφm
=

∂P4,m

∂vec(L)Cvec( L̂) ( ∂P4,m

∂vec(L) )
T

(29)

其中 ∂P4,m

∂vec(L) = φ̂T
m􀱋 [( λ̂mI - L̂) † ( I - φ̂mα̂H

m

α̂H
mφ̂m

) ]

(30)
其中上标 † 表示 Moore Penrose 伪逆。

基于多变量 ARMA 模型运行模态参数估计的

不确定度传播与量化流程如图 2 所示。

4　 实验验证

采用悬臂梁结构的振动数值数据,开展所提出

的运行模态分析方法验证。 悬臂梁结构形式在农业

机械结构中有诸多应用[31],例如厢式农用运输车悬

架系统中渐变刚度钢板弹簧为典型的悬臂梁结构形

式[32],在工作中承受路面不平度及风扰等环境激

励,这些环境激励具有明显的随机宽频特性。 如

图 3 所示,悬臂梁长度为 1. 2 m,横截面为 0. 02 m ×
0. 02 m,弹性模量为 100 GPa。 左侧边界施加固定约
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图 2　 不确定度构造流程

Fig. 2　 Flowchart of constructing uncertainty bounds
　

图 3　 悬臂梁结构示意图

Fig. 3　 Schematic of cantilever beam structure
　

束,采用 Hermitian 梁单元对梁进行离散化处理,梁
单元自由度有 2 个,分别为横向平动和转动。

通过有限元分析程序得到该模型质量矩阵和刚

度矩阵[33]。 采用比例阻尼 C = αM + βK, α = 50,
β = 1 × 10 - 5,其取值用于满足小阻尼条件,使得阻尼

比位于 0. 02 ~ 0. 15 之间。 在悬臂梁动力学模型所

有节点上施加不相关的复高斯白噪声激励向量。 采

用有限元模型奇数节点上平动响应进行模态参数辨

识。 输出数据受白噪声干扰,信噪比为 20 dB。 采样

频率 fs = 210 Hz,辨识频带为(0,fs / 2) Hz,频域数据

总量 F = 4 094。
基于增广矩阵 L,可得到 n × ng 个特征值,包含

物理极点和大量的数学极点。 需通过稳态图区分物

理极点和虚假极点,获得稳态图如图 4 所示,蓝色加

号为数学极点,红色直线为物理极点。 图中红色直

线清晰地显示了 6 个模态频率,其他虚假模态频率

随着 ARMA 模型阶次增加变得不稳定。

图 4　 ARMA 模型稳态图

Fig. 4　 Stabilization diagram based on ARMA model
　

与文献[22]的多变量 AR 模型稳态图进行对

比,多变量 AR 模型稳态图如图 5 所示。 由于采用

无信息先验且假定测量噪声为高斯白噪声,因此文

献[22]贝叶斯估计和最小二乘估计相同。 多变量

AR 模型需要较高的阶次拟合输出数据,因此图 5
引入大量的数学极点,使得稳态图变得很不清晰。
此外,低阶 AR 模型不能准确拟合输出数据,导致 6
个模态频率估计在低阶情况下出现了波动。

图 5　 AR 模型稳态图

Fig. 5　 Stabilization diagram based on AR model
　

通过多变量 ARMA 模型的 AR 部分辨识模态参

数,采用文献[34]信息准则确定模型阶次为 ng =
12。 运行 100 次蒙特卡罗对模态参数进行统计分

析,结果如表 1、2 所示,模态频率和阻尼比理论值是

基于有限元分析程序构造的质量、刚度和阻尼矩阵,
通过特征值分解计算得到[30]。 算例中结构响应数

据是由基于质量、刚度和阻尼矩阵构建的状态空间

方程,通过商业化数值积分算法得到。 考虑数值误

差可忽略,因此这些模态参数数值计算结果可视为

理论值,用于验证所提参数估计方法的精确性。 所

提方法估计的均值和理论值吻合,预测标准差和样

本标准差一致。

表 1　 模态频率估计结果

Tab. 1　 Estimation results of natural frequency
estimation Hz

模态阶次 理论值 均值 标准差 预测标准差

1 30. 046 3 30. 136 3 0. 329 4 0. 346 7
2 91. 206 4 91. 253 3 0. 425 0 0. 412 4
3 155. 076 3 155. 081 8 0. 510 5 0. 517 5
4 221. 094 7 221. 154 7 0. 511 3 0. 527 5
5 282. 686 5 282. 645 0 0. 589 6 0. 584 8
6 323. 130 9 323. 183 3 0. 563 9 0. 547 5

表 2　 模态阻尼比估计结果

Tab. 2　 Estimation results of modal damping factor

模态阶次 理论值 均值 标准差 预测标准差

1 0. 022 5 0. 022 6 0. 003 9 0. 004 1
2 0. 023 0 0. 022 8 0. 005 1 0. 005 5
3 0. 024 9 0. 024 7 0. 005 3 0. 005 9
4 0. 030 5 0. 030 6 0. 006 2 0. 006 4
5 0. 046 5 0. 047 3 0. 006 5 0. 006 6
6 0. 133 4 0. 133 0 0. 007 2 0. 006 8
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　 　 模态振型结果如图 6 所示,由于仅考虑横向平

动自由度,悬臂梁各阶模态表现出了典型的弯曲

振动模式。 第 1 主振型无内部不动点,仅在固定

端存在约束;随后每个高阶振型比前一阶多 1 个

不动点。 从能量角度来看,基频振型能量集中在

固定端附近,高阶振型能量分布更靠近自由端。
模态振型估计均值和其理论值一致,且误差棒小。
由于输出噪声干扰使得信噪比随频率降低,估计

的模态振型误差棒随模态阶次升高小幅逐渐

变大。

图 6　 模态振型

Fig. 6　 Modal shapes
　

　 　 将所提方法和多变量 AR 模型[22] 以及辅助变

量法[19]进行对比。 定义归一化均方根误差为

γRMSE = 1
‖ϑ0‖2

1
100 ∑

100

i = 1
‖ϑ̂[ i] - ϑ0‖2

2 (31)

式中　 ‖‖2———欧几里得范数

ϑ———所有模态参数

基于式(31)的 γRMSE对各种算法性能进行比较,
结果如图 7、8 所示。 多变量 AR 模型阶次为 21。 多

变量 AR 模型和辅助变量法采用最小二乘估计。 在

所有的条件下,所提出的多变量 ARMA 模型辨识方

法精度最高,原因为 ML 估计能够达到理论 Cramér
Rao 下界,具有最优统计特性。 多变量 AR 模型需

较高的阶次对输出数据进行拟合,因此精度相对较

低。 辅助变量法本质是基于多变量 ARMA 模型辨

识模态参数,相比多变量 AR 模型估计的参数较少,
因此精度高,但由于没有对 MA 部分进行估计,模型

估计精度受限,因此精度比所提的极大似然方法低。

5　 结论

(1) 应用频域极大似然辨识方法, 获得了

ARMA 模型的最高辨识精度,并基于模型 AR 部分

的估计建立了模态参数辨识方法,实现了模态参数

高精度估计。
(2)构造了模态参数不确定区间,实现了不确定

度从测量噪声 ARMA 模型 增广矩阵 模态参数的传

图 7　 γRMSE随数据量的变化曲线

Fig. 7　 γRMSE changes as a function of data amount
　

图 8　 γRMSE随信噪比的变化曲线

Fig. 8　 γRMSE changes as a function of signal-to-noise ratio
　

播和量化,为运行模态分析精度评估提供了理论依据。
(3)数值算例表明,所提方法稳态图清晰,且其

估计精度在不同数据量和信噪比下均优于多变量

AR 模型和辅助变量法。
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