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含有混合运动支链的无耦合 2R1T 并联机构型
综合研究
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摘要: 针对并联机构运动学耦合性强和转动能力弱等问题,本文提出了一种含有混合运动支链的无耦合 2R1T 并

联机构型综合方法。 根据机构输出运动特性,利用螺旋理论构建了运动等效分支基础结构形式,即 PRR 分支。 通

过引入 1 条等速比分支运动链,构造运动等效的混合分支运动链,并基于位移流形理论实现了等速比分支运动链

结构综合,获得诸多新型混合支链。 根据分支驱动力螺旋理论确定单开链分支驱动力螺旋、主动运动螺旋和非主

动运动螺旋形式,根据连接度不同完成了单开链分支结构综合。 根据建立的分支装配条件,实现了具有期望运动

特性的 2R1T 并联机构型综合和创新设计。 最后,对所综合的 PRRRR / (PR RURU) R 并联机构进行了自由度、
运动学及转动性能分析,结果表明该机构可实现二维转动、一维移动,雅可比矩阵为对角阵,而动平台 2 个姿态角

转动范围分别达 103. 48°和 125. 24°,因此该机构为三自由度 2R1T 无耦合并联机构,且具有良好的转动能力,从而

验证了所提出型综合方法的正确性与可行性。
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Type Synthesis for Uncoupled 2R1T Parallel Mechanism with
Hybrid Kinematic Branch
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Abstract: Aiming at the problems of strong motion coupling and weakly rotational capability of parallel
mechanism, a type synthesis method for uncoupled 2R1T parallel mechanisms with a hybrid kinematic
branch was proposed. Based on the output kinematic characteristics of the mechanism, the basic structure
of the kinematical equivalent branch, namely the PRR branch, was constructed by using the screw
theory. By introducing a constant-velocity-ratio branch, the hybrid kinematic branch with equivalent
motion was built. Structural synthesis of the constant-velocity-ratio branches was completed in terms of
the displacement manifold theory, and many new hybrid branches were obtained. The forms of the
actuation wrench screw, actuated twist screws and unactuated screws of single-open branch were
determined according to the actuation wrench screw theory. Then structural synthesis of the single-open
branches was realized by means of the different branch connectivity. Based on the branch assembly
conditions, type synthesis and innovative design of the 2R1T parallel mechanism with the desired
kinematic characteristics were completed. Finally, analysis of degree of freedom, kinematics and
rotational capability of the new PRRRR / ( PR RURU) R parallel mechanism were performed. The
results showed that the mechanism was capable of two-dimensional rotation and one-dimensional
translation, its Jacobian matrix was a diagonal form, and the rotational ranges of two orientation angles of
the moving platform reached 103. 48° and 125. 24°, respectively. Therefore, the mechanism was a 3
DOF 2R1T uncoupled parallel mechanism with well rotational capability. The correctness and feasibility
of the proposed type synthesis method were verified.
Key words: parallel mechanism; type synthesis; hybrid branch; uncoupled; actuation wrench screw;

displacement manifold theory



0　 引言

近年来,少自由度并联机构因成本低、控制系统

开发简单、性能高等优势而逐渐成为机器人领域的

研究热点[1 - 3],广泛应用于运动模拟[4 - 5]、精密器械

加工[6 - 7]、航空航天[8]、医疗康复[9]以及 3D 打印[10]

等领域。 自 1983 年 Hunt[11] 提出 3RPS 并联机构

后,三自由度二维转动一维移动(2R1T 型)并联机

构便受到广泛关注,并在工业领域得到了较好的

应用。
运动学解耦的并联机构具有运动学、动力学建

模简单,控制设计方便,以及能实现较大的转动能

力,得到学者们广泛关注。 Gogu[12]基于线性变换理

论提出了一种完全各向同性 2R1T 并联机构型综合

方法,得到诸多新型机构。 Zhang 等[13] 基于分支驱

动力螺旋理论,根据并联机构正、逆雅可比矩阵为对

角阵的条件,建立了无耦合 2R1T 并联机构型综合,
但动平台姿态角运动范围受到分支结构较大限制。
Xu 等[14]基于约束螺旋和旋转轴线间的关系,对解

耦 2R1T 和 2R 并联机构进行了型综合。 沈惠平

等[15]根据拓扑降耦设计理论方法,得到一种耦合度

为零具有部分解耦特性的 2R1T 并联机构。 窦玉超

等[16] 设计了一种 PU RCRR CRRR 型无耦合

2R1T 并联机构,并根据机构运动学方程验证其运动

解耦特性。
目前,大多数并联机构转动能力较弱 (小于

90°),一定程度上制约了并联机构的推广应用,因此

设计具有高转动性能的并联机构显得非常重要。
Zhang 等[17] 提出了一类空间 2T1R 非对称并联机

构,理论上机构末端执行器可实现超过 180°的转

动。 贺磊盈等[18] 提出一种具有整周回转能力的

3T1R 并联机构,通过 2 个共轴、反向的等螺距螺旋

副实现动平台的整周回转。 Wang 等[19] 为解决动

平台与运动链之间的干涉导致转动角度受限问

题,通过将末端执行器放置在运动副上,提出了一

类具有高转动能力的 2R1T 广义并联机构。 Liu
等[20]提出一种具有圆弧形滑动副、无寄生运动的

可变球对称 2R1T 并联机构,能够实现围绕连续旋

转轴的大角度旋转。 Shen 等[21 - 22] 为提高机构转

动能力,设计了一类具有 2 条分支运动链的 2T1R
并联机构。

为解决并联机构运动耦合性强和转动能力弱等

问题,本文提出一类含有混合分支运动链的二分支

三自由度无耦合 2R1T 并联机构型综合方法,并对

一种新机构进行运动学分析,以验证所提出理论方

法的正确性。

1　 运动等效分支结构设计

假定 2R1T 型并联机构包含 3 个特征自由度:
沿 X 轴方向移动自由度、绕 Z 轴和 X 轴方向转动自

由度,因此机构动平台基础运动螺旋系可写为

$ 1 = [0　 0　 0;　 1　 0　 0] T

$ 2 = [0　 0　 1;　 0　 0　 0] T

$ 3 = [1　 0　 0;　 0　 0　 0] T

ì
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ï
ï

ïï

(1)

式中　 $ 1———平行于 X 轴无穷大节距螺旋

$ 2、 $ 3———平行于 Z 轴和 X 轴零节距螺旋

将式(1)等效为 1 条分支运动链运动螺旋系,
则该分支结构可记为{ - P(⊥R⊥)‖R - },即 PRR
型,如图 1 所示。 其中,P、R 分别表示移动副和转动

副,符号“⊥”和“‖”表示对应运动副轴线之间相互

垂直或平行。 建立静坐标系 OXYZ,坐标系原点 O
位于移动副 P 轴线上,X 轴与移动副轴线重合,Z 轴

竖直向上,Y 轴则可通过右手准则确定;动坐标系

oxyz 坐标原点 o 位于两转动副轴线的交点,且 x 轴

与末端转动副的轴线重合,z 轴垂直于末端构件平

面。 设初始位置时动坐标系坐标轴与静坐标系对应

的坐标轴平行,则 PRR 等效分支中 2 个 R 副轴线分

别平行于 Z 轴和 X 轴。

图 1　 PRR 等效分支运动链结构

Fig. 1　 Kinematic chain structure of PRR equivalent branch
　

令 θ、β 表示 PRR 分支中两转动副绕其轴线的

角位移,即末端构件在静坐标系 OXYZ 下姿态角,则
动坐标系相对于静坐标系的转动矩阵 R 为

R = R(Z,θ)R(X,β) =
cθ - sθcβ sθsβ
sθ cθcβ - cθsβ
0 sβ cβ
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(2)
式中,s 和 c 分别表示正弦函数和余弦函数。

假设点 A 位于分支末端构件上,且在动坐标系

oxyz 下坐标 Ao = (0,r,0) T,其中 r 为点 A 到 x 轴的

距离,则点 A 在静坐标系下坐标为
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A = RAo + P (3)
其中　 　 A = (xA,yA,zA) T 　 P = ( s,b,a + c) T

式中　 A、P———点 A 和动坐标系原点 o 在静坐标系

OXYZ 下坐标

s———移动副到静坐标系原点 O 的距离

a、b、c———分支运动链结构参数

将各个参数代入式(3),可得
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- rsθcβ + s
rcθcβ + b
rsβ + a + c

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(4)

由式(4)可知,点 A 在 X 轴方向坐标 xA 不仅与

分支末端构件 2 个姿态角 θ 和 β 相关,还与移动副

P 沿 X 轴方向位移 s 有关;yA 则与姿态角 θ 和 β 相

关;而 zA 仅与姿态角 β 相关,即 zA 是以分支末端转

动角位移 β 为自变量的函数。

2　 混合分支运动链构型设计

通过引入等速比分支构造混合分支运动链,并
利用位移流形理论对等速比分支进行综合,生成多

种有效的混合支链构型。
2. 1　 等速比分支引入

根据 PRR 分支几何结构可知,末端构件绕 Z 轴

转动方向在运动过程始终不变,因此可引入等速比

运动链[23]独立控制该转动运动,如 RURU 运动链,
如图 2 所示,其中 U 表示万向铰。 假定第 1 个转动

副 R1为主动副且直接固结于机架,分支末端构件被

限制在竖直方向。 分支中各运动副配置方位为:R1

副轴线垂直于 U2副 2 条轴线组成的平面,且交于 U2

副 2 条轴线的交点,轴线 U21 与 U42 平行,轴线 U22、
U41与 R3平行。 以转动副 R1 与万向铰 U2 轴线交点

为坐标原点建立坐标系 o1x1y1 z1,坐标轴 z1 与 R1 副

转动轴线重合,初始位置时 x1和 y1分别位于 U2副两

转动轴线上。

图 2　 RURU 等速比运动链

Fig. 2　 RURU constant-velocity-ratio kinematic branch
　

在坐标系 o1x1y1 z1 下该分支运动螺旋系可写为

$ 1 = [0　 0　 1;　 0　 0　 0] T

$ 2 = [cφ　 sφ　 0;　 0　 0　 0] T

$ 3 = [ - sφcα　 cφcα　 sα;　 0　 0　 0] T

$ 4 = [ - sφcα　 cφcα　 sα;　 a4 　 b4 　 c4] T

$ 5 = [ - sφcα　 cφcα　 sα;　 a5 　 b5 　 c5] T

$ 6 = [cφ　 sφ　 0;　 a6 　 b6 　 c6] T
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(5)
式中　 φ、α———转动副 R1与 U2副中绕 U21轴线的转

动角位移

ai、bi、ci( i = 4,5,6)———第 i 个单自由度关节

轴线位置参数

由于式(5)中各运动螺旋线性无关,因此构成 6
系螺旋。 当锁定主动运动螺旋 $ 1,基于互易积原理

可求出该分支驱动力螺旋 $ a,即
$ a = [0　 0　 0;　 sφsα　 - cφsα　 cα] T (6)

式(6)表明,主动副 R1通过运动链施加到末端

构件的力是 1 个偶力矢,且其方向沿 U2副两转动轴

线确定平面的法线方向。
而支链末端构件输出运动速度可由分支中各运

动副运动螺旋表示,且有

V = ∑
n

i = 1
φ· i $ i (7)

其中 V = [0 0 ωz; 0 0 vz] T

式中　 V———末端构件输出速度矢量

φ· i———分支中第 i 个单自由度关节瞬时速度

ωz、vz———末端构件绕 z1 轴方向角速度和沿

z1 轴方向线速度

利用分支驱动力螺旋 $ a 与式(7)等号两侧同

时作互易积,得

$ T
a 􀳱V = $ T

a 􀳱∑
n

i = 1
φ· i $ i (8)

将各个参数代入式(8)并化简,可得

ωzcα = φ·cα (9)
由于机构处于一般位形时,方向余弦 cα 不为

零,故式(9)化简为

ωz = φ· (10)
显然,分支末端构件绕轴方向输出角速度 ωz 仅

与主动副输入角速度 φ· 有关,且两者之间的运动传

递没有任何放大或缩小,所以 RURU 支链具有等速

比传动特点。
若用 RURU 支链控制等效分支 PRR 中第 1 个

转动副的运动,则可得 1 条(PR RURU) R 混合分

支运动链,如图 3 所示。 该混合链可视为由 PR 和

RURU 2 条子链构成的 1 个空间闭环单元与 1 个转

动副 R 串联而成,而安装于静平台 P 副和 R 副分别
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单独控制末端构件沿 X 轴线方向的移动和绕 Z 轴

方向转动。

图 3　 (PR RURU) R 混合分支运动链

Fig. 3　 (PR RURU) R hybrid kinematic branch
　

2. 2　 等速比分支运动链构型综合

位移流形理论是并联机构分支运动链构型综合

的一种有效方法,任何支链构件运动副和运动链都

可表示成若干位移子群或位移流形的生成元,以及

它们之间的乘积形式[24]。 由 RURU 支链结构特点

可知,U22、R3、U41 3 条连续旋转轴线相互平行,构成

1 个具有三维平面运动的位移子群 G( v),即可实现

法线为 v 的平面内 2 维移动和绕 v 一维转动。 由于

等速比支链中主动副轴线方向确定,故只需关注支

链中非主动运动副构成的位移流形,可得

{L} = {R(N1,u)}G(v){R(N2,u)} (11)
式中　 {L}———非主动分支的位移子群 /位移流形

u、v、w———运动副或位移子群的方向,其单

位矢量为 u、v、w,且这 3 个矢量在

空间内线性无关

R(N1,u)、R(N2,u)———轴线平行于 N2 且过

点 N1、N2 转动副

如支链运动可用李群表示,则李群中元素具

有可交换性 [25] ;而支链位移流形往往并不满足

交换律 [26] ,因此式(11)所示支链位移流形中子

群不具有可交换性。 为了综合出更多已知等速

比支链的等效运动链,需找到支链位移流形的等

价形式。 利用空间三维位移子群 T 与其他位移

子群的可交换性,可将支链位移流形与 T 进行求

交运算,从而实现内部子群重新排列,具体求交

运算过程为

{R(N1,u)}G(v){R(N2,u)}∩T = T (12)
将式(12)等号两侧同时左乘位移子群{R(N2,

u)},得

{R(N2,u)}{R(N1,u)}G(v){R(N2,u)}∩
{R(N2,u)}T = {R(N2,u)}T (13)

根据位移子群{R(N2,u)}与 T 的乘积具有互

换性,式(13)可改写为

{R(N2,u)}{R(N1,u)}G(v){R(N2,u)}∩
T{R(N2,u)} = T{R(N2,u)} (14)

消去式(14)等号两侧的公共元素{R(N2,u)},
则可改写为

{G2(u)}{G(v)}∩T = T (15)
式中　 {G2 (u)}———从{G(u)}中去掉一维运动后

的位移流形

对比式(12)和式(15)可知,位移流形{G2(u)}
{G(v)}可作为{R(N1,u)}G(v){R(N2,u)}的等价

位移流形。 同理,可求得其余等价位移流形,分别为

{G(v)}{G2(u)}、{R(N1,v)}{G2(u)}{G2,( v)}和
{G2(v)}{G2(u)}{R(N1,v)}。

不失一般性,以分支位移流形 { R ( N1, v)}
{G2(u)}{G2( v)}为例,采用位移流形理论进行支

链结构生成元的推导,为
{R(N1,v)}{G2(u)}{G2(v)} =

{R(N1,v)}{R(N2,u)}{R(N3,u)}{R(N4,v)}{R(N5,v)} =
{R(N1,v)}{T(v)}{R(N2,u)}{R(N3,v)}{R(N4,v)} =
{R(N1,v)}{R(N2,u)}{T(v)}{R(N3,v)}{R(N4,v)} =
{R(N1,v)}{T(v)}{T(w)}{R(N2,v)}{R(N3,v)} =

{R(N1,v)}{R(N2,u)}{R(N3,u)}{T(u)}{R(N4,v)} =
{R(N1,v)}{T(v)}{R(N2,u)}{T(u)}{R(N3,v)} =
{R(N1,v)}{R(N2,u)}{T(v)}{T(u)}{R(N3,v)} =

{R(N1,v)}{R(N2,u)}{R(N3,u)}{R(N4,v)}{T(u)} =
{R(N1,v)}{T(v)}{R(N2,u)}{R(N3,v)}{T(u)} =
{R(N1,v)}{R(N2,u)}{T(v)}{R(N3,v)}{T(u)} =

　 　 {R(N1,v)}{R(N2,u)}{R(N3,u)}{T(u)}{T(w)} (16)
同理,也可求出{G( v)} {G2 (u)}、{R(N1,u)}

{G(v)} {R(N2,u)}、{G2 ( u)} {G( v)}、{G2 ( v)}
{G2(u)}{R(N5,v)}的位移流形生成元,并进一步

得到与之对应的等效运动链,如表 1 所示。
表 1 中的运动链为等速比分支中非主动运动副

构成的运动链,其左侧运动副与主动副 Rw直接相连

即为等速比支链(运动副排列顺序为由左至右),
[··]表示内部运动副以任意顺序排列。由于主动副

轴线方向已确定,所以只需令表 1 中下标字母 u =
X,v = Y 和 w = Z 即可得到等速比支链结构形式。

3　 单开链分支构型综合

根据式(4)可知,图 3 中混合支链末端构件上

点 A 的 Z 轴方向坐标 zA = rsinβ + a + c 仅随姿态角 β
的变化而变化,因此若能构造 1 条单开链分支独立

014 农　 业　 机　 械　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2 0 2 6 年



表 1　 等速比运动链非主动副组成支链的结构形式

Tab. 1　 Structure of unactuated pairs in constant-
velocity-ratio kinematic branch

分支位移流形 基本分支结构 含有复合运动副的支链

RvRuRuRvRv UvuUuvRv

Rv[PvRu]RvRv

CvUuvRv; UvuCvRv;

UvuRvCv

R(N1,v)G2(u)

G2(v)

RvRuRu[PuRv]
UvuCuRv; RvCuUuv;

UvuUuvPu

Rv[PvPw]RvRv CvPwRvRv

Rv[PvRu][PuRv]

CvCuRv; CvPuUuv;

UvuPvPuRv; CvUuvPu;

UvuCvPu

RvRuRu[PuPw] UvuCuPw

G(v)G2(u)

RvRvRvRuRu RvRvUvuRu

[PuRvRv]RuRu

PuRvUvuRu; RvPuUvuRu;

RvRvCuRu; RvUvuCu

[PuRvRv][RuPv]

PuRvUvuPv; RvPuUvuPv;

RvRvCuPv; PuRvCvRu;

PuCvUvu; RvPuCvRu

[PwPuRv]RuRu

PwPuUvuRu; PwRvCuRu;

PwUvuCu; RvPwCuRu

RuRvRvRvRu UuvRvUvu

R(N1,u)G(v)

R(N2,u)
Ru[PuRvRv]Ru

CuRvUvu; PxUxyUyx;

UuvPuUvu; UuvRvCu;

Ru[PuPwRv]Ru

CuPwUvu; CuRvPwRu;

UuvPwCu

RuRuRvRvRv RuUuvRvRv

G2(u)G(v)

RuRu[PuRvRv]
RuCuRvRv; CuUuvRv;

RuUuvPuRv; RuUuvRvPu

[RuPv][PuRvRv]

RuCvPuRv; RuCvRvPu;

UuvCvPu; PvCuRvRv;

PvUuvPuRv; PvUuvRvPu

RuRu[PuPwRv]
RuCuPwRv; RuCuRvPw;

CuUuvPw; RuUuvPuPw

RvRvRuRuRv RvUvuUuv

RvRv[PvRu]Rv RvCvUuv; RvUvuCv

G2(v)G2(u) [PuRv]RuRuRv PuUvuUuv; UvuPuUuv

R(N1,v) RvRv[PvPw]Rv RvCvPwRv

[PuRv][PvRu]Rv

PuCvUuv; PuUvuCv;

RvPuPvUuv; RvCuCv

[PwPu]RuRuRv PwCuUuv

控制 zA,则该分支即可控制末端构件(动平台)姿态

角 β。
由于单开链分支仅控制动平台沿 Z 轴方向的

移动,根据文献[27]可知,该分支主动副施加到动

平台上的驱动力螺旋 $ a 只能为平行于 Z 轴的零节

距螺旋,即
$ a = [0 0 1; Pa Qa 0] T (17)

但分支主动副对应的主动运动螺旋 $ t 既可能

为零节距螺旋,也可能为无穷大螺旋。

3. 1　 $ t 为无穷大节距螺旋

令 $ t = [0　 0　 0;　 L　 M　 N] T,其中,L、M 和

N 分别为螺旋方向矢量在 3 个坐标轴线上的分量。
将 $ a 与 $ t 作互易积,得

$ T
a 􀳱 $ t = N (18)

式(18)表明,两螺旋互易积结果仅与 $ t方向矢

量在 Z 轴上的分量 N 有关,而与分量 L 和 M 无关。
由于同一分支中的驱动力螺旋与主动运动螺旋互易

积必不为零,所以可取 L = M = 0 和 N = 1。 主动运

动螺旋 $ t形式为

$ t1 = [0 0 0; 0 0 1] T (19)
因此,单开链分支主动螺旋为平行于 Z 轴的无

穷大节距螺旋,即主动副可为在静平台上平行于 Z
轴装配的移动副。

根据支链中驱动力螺旋与除主动螺旋外的运动

螺旋互易积为零的原理,可得所有可动非主动螺旋

形式,如表 2 所示。

表 2　 $ t 为无穷大节距螺旋时单开链分支中

非主动螺旋类型和数量

Tab. 2　 Types and number of unactuated screws in
single-open branch when actuated screw was an

infinite-pitch screw

类型 方向 数量 配置条件

平行于 Z 轴 [1, 3]

①不能直接与动平台

相连;②不能通过无

穷大节距螺旋与动平

台相连

零节距运动

螺旋

平行于 X 轴且

与 $ a 相交
1

①直接与动平台相连

或②通过无穷大节距

螺旋与动平台相连

与 $ a 相交且与

此支链中其他零

节距螺旋垂直

[0, 1]
①不可插入在两轴线

平行的零节距螺旋之

间

无穷大节距

运动螺旋
垂直于 Z 轴 [0, 2] ①轴线互不平行

　 　 由式(4)可知,点 A 在静坐标系中 3 个位置坐

标均为变量,且该机构动平台(混合链分支末端构

件)还应具有 2 个转动自由度,因此单开链分支中

末端构件自由度至少为 5(2 个转动自由度和 3 个移

动自由度),所以该单开链分支连接度为 5 或 6。
根据上述确定的主动螺旋、非主动螺旋类型、数

量及其配置方位,按照分支连接度不同可列举出所

有可行的分支运动链结构,如表 3 所示。
　 　 表 3 中运动链的第 1 个运动副为该支链主动副

(若第 1 个运动副为 C,则以 C 副线性位移作为主动

输入),下标为 n 的移动副表示移动方向与 u 垂直。
为了简化运动链,默认相邻的运动副轴线垂直或平
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表 3　 $ t 为无穷大节距螺旋时单开链分支结构形式

Tab. 3　 Single-open branch structure when actuated
screw was an infinite-pitch screw

连接度 类型 基本分支结构
含有多自由度运动副的

分支结构

1P4R PwRwRwRwRu

PwRwRwUwu; CwRwRwRu;

CwRwUwu

5 2P3R

PwPnRwRwRu

PwRwPnRwRu

PwRwRwPnRu

PwRwRwRuPu

PwPnRwUwu; PwRwPnUwu;

PwRwRwCu; CwPnRwRu;

CwRwPnRu; CwRwRuPu

CwPnUwu; CwRwCu

3P2R
PwPuPvRwRu

PwRwPvPuRu

PwPuPvUwu; CwPvPuRu

PwRwPvCu; CwPvCu

6

1P5R

PwRvRwRwRwRu

PwRwRwRwRvRu

PwRwRwRwRuRv

PwUvwRwRwRu;

PwRvRwRwUwu;

PwRwRwUwvRu

PwRwRwRwUvu;

PwUvwRwUwu;

CwRwRwRvRu

CwRwUwvRu; CwRwRwUvu;

PwRwRwS; CwRwS

2P4R

PwPnRvRwRwRu

PwPnRwRwRvRu

PwRvRwPnRwRu

PwRwPnRwRvRu

PwRvRwRwPnRu

PwRwRwRvPnRu

PwRwRwPnRvRu

PwPnRvRwUwu; PwCvRwRwRu

PwPnRwRvUwu; PwPnRwS

PwPnRwUwvRu;

PwUvwPnRwRu

PwRvRwPnUwu; PwRvRwRwCu

PwUvwRwPnRu;

PwRwUwvPnRu

PwRwRwPnUvu; PwRwRwCvRu

行。 在连接度等于 6 的运动链中,X 表示该运动副

为惰性副,且存在 1 个惰性转动自由度。 若令 u =
X、v = Y 和 w = Z,则表 3 中运动链即为能独立控制

动平台沿 Z 轴方向移动的单开链分支。
3. 2　 $ t 为零节距螺旋

这种情况下,主动运动螺旋形式可记为 $ t = [L
　 M　 N; P　 Q　 R] T,其中前 3 个元素为螺旋的方

向矢量在 OXYZ 坐标轴上的分量,后 3 个元素为螺

旋线矩在 3 个坐标轴上的分量。
同理,将 $ a 与 $ t 作互易积,得

$ T
a 􀳱 $ t = R + PaL + QaM (20)

式(20)表明,互易积结果仅与 $ t 中元素 L、M
和 R 有关,而与元素 N、P 和 Q 无关,故可取 N = P =
Q = 0。 为使得两者互易积始终不为零,则元素 L 和

M 至少 1 个不为零,不失一般性,取 L = 0,M = 1。 因

此,分支主动螺旋形式为

$ t2 = [0 1 0; 0 0 R] T (21)
因此,单开链分支主动运动螺旋也可为平行于

Y 轴的零节距螺旋,即主动副是 1 个转动副,且在静

平台上布置方位平行于 Y 轴。
根据支链中驱动力螺旋与非主动运动螺旋互易

积为零,可确定所有可行的非主动螺旋,如表 4 所

示。

表 4　 $ t 为零节距螺旋时单开链分支中非主动螺旋

的类型和数量

Tab. 4　 Types and number of unactuated screws in
single-open branch when actuated screw was a

zero-pitch screw

类型 方向 数量 条件

零节距运动

螺旋

平行于 X 轴 1
①直接与动平台相连或②
通过无穷大节距螺旋与动

平台相连

平行于 Y 轴 1 ①与主动螺旋直接相连

平行于 Z 轴 [1, 3]
①内部不可插入任何零节

距螺旋

无穷大节距

运动螺旋
垂直于 Z 轴 [0, 2] ①轴线互不平行

　 　 当单开链分支主动螺旋与非主动螺旋类型、数
量、连接方式确定后,便可列举出所有支链结构形

式。 值得注意的是,该分支连接度只能为 6,如表 5
所示。

表 5　 $ t 为零节距螺旋时单开链分支结构形式

Tab. 5　 Single-open branch structure when actuated
screw was a zero-pitch screw

连接度 类型 基本分支结构
含有多自由度运动副

的分支结构

4R2P

RvRvPuPwRwRu

RvRvRwPuPvRu

RvRvPuRwPvRu

RvPvRvPuRwRu

RvPvRvRwPuRu

RvRvPuPwUwu

RvUvwPuPvRu

RvCvRwCu

RvCvPuUwu

RvCvRwPuRu

6
5R1P

RvRvPuRwRwRu

RvRvRwPuRwRu

RvRvRwRwPuRu

RvRvRwRwRuPu

RvRvPuRwUwu

RvUvwPuUwu

RvRvRwRwCu

RvUvwPuRwRu

RvUvwRwRuPu

RvUvwRwCu

6R RvRvRwRwRwRu

RvUvwRwRwRu

RvRvRwRwUwu

RvUvwRwUwu

　 　 若令 u = X、v = Y 和 w = Z 时,表 5 中分支结构

即为可独立控制动平台沿 Z 轴方向移动的单开链

分支运动链。

4　 无耦合 2R1T 并联机构型综合

单开链分支综合完成后,可从表 3 或表 5 中任
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意选取 1 条支链与图 3 中混合链的末端构件固结,
即可构造出满足预期运动特性要求的并联机构。 同

时,可从表 1 中任选 1 条支链替换图 3 中等速比分

支,便能得到更多新型混合支链,从而又可综合其他

结构形式的 2R1T 并联机构。 为保证综合的机构具

有无耦合运动特殊性,需要满足一定的装配条件:
① 单开链分支末端转动副与混合链末端转动副轴

线必须保持平行。 ② 安装于静平台的运动副轴线

方向必须遵守各支链表中方位要求。 例如,从表 3
中选取单开链 PwRwRwRwRu,与图 3 混合链构造的

并联机构如图 4a 所示。 安装于静平台上 3 个运动

副 P1、R3 和 P8 为主动副,轴线分别与 X 轴重合、与
Z 轴平行和与 Z 轴平行;而安装在动平台上 2 个运

动副 R7 和 R12的轴线相互平行。

图 4　 新型无耦合 2R1T 并联机构

Fig. 4　 Novel uncoupled 2R1T parallel mechanisms
　　 　 从表 3、5 选取 CwRwS 支链、RvUvwRwUwu支链作

为单开链分支,则可得 2 种新型 2R1T 并联机构,如
图 4b、4c 所示。

同理,若从表 1 选取 1 条分支运动链替换图 4
中相应的等速比分支,又可得到更多新型无耦合

2R1T 并 联 机 构。 如 用 表 1 中 Rw Uuv Pu Uvu 和

RwRuUuvPuRv运动链分别替换图 4b、4c 中机构的等

速比分支,得到新型并联机构如图 4d、4e 所示。

5　 机构运动学分析

以图 4a 所示并联机构为例,进行自由度分析、
运动学建模和转动性能分析。

5. 1　 机构自由度

该并联机构由 1 条(PR RURU) R 型混合支

链和 1 条 PRRRR 型单开链分支分别连接静平台、
动平台而成。 由于混合支链末端构件的运动输出特

性与 PRR 等效分支相同,因此自由度分析时可用

PRR 分支代替混合链。 则混合支链等效运动螺旋

系为

$ 11 = [0　 0　 0;　 1　 0　 0] T

$ 12 = [0　 0　 1;　 a12 　 b12 　 0] T

$ 13 = [1　 0　 0;　 0　 b13 　 c13] T

ì

î

í

ï
ï

ïï

(22)

根据互易积原理,可求得该混合分支约束螺旋

系,即
$ r

11 = [0　 1　 0;　 0　 0　 - b12] T

$ r
12 = [0　 0　 1;　 - b13 - c13 　 0　 0] T

$ r
13 = [0　 0　 0;　 0　 1　 0] T

ì

î

í

ï
ï

ïï

(23)

而单开链分支运动螺旋系为

$ 21 = [0　 0　 0;　 0　 0　 1] T

$ 22 = [0　 0　 1;　 a22 　 b22 　 0] T

$ 23 = [0　 0　 1;　 a23 　 b23 　 0] T

$ 24 = [0　 0　 1;　 a24 　 b24 　 0] T

$ 25 = [1　 0　 0;　 0　 b25 　 c25] T

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(24)

由式(24)可知,单开链分支的运动螺旋系为 5
系,因此约束螺旋只有 1 个,即

$ r
21 = [0　 0　 0;　 0　 1　 0] T (25)

式(23)、(25)表明,2 条运动支链共同约束了
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动平台沿 Y、Z 轴方向的移动和绕 Y 轴的转动,因此

动平台具有绕 X、Z 轴方向转动和沿 X 轴方向移动

自由度,即该机构为 2R1T 型并联机构。
5. 2　 机构正运动学方程

机构正运动学分析为已知机构主动副 3 个输入

参数( s,φ,q),求解动平台位置参数 x 和姿态参数

(θ,β)。 令动系坐标系原点在静坐标系下坐标为

P = (x,y,z) T,根据机构结构特点可知,y = b,z = a +
c,且有

x = s (26)
将式(26)对时间进行一阶求导可得

vx = x· = s· (27)
设机构动平台长度为 l,点 A 为单开链分支末端

转动副 R12轴线与动坐标系 y 轴交点,点 A 在动坐标

系下坐标 Ao = (0,l,0) T,则根据式(3)可求出点 A
在静坐标系下 Z 轴坐标为

zA = lsβ + a + c (28)
而由机构几何结构可知,单开链分支主动副与

点 A 位于垂直于 Z 轴的同一平面内,因此有

q = lsβ + a + c (29)
故可求得姿态角 β 表达式,即

β = arcsin((q - a - c) / l) (30)
若将式(29)对时间进行一阶求导,则有

ωx = β
·
= 1
lcβq

· (31)

联立式(10)、(27)、(31)可得

vx
ωz

ωx

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=
1 0 0
0 1 0
0 0 f

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

s·

φ·

q·

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

(32)

其中 f = 1
lcβ

　 　 式(32)即为机构速度方程,并可知机构速度雅

可比矩阵呈对角化特征,反映驱动关节输入速度与

动平台输出速度间为一对一的映射关系,因此该机

构运动学具有无耦合运动特性,进而验证了本文所

提出型综合方法的正确性。
5. 3　 机构转动性能

由并联机构结构特点可知,动平台运动受到所

有分支运动链的约束,因此动平台姿态角范围受到

严重限制,一般难以达到 90°,尤其当转动自由度为

2 和 3 时[28 - 29]。 将借助蒙特卡洛法对机构转动性

能进行分析。
对于图 4a 所示机构,绕 Z 轴方向旋转姿态角 θ

虽仅由等速比分支控制,但其转动极值会受到单开

链分支的结构尺寸限制而不能整周回转;而姿态角

β 运动范围则同时受到单开链分支和混合分支的约

束。 根据机构运动学正解方程和结构约束条件,采
用蒙特卡洛法绘制机构位姿空间,如图 5 所示。

由图 5a 可知,动平台 2 个姿态角 β 和 θ 运动范

围总体上随着位移 x 的增大而逐渐变大。 图 5b 表

明,姿态角 β 2 个运动极值很快趋于稳定,极小值

βmin约为 - 80. 82°,极大值 βmax约为 44. 42°,所以其

　 　 　

图 5　 机构位姿空间

Fig. 5　 Position and orientation workspace of mechanism
　

最大转动范围约为 125. 24°。 图 5c 显示,姿态角 θ
极小值随 x 的变化而波动,θmin约为 - 43. 29°,而 θmax

与 x 无关,约为 60. 19°,故其最大转动范围约为

103. 48°。 由于机构两姿态角转动范围均超过 100°,
因此该并联机构具有较高的转动能力。

6　 结论

(1) 基于等效运动原理构造出 PRR 基础支链,
并与等速比运动支链结合构建了含有闭环单元混合

运动支链,利用位移流形理论实现了等速比支链结

构综合。
(2) 基于驱动力螺旋理论完成了能独立控制动

平台沿 Z 轴方向移动的单开链分支的结构综合,建
立了一类含有混合运动支链的无耦合 2R1T 并联机

构型综合方法。
(3) 通过实例分析了所综合出机构自由度特性、

运动学方程和转动性能,结果表明该机构为三自由度

无耦合 2R1T 并联机构,且具有较强的转动能力。
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