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Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块静刚度分析
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摘要：由于良好的刚度和动力学性能，Ｅｘｅｃｈｏｎ并联机构已被应用于加工、制造、航空航天等领域，但 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联

模块的转动能力较弱，导致其工作空间较小。为此，以机构变异方法设计构型为 ２ＲＰＵ＆１ＲＰＳ的 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联

模块。为研究 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块的刚度性能，采用子结构综合技术建立了该并联模块的刚度模型。建模时，将

机构划分成若干子系统，并计入关节和支链弹性对整机刚度的影响。基于所建刚度模型，研究了 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联

模块整机刚度在其工作空间内的分布特性，并进行了机构关键设计参数和机构关节处弹性变形对整机刚度的影响

分析。结果表明，该模块的刚度分布在工作全域内呈现出对称性，模块关键设计参数和机构关节处弹性变形对整

机的刚度性能影响较大。
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　　引言

Ｅｘｅｃｈｏｎ 并 联 模 块 作 为 少 自 由 度 的

２ＵＰＲ＆１ＳＰＲ并联机构，国内外学者对其运动学、刚
度以及动力学 开 展 了 大 量 研 究

［１－１１］
。ＨＵＡＮＧ

等
［１２］
借助有限元软件对 Ｅｘｅｃｈｏｎ的工作全域进行

了动力学仿真研究。ＬＩＡＮ等［１３］
基于子结构综合结

合雅克比矩阵和相互关联转动关节的变形影响考虑

机构的刚度映射。在设计阶段，曲海波等
［１４－１５］

运用

半解析模型快速预估工作全域内的刚度特性。ＬＩ



等
［１６］
运用旋量理论和虚功原理建立 ＥｘｅｃｈｏｎＸ１５０

的刚度模型，分析机构特定位姿下的刚度并将其与

有限元仿真做了对比。陈修龙等
［１７］
采用 ＡＤＡＭＳ

软件对５自由度并联机构的运动学进行了模拟仿
真。季晔等

［１８］
建立了４ ＳＰｘｙｚＳ／ＰｘＰｚＵｘｚ并联机构

的位置和姿态工作空间，并提出“点集”近似计算和

敏感度概论，利用数值法求解了位置工作空间大小

和姿态工作空间范围与机构尺度参数之间的关系。

笔者团队在前期研究中，采用机构变异方法设

计 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块并进行了刚度建模研
究

［１９－２０］
。在此基础上，本文研究 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联

模块在工作全域的静刚度映射，并进行其静刚度参

数影响分析，以期为改善该并联模块的刚度性能提

供一定的理论依据。

１　机构描述

Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ动力头主要由 ２自由度串联转头
和 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块组成，如图 １所示。其中，
Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块主要由动平台、静平台和
３条过约束支链组成。支链１和支链 ２的拓扑结构
相同，分别通过转动副 Ｒ、虎克铰 Ｕ与静平台、动平
台连接。支链 ３的结构与支链 １、２略有不同，其通
过球铰 Ｓ副与动平台相连。

图 １　Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ实体模型

Ｆｉｇ．１　ＭｏｄｅｌｏｆＥｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ
　

从机构学的角度来看，Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块
的拓扑结构为 ２ＲＰＵ＆１ＲＰＳ，其机构简图如图 ２所

示。图中，△Ａ１Ａ２Ａ３和△Ｂ１Ｂ２Ｂ３分别表示动平台及

基座，且设定为等腰直角三角形，其中∠Ａ１Ａ３Ａ２＝

∠Ｂ１Ｂ３Ｂ２＝９０°。Ａ１、Ａ２分别表示支链 １、２上虎克铰

的几何中心；Ａ３表示支链 ３上球铰的几何中心；Ｂｉ
（ｉ＝１，２，３）表示支链 ｉ上转动副的几何中心；Ｃｉ
（ｉ＝１，２，３）表示支链 ｉ末端［２０］

。

２　静刚度预估与分析参数

根据 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块的结构特点，将系

统划分成动平台子系统、支链子系统和基座子系统。

由于动平台和基座的刚度相对较大，故建模时将其

视为刚体。为计入支链柔度和复杂结构对系统刚性

的影响，采用有限元的思想将支链划分成具体等效

截面的空间梁，如图３所示。

图 ２　Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ机构简图
Ｆｉｇ．２　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＥｘｅ ＶａｒｉａｎｔＰＫＭ

　

图 ３　支链的装配示意图
Ｆｉｇ．３　Ａｓｓｅｍｂｌｉｎｇｓｃｈｅｍｅｏｆａｎｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｌｉｍｂ

１．球铰／虎克铰　２．前端轴承　３．滚珠丝杠　４．导轨　５．转动副

６．末端轴承　７．电动机
　

根据支链截面的变化情况，将支链的截面处理

为如图３所示的矩形截面Ⅰ和Ⅱ。其中，截面Ⅰ表
示 ＡｉＤｉ段的等效截面；截面Ⅱ表示 ＤｉＣｉ段的等效截
面。图中，ｗ０、ｈ０分别表示矩形截面Ⅰ的等效宽度和
高度；ｗ１、ｗ２、ｈ１、ｈ２分别表示矩形截面Ⅱ的外部和内
部的等效宽度和高度。

计入支链子系统和动平台子系统间的变形协调

条件，可得到系统的刚度模型为

ＫＵ＝Ｗ （１）
式中　Ｕ———系统在全局坐标系Ｂｘｙｚ下的位移矩阵

Ｋ———系统在全局坐标系Ｂｘｙｚ下的刚度矩阵
Ｗ———系统在全局坐标系Ｂｘｙｚ下的载荷矩阵

具体的推导过程可参照文献［２０］。
以文献［２０］的 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块为例，对其

进行静刚度映射和静刚度参数影响分析。表１、２分别
给出了该并联模块的几何参数和关节刚度参数

［２０］
。

表１中，ｓ为动平台的行程；ｌ为支链的物理长
度；ψｍａｘ和 θｍａｘ分别为偏转角 ψ和 θ的最大值。
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表 １　Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块几何结构参数
Ｔａｂ．１　ＧｅｏｍｅｔｒｉｅｓｏｆＥｘｅ ＶａｒｉａｎｔＰＫＭ

参数 ｒｐ／ｍｍ ｒｂ／ｍｍ ｓ／ｍｍ
数值 ２２０ ６００ ４００
参数 ｌ／ｍｍ ｗ０／ｍｍ ｗ１／ｍｍ
数值 １４６０ ２１０ １８０
参数 ｗ２／ｍｍ ｈ０／ｍｍ ｈ１／ｍｍ
数值 １６０ １７３ ８０
参数 ｈ２／ｍｍ ψｍａｘ／（°） θｍａｘ／（°）
数值 ６０ ±４０ ±４０

图 ４　工作平面 ｚ＝１２００ｍｍ上 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块的静刚度映射

Ｆｉｇ．４　Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｖｅｒｗｏｒｋｐｌａｎｅｏｆｚ＝１２００ｍｍ

表 ２　Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ关节刚度
Ｔａｂ．２　ＳｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆＥｘｅ ＶａｒｉａｎｔＰＫＭ

参数 ｋｕｌｘ０／（Ｎ·μｍ
－１） ｋｕｌｙ０／（Ｎ·μｍ

－１） ｋｕｌｚ０／（Ｎ·μｍ
－１）

数值 １１２ ２１４ １００
参数 ｋｕｌｗ０／（ＭＮ·ｒａｄ

－１）ｋｕｓｘ０／（Ｎ·μｍ
－１） ｋｕｓｙ０／（Ｎ·μｍ

－１）

数值 ２４ ２３ ２３
参数 ｋｕｓｚ０／（Ｎ·μｍ

－１）ｋｕｓｗ０／（ＭＮ·ｒａｄ
－１）ｋｕｃｘ０／（Ｎ·μｍ

－１）

数值 ６２３ １８ ６７６
参数 ｋｕｃｙ０／（Ｎ·μｍ

－１） ｋｕｃｚ０／（Ｎ·μｍ
－１）ｋｕｃｗ０／（ＭＮ·ｒａｄ

－１）

数值 ４４６ ３４８ １８
参数 ｋｒｘ０／（Ｎ·μｍ

－１） ｋｒｙ０／（Ｎ·μｍ
－１） ｋｒｚ０／（Ｎ·μｍ

－１）

数值 ３８０ ５３０ １００６
参数 ｋｒｖ０／（ＭＮ·ｒａｄ

－１）ｋｒｗ０／（ＭＮ·ｒａｄ
－１） ｋｓｌｘ０／（Ｎ·μｍ

－１）

数值 １８ １８ １１２
参数 ｋｓｌｙ０／（Ｎ·μｍ

－１） ｋｓｌｚ０／（Ｎ·μｍ
－１） ｋｓｓｘ０／（Ｎ·μｍ

－１）

数值 ２１４ １００ ２３
参数 ｋｓｓｙ０／（Ｎ·μｍ

－１） ｋｓｓｚ０／（Ｎ·μｍ
－１） ｋｓｃｘ０／（Ｎ·μｍ

－１）

数值 ２３ ６２３ ６７６
参数 ｋｓｃｙ０／（Ｎ·μｍ

－１） ｋｓｃｚ０／（Ｎ·μｍ
－１）

数值 ４４６ ３４８

　　各关节在其连体坐标系下的刚度如表２所示。
表２中，ｋｕｉｊ（ｉ＝ｌ，ｓ，ｃ；ｊ＝ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）分别为虎克铰长

轴ｌ、短轴ｓ和交叉轴 ｃ在３个正交方向的线刚度和角
刚度；ｋｒｘ０、ｋｒｙ０和ｋｒｚ０分别为转动副在３个正交方向的线
刚度；ｋｒｖ０和ｋｒｗ０分别为转动副绕其自身坐标系ｙ和ｚ轴
的角刚度；ｋｓｉｊ（ｉ＝ｌ，ｓ，ｃ；ｊ＝ｘ，ｙ，ｚ）分别为球铰长轴ｌ、短
轴ｓ和交叉轴ｃ在３个正交方向的线刚度。

３　工作空间内的静刚度映射

为分析 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块的静刚度映射，
采用“分层切片”思想，将工作空间离散成若干个工

作平面，再结合运动学逆解获得各工作平面上任一

点所对应的机构位姿下的静刚度。本文选取其工作

平面为 ｚ＝１２００ｍｍ，分析在 ｕ、ｖ和 ｗ方向的主刚度
分布，如图４所示。

由图 ４可知，Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块各方向刚
度随位姿变化。其中，ｕ方向的线刚度 ｋ１１的变化范
围为［９７５，７３４］ＭＮ／ｍ；ｖ方向的线刚度 ｋ２２的变
化范围为［１４２，５７４］ＭＮ／ｍ；ｗ方向的线刚度 ｋ３３
的变化范围为［８８５，１６９］ＭＮ／ｍ；ｕ方向角刚度 ｋ４４
的变化范围为［３５１，４４５］ＭＮ·ｍ／ｒａｄ；ｖ方向角刚
度 ｋ５５的变化范围为［２３９，２９３］ＭＮ·ｍ／ｒａｄ；ｗ方
向角刚度 ｋ６６的变化范围为［３４，２０９］ＭＮ·ｍ／ｒａｄ。
Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块各方向刚度关于平面 ψ＝０°
对称分布，这与初始位置时支链１、２关于支链３对
称这一结构特点有关。该并联模块 ｗ方向的线刚
度ｋ３３较其他２个方向的线刚度大得多，而该方向的角
刚度ｋ６６较其他２个方向的角刚度小得多，表明该模块
在轴向具有较强的抵抗外力变形的能力。

由图 ４也可知，Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块同一方
向的线刚度和角刚度呈现出开口方向相反的规律。

例如，Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块 ｕ方向的线刚度 ｋ１１在

θ＝０°两侧随着 θ绝对值的增大而增大（开口向
上），而 ｕ方向的角刚度 ｋ４４在 θ＝０°两侧随着 θ绝对
值的增大而减小（开口向下）；ｖ方向的线刚度 ｋ２２在

ψ＝０°两侧随着 ψ绝对值的增大而增大（开口向
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上），ｖ方向的角刚度 ｋ５５的 ψ＝０°两侧随着 ψ绝对值
的增大而减小（开口向下）；ｗ方向的线刚度 ｋ３３开口
向下，ｗ方向的角刚度 ｋ６６开口向上。

４　静刚度参数影响分析

图５所示为 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块的静刚度随
动平台、基座半径的变化曲面。

图６所示为 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块的静刚度随
支链机座截面尺寸的变化曲面。图中，δｈ和 δｗ分别
表示支链的等效高度和等效宽度的增量。

由图５ａ、５ｂ可知，Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块ｕ方向
的线刚度 ｋ１１以及 ｖ方向的线刚度 ｋ２２均随着动平台
　　

半径 ｒｐ的增大而减小，随着基座半径 ｒｂ的增大而增
大。由图 ５ｃ、５ｆ可知，ｗ方向的线刚度 ｋ３３以及该方
向的角刚度ｋ６６均随着动平台半径ｒｐ的增大而增大，
随着基座半径 ｒｂ的增大而减小。由图 ５ｄ、５ｅ可知，
ｕ方向的角刚度 ｋ４４以及 ｖ方向的角刚度 ｋ５５均随着
动平台半径 ｒｐ和基座半径 ｒｂ的增大而增大。另外，
动平台半径 ｒｐ和基座半径 ｒｂ对各方向静刚度的影
响程度不同。例如，动平台半径 ｒｐ对 ｗ方向的线刚
度 ｋ３３以及该方向的角刚度 ｋ６６的影响较大，而对其
他方向的刚度影响较小；而基座半径 ｒｂ对 ｕ方向的
线刚度 ｋ１１及该方向的角刚度 ｋ４４、ｖ方向的线刚度
ｋ２２及该方向的角刚度 ｋ５５　　

图 ５　Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块的静刚度随动平台、基座半径的变化曲面

Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｒａｄｉｉｏｆｐｌａｔｆｏｒｍａｎｄｂａｓｅ

图 ６　Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块的静刚度随支链截面尺寸的变化曲面

Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｌｉｍｂｂｏｄｙ
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影响较大，对其他方向的刚度影响较小。

由图６各方向静刚度随 δｈ和 δｗ的变化曲面可知，
随支链机座截面尺寸的增大，整机刚度逐渐增大。

关节处的弹性变形对整机刚度的影响不可忽

略，但因篇幅有限，现以虎克铰刚度为实例分析。定

义虎克铰长轴 ｘ方向线刚度的放大因子 λｕｌｘ和整机
刚度的放大因子 ｋｉ为

图 ７　整机刚度比例系数随虎克铰刚度的变化曲线

Ｆｉｇ．７　ＶａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏＨｏｏｋｅｊｏｉｎｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

λｕｌｘ＝
ｋｕｌｘ
ｋｕｌｘ０

（２）

ｋｉ＝
ｋｉｉ
ｋｉｉ０
　（ｉ＝１，２，…，６） （３）

式中　ｋｕｌｘ０———虎克铰长轴ｘ方向初始线刚度（表２）
ｋｕｌｘ———虎克铰长轴ｘ方向的当前线刚度
ｋｉｉ０———模块处于初始位姿 ｚ＝１２００ｍｍ、θ＝０°、

ψ＝０°时整机的刚度
ｋｉｉ———整机当前刚度
整机刚度比例系数随虎克铰刚度的变化曲线如

图７所示。其中，λｕｌｘ、λｕｌｙ、λｕｌｚ和 λｕｌｗ分别为长轴 ｘ、
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ｙ、ｚ３个方向的线刚度放大因子以及 ｚ方向的角刚
度放大因子；λｕｓｘ、λｕｓｙ、λｕｓｚ和 λｕｓｗ分别为短轴 ｘ、ｙ、ｚ３
个方向的线刚度放大因子以及 ｚ方向的角刚度放大
因子；λｕｃｘ、λｕｃｙ、λｕｃｚ和 λｕｃｗ分别为交叉轴 ｘ、ｙ、ｚ３个
方向的线刚度放大因子以及 ｚ方向的角刚度放大因
子。上述放大因子数学公式定义类似式（２）。

由图 ７ａ、７ｅ、７ｉ可知，随着长轴、短轴、交叉轴 ｘ
方向线刚度的增大，ｕ方向线刚度 ｋ１１和 ｖ方向角刚
度 ｋ５５以及 ｗ方向角刚度 ｋ６６单调递增；由图 ７ｃ、７ｇ、
７ｋ可知，随着长轴、短轴、交叉轴 ｚ方向线刚度的增
大，ｖ方向线刚度ｋ２２、ｗ方向线刚度ｋ３３和ｖ方向角刚
度 ｋ４４逐渐增大。从以上分析可知，整机刚度随虎克
铰 ｘ方向线刚度和 ｚ方向线刚度的增大而增大。而
图７ｂ、７ｄ、７ｆ、７ｈ、７ｊ、７ｌ反映整机刚度不随长轴、短
轴、交叉轴 ｙ方向线刚度和 ｚ方向角刚度的变化而
变化，即球铰 ｙ方向线刚度和 ｚ方向角刚度对系统

刚度无影响。从数值上进行考虑，虎克铰 ｚ方向线
刚度对整机刚度的影响与 ｘ方向线刚度相比较大，
故在进行虎克铰的结构设计时，需适当考虑长轴、短

轴和交叉轴的 ｚ方向线刚度。

５　结论

（１）Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块在工作空间内的刚
度映射表明：该机构各方向刚度关于平面电动机对

称分布。

（２）为剖析 Ｅｘｅ Ｖａｒｉａｎｔ并联模块的关键设计
参数对整机刚度性能的作用规律，进行了静刚度的

参数影响分析。分析表明：动平台半径、支链的截面

尺寸和关节处的弹性变形会对整机的刚度性能产生

重大影响。在进行该类少自由度并联机构的结构设

计时，可适当调整该类关键设计参数以满足整机对

刚度的要求。
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