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3鄄PRS 并联机构动力学解耦与控制研究

黄俊杰摇 皇甫晨豪摇 张家齐摇 蔡江坤摇 李世锴摇 刘志忠摇 闫勇刚摇 陈国强
(河南理工大学机械与动力工程学院, 焦作 454003)

摘要: 针对 3鄄PRS 并联机构耦合性强、干扰难以控制等问题,对该机构进行动力学解耦与控制。 首先建立机构逆向

运动学模型,推导出末端动平台位姿与输入滑块高度间的运动方程;分析机构中各运动构件动能和势能,得出机构

拉格朗日动力学方程,分析在无重力环境以及正常重力环境中驱动力对末端动平台位姿的影响,并进行理论模型

与数值仿真对比,其结果验证了动力学模型一致性和正确性;构建面向逆向动力学模型状态空间方程,研究 3鄄PRS
并联机构李导数表达式,实现状态空间方程反馈线性化解耦,并对状态空间解耦模型进行仿真,搭建 3鄄PRS 并联机

构实验平台,验证了提出方法的有效性;基于完全解耦与积分滑模设计 3鄄PRS 并联机构控制器,仿真实验验证了该

控制器的有效性。 结果表明,设计的控制器不仅能够解耦其动力学模型,且在干扰、输入驱动力为时变情况下能够

跟踪预期轨迹,具有较强的鲁棒性。
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Dynamic Decoupling and Control of 3鄄PRS Parallel Mechanism

HUANG Junjie摇 HUANGFU Chenhao摇 ZHANG Jiaqi摇 CAI Jiangkun摇 LI Shikai摇
LIU Zhizhong摇 YAN Yonggang摇 CHEN Guoqiang

(School of Mechanical and Power Engineering, Henan Polytechnic University, Jiaozuo 454003, China)

Abstract: It is difficult for 3鄄PRS parallel mechanism to control due to its strong coupling and
susceptibility to disturbances. Thus the decoupling and control strategies of the mechanism were studied.
Firstly, the inverse kinematics model of the mechanism was established, the kinematic equations were
deduced between the position and pose of the moving platform and the heights of the input sliders. The
kinetic and potential energies of the motion component within the mechanism were analyzed, the Lagrange
dynamic equations for the 3鄄PRS parallel mechanism were obtained. The driving forces on the position
and pose of the moving platform in both zero鄄gravity and normal gravity environments were further
investigated. The theoretical model and numerical simulation were performed and the consistency and
accuracy of the dynamic model were confirmed. The state鄄space equations based on the inverse dynamics
model were formulated, and the Lie derivative expressions for the 3鄄PRS parallel mechanism were studied
to enable feedback linearization decoupling of the state鄄space equations. The simulation analysis was
conducted on the decoupled state鄄space model. The experiment platform of 3鄄PRS parallel was set up to
verify the effectiveness of the proposed method. The controller for the 3鄄PRS parallel mechanism was
designed on the basis of the complete decoupling and the integral sliding mode control. The effectiveness
of the controller was validated through the simulation experiments. The results indicated that the designed
controller can not only decouple its dynamical model but also can track the expected trajectory under the
presence of disturbances and time鄄varying input driving forces, which made the system possess with strong
robustness.
Key words: 3鄄PRS parallel mechanism; inverse dynamics; feedback linearization; integral sliding mode



0摇 引言

与串联机构相比,并联机构具有工作空间大、刚
度大、灵活性高、承载能力强、误差小、精度高、自重

负荷小等优点[1 - 2],在航空航天、电子与医疗行业等

领域均得到广泛应用[3 - 4]。 其中,3鄄PRS 并联机构

具有完全相同的运动支链,通过对称结构设计实现

机构各向同性[5],在电子元器件、物料抓取等领域

具有良好的应用前景。
针对并联机构动力学建模,国内学者常用的方

法有虚功原理法、螺旋理论法、凯恩方程法、牛顿欧

拉法、拉格朗日法等[6 - 17]。 其中拉格朗日法与其他

动力学建模方法相比,具有系统性强、建模过程规范、
动力学方程中不出现理想约束力、表达式相对简单紧

凑等优点,因此被广泛应用于并联机构建模研究。
3鄄PRS 并联机构为多输入多输出强耦合非线性

系统,难以控制该机构运动精度[18]。 为此,CHEN
等[19]利用计算力矩控制解耦方法,实现了 UR5 机

器人系统解耦控制。 SONG 等[20] 提出了一种动态

前馈控制方法,提高了四自由度并联机器人控制精

度和鲁棒稳定性。 针对 3鄄PRS 并联机构的控制,
CHEN 等[21]提出了传统 PID 控制、基于遗传算法的

PID 控制和自适应模糊 PID 控制 3 种控制策略,并进

行了验证。 王施相等[22]在运动学分析及动力学分析

基础上,提出了计算力 /力矩控制及自适应控制方法。
反馈线性化是一种控制设计策略,适合用来设

计非线性系统控制器[23]。 魏惠芳等[24] 提出一种基

于反馈线性化解耦的直驱 H 型平台滑模轮廓控制

方法。 耿艳利等[25]提出了精确反馈线性化方法,实
现了膝 踝 趾动力型假肢系统解耦。

本文研究 3鄄PRS 并联机构动力学非线性解耦,
分析在无重力环境以及正常重力环境下驱动力模型

表示。 基于完全解耦,设计 3鄄PRS 并联机构积分滑

模控制器,以解决 3鄄PRS 并联机构强耦合性、干扰导

致难以控制问题。

1摇 3鄄PRS 并联机构运动学建模

1郾 1摇 3鄄PRS 并联机构

3鄄PRS 并联机构如图 1 所示,该并联机构由定

平台 C1C2C3、动平台 B1B2B3 以及 3 个完全相同的

支链 C iAiB i( i = 1,2,3)组成,定平台 C1C2C3 空间均

布固定于 3 个垂直立柱;3 个滑块 Ai ( i = 1,2,3)分
别沿各自立柱移动,滑块与连杆 li ( i = 1,2,3)相对

转动;连杆 li( i = 1,2,3)与动平台 B1B2B3 通过球铰

B i( i = 1,2,3) 连接。 在定平台 C1C2C3 和动平台

B1B2B3 几何中心上分别建立固定坐标系 OXYZ 和

动坐标系 Pxyz,X 轴沿 OC1 方向,x 轴与 PB1 方向一

致,Z 和 z 轴竖直向上,Y 和 y 轴符合右手定则。 定

平台和动平台外接圆半径分别为 R 和 r。

图 1摇 3鄄PRS 并联机构简图

Fig. 1摇 3鄄PRS parallel mechanism diagram
摇

1郾 2摇 逆向运动学建模

3鄄PRS 并联机构运动学包括逆向运动学和正向

运动学。 逆向运动学为已知机构几何参数和动平台

B1B2B3 位姿,求 3 条立柱上滑块高度 hi ( i = 1,2,
3);反之称为正向运动学。

定平台上滑块 Ai ( i = 1,2,3) 在固定坐标系

OXYZ 下的坐标向量为

A1 = [R摇 0摇 h1] T

A2 [= - 1
2 R摇 3

2 R摇 h ]2

T

A3 [= - 1
2 R摇 - 3

2 R摇 h ]3

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

T

(1)

动平台球铰 B1、B2、B3 在动坐标系 Pxyz 下的坐标向

量为

B1 = [ r摇 0摇 0] T

B2 [= - 1
2 r摇 3

2 r ]摇 0
T

B3 [= - 1
2 r摇 - 3

2 r ]摇 0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

T

(2)

动坐标系 Pxyz 相对于固定坐标系 OXYZ 的旋

转变换矩阵为

RO
P =

c酌c茁 c酌s茁s琢 - s酌c琢 c酌s茁c琢 + s酌s琢
s酌c茁 s酌s茁s琢 + c酌c琢 s酌s茁c琢 - c酌s琢
- s茁 c茁s琢 c茁c

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú琢
(3)
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式中摇 琢、茁、酌———动坐标系 x、y、z 相对于固定坐标

系 X、Y 和 Z 轴方向的旋转角

s 表示 sin,c 表示 cos。
动坐标系 Pxyz 原点 P 在固定坐标系 OXYZ 中

位置坐标为

BO
P = [x摇 y摇 z] T (4)

球铰 B i( i = 1,2,3)相对于固定坐标系 OXYZ 位

置矢量为

BO
i = RO

PBi + BO
P (5)

由于受到 3鄄PRS 并联机构结构约束,每个连杆

仅可以在相应的平面内运动,其平面表达式为

Y1 = 0

Y2 = - 3X2

Y3 = 3X

ì

î

í

ï
ï

ïï
3

(6)

联立(1) ~ (6)可得

y + rcos茁sin酌 =0

y + 3r
2 (cos琢cos酌 -sin琢sin茁sin酌) - r

2 cos茁sin酌 =

[- 3 x - 3r
2 (cos琢sin酌 +sin琢sin茁sin酌) - r

2 cos茁cos ]酌

y - 3r
2 (cos琢cos酌 -sin琢sin茁sin酌) - r

2 cos茁sin酌 =

[摇 3 x + 3r
2 (cos琢sin酌 +sin琢sin茁sin酌) - r

2 cos茁cos ]

ì
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í
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ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
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ï
ï 酌

(7)
式(7)整理并化简为

酌 = arctan sin琢sin茁
cos琢 + cos茁

x = 1
2 r(cos茁cos酌 - cos琢cos酌 - sin琢sin茁sin酌)

y = - rcos茁sin

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 酌

(8)
式(8)表明,参数 酌 取决于 琢 和 茁,x 和 y 分别

是由 琢、茁、酌 和 r 构成的函数。 若给定动平台位姿参

数 z、琢、茁,则可求得 酌,此时得到旋转矩阵;然后,进
而计算出球铰 B i ( i = 1,2,3)相对于固定坐标系的

位置坐标。
给定 3鄄PRS 并联机构杆长,滑块高度 hi ( i = 1,

2,3)表达式为

hi = l2i - (Aix - BO
ix) 2 - (Aiy - BO

iy) 2 + BO
iz (9)

2摇 3鄄PRS 并联机构动力学建模

为便于动力学建模,忽略机构各运动副摩擦力

影响,假设机构各构件质量均匀分布,连接件质量忽

略不计,各关节约束力为理想约束力。
根据拉格朗日方程可得

d
d (t

鄣(T - V)
鄣q )· - 鄣(T - V)

鄣q = 子 (10)

其中 q = [ z摇 琢摇 茁] T (11)
式中摇 子———非保守广义力摇 摇 T———系统动能

V———系统势能摇 摇 q———广义坐标

并联机构运动构件为动平台、连杆和驱动滑块,
分别分析各运动构件动能和势能。
2郾 1摇 系统动能

3鄄PRS 并联机构系统动能包括动平台、连杆和

滑块动能。
(1)动平台动能

动平台动能 Tp 为

Tp =
1
2 q·TMPq

· (12)

其中

MP =

mp 0 0
0 MP22 MP32

0 MP23 MP

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

33

(13)

MP22 = Ix + I (z
鄣酌
鄣 )琢

2
+m [ (p

鄣x
鄣 )琢

2

(+ 鄣y
鄣 )琢 ]

2

MP33 = Iy + I (z
鄣酌
鄣 )茁

2
+m [ (p

鄣x
鄣 )茁

2

(+ 鄣y
鄣 )茁 ]

2

MP32 =MP23 = Iz
鄣酌
鄣琢

鄣酌
鄣茁 +mp

鄣x
鄣琢

鄣x
鄣茁 +mp

鄣y
鄣琢

鄣y
鄣茁

式中摇 MP———动平台惯性矩阵

mp———动平台质量

Ix、Iy、Iz———动平台转动惯量

(2)滑块动能

由于滑块仅在丝杠上做直线运动,故驱动滑块

转动动能为零。 其滑块移动速度 vbi ( i = 1,2,3)可

表示为

vbi = [0摇 0摇 h
·

i] T (14)
3鄄PRS 并联机构输入构件与输出构件间速度雅

可比矩阵表示为

h
·

i = J q· (15)
式中摇 J———3鄄PRS 并联机构速度雅可比矩阵

则驱动滑块动能 Tb 为

Tb = 移
3

i = 1

1
2 mbvT

bivbi =
1
2 q·TMbq

· (16)

其中

Mb =

Mb11 Mb12 Mb13

Mb21 Mb22 Mb23

Mb31 Mb32 Mb

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

33

(17)

Mbij =mb(J1iJ1j + J2iJ2j + J3iJ3j)
式中摇 mb———滑块质量

Mb———滑块惯性矩阵

Jij( i,j = 1,2,3)———速度雅可比矩阵 J 中的

第 i 行第 j 列
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(3)连杆移动动能

连杆 li( i = 1,2,3)动能包括移动动能和转动动

能。 将每个连杆近似看作一个质点,质心位于连杆

几何中心。
由于连杆与滑块固联,故连杆移动速度与滑块

相等,即连杆移动速度 vli = vbi ( i = 1,2,3),故连杆

移动动能 Tl1为

Tl1 = 移
3

i = 1

1
2 mlvT

livli =
1
2 q·TMl1q

· (18)

其中

Ml1 =

M11
l1 M12

l1 M13
l1

M21
l1 M22

l1 M23
l1

M31
l1 M32

l1 M33
l

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û
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ú

1

(19)

Mij
l1 =ml(J1iJ1j + J2iJ2j + J3iJ3j)

式中摇 ml———连杆质量

Ml1———连杆移动惯性矩阵

(4)连杆转动动能

以连杆与滑块连接点为连杆的旋转中心,计算

连杆角速度与动平台位姿之间的雅可比矩阵为

兹
·

i = JOq
· (20)

式中摇 兹i———连杆与立柱间的夹角

JO———连杆角速度雅可比矩阵

连杆转动动能 Tl2为

Tl2 = 移
3

i = 1

1
2 Il棕T

li棕li =
1
2 q·TMl2q

· (21)

其中

Ml2 =

M11
l2 M12

l2 M13
l2

M21
l2 M22

l2 M23
l2

M31
l2 M32

l2 M33
l

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

2

(22)

Mij
l2 = Il(JO1iJO1j + JO2iJO2j + JO3iJO3j)摇 ( i,j = 1,2,3)

式中摇 棕li———连杆角速度

Il———连杆转动惯量

Ml2———连杆转动惯性矩阵

JOij———角速度雅可比矩阵 JO 中的第 i 行第 j
列

(5)并联机构总动能

并联机构总动能 T 为

T = Tp + Tb + Tl1 + Tl2 (23)
2郾 2摇 系统势能

(1)动平台势能

选取定坐标系 XOY 平面为零势面,不计构件弹

性和摩擦力,则动平台势能 Vp 为

Vp =mpgz (24)
式中摇 g———重力加速度

z———动平台中心在定坐标系 z 轴上的位置

(2)滑块势能

滑块势能 Vb 仅为 3 个滑块势能之和,可表示为

Vb =mbg(h1 + h2 + h3) (25)
(3)连杆势能

机构 3 个连杆总势能 Vl 为

Vl =mlg( z1 + z2 + z3) (26)

其中 zi =
hi + B iz

2 摇 ( i = 1,2,3)

式中摇 zi———坐标系中连杆质心在 Z 方向上坐标值

(4)机构总势能

机构总势能 V 为

V = Vp + Vb + Vl (27)
2郾 3摇 动力学模型

将机构动能与势能代入式(10),以逆向动力学

构建 3鄄PRS 并联机构模型为

M(q)q··+ C(q,q·)q· +G(q) = 子 (28)
其中 M(q) =MP +Mb +Ml1 +Ml2

C(q,q·) =M
·
(q) - 1

2
鄣(q·TM(q))

鄣q

G(q) [= 鄣V
鄣z 摇

鄣V
鄣琢摇

鄣V
鄣 ]茁

T

由虚功原理可知,并联机构等效广义力与轴向

驱动力间的关系为

子 = JTF (29)
其中 F = [F1 摇 F2 摇 F3] T

式中摇 F———滑块所受驱动力

2郾 4摇 仿真

2郾 4郾 1摇 动力学模型仿真

利用 Matlab 对 3鄄PRS 并联机构模型式(28)进

行无重力环境下与正常重力环境下仿真。 并联机构

参数设置如表 1 所示。

表 1摇 3鄄PRS 并联机构的参数

Tab. 1摇 Parameters of 3鄄PRS parallel mechanism

摇 摇 摇 摇 参数 数值

动平台外接圆半径 r / mm 150
定平台外接圆半径 R / mm 310
动平台质量 mp / kg 4郾 150

动平台转动惯量 I / (kg·m2) Diag[0郾 032 4,0郾 032 4,0郾 064 5]
连杆长度 l / mm 300
连杆质量 ml / kg 0郾 578
连杆转动惯量 Il / (kg·m2) 0郾 017 3
滑块质量 mb / kg 0郾 646

摇 摇 初始运动条件下动平台质心位姿设置为

z = 0
琢 = 0毅
茁 = 0

ì

î

í

ïï

ïï 毅
(30)

(1)无重力环境

当 g 为 0,即处于无重力环境下时给定 3 个滑
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块所受驱动力分别为

F1 = 0郾 003 N
F2 = 0郾 005 N
F3

ì

î

í

ïï

ïï = - 0郾 002 N
(31)

此时动平台运动轨迹仿真如图 2 所示。

图 2摇 无重力环境运动轨迹

Fig. 2摇 Motion path in zero鄄gravity environment
摇

由图 2 可知,在无重力环境下给定 3 个滑块上

的驱动力为定值时,动平台位姿 琢 和 茁 将会绕着某

一个方向转动,不会出现来回摆动的现象。
(2)正常重力环境

当 g 取为正常值时,给定 3 个滑块所受驱动力

分别为

F1 = (g
mp

3 +mb +m )l + 0郾 003

F2 = (g
mp

3 +mb +m )l + 0郾 005

F3 = (g
mp

3 +mb +m )l

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï - 0郾 002

(32)

此时动平台运动轨迹仿真如图 3 所示。

图 3摇 正常重力环境运动轨迹

Fig. 3摇 Motion path in normal gravity environment
摇

由图 3 可知,在重力环境下给定滑块受到的驱

动力为定值,3鄄PRS 并联机构动平台运动为仅有小

幅度摆动且持续上升。 为使动平台 琢 和 茁 运行特定

轨迹,3 个滑块所受到的驱动力须是时变的。
2郾 4郾 2摇 数值仿真

为验证所建动力学模型正确性,采用 ADAMS
软件对机构建模并仿真验证。 通过设置环境参数和

单位,添加相应的运动副约束,3鄄PRS 并联机构虚拟

样机模型如图 4 所示,其参数同表 1。

图 4摇 3鄄PRS 并联机构模型

Fig. 4摇 3鄄PRS parallel mechanism model
摇

由 2郾 4郾 1 节可知,给定 3 个滑块上所受到的驱

动力为时变,其表达式为

F1 = (g
mp

3 +mb +m )l - 0郾 04t2 + 0郾 004

F2 = (g
mp

3 +mb +m )l - 0郾 04t2 + 0郾 004

F3 = (g
mp

3 +mb +m )l + 0郾 08t2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï + 0郾 004

(33)

依据动力学模型编程计算动平台运动轨迹,与
数值仿真动平台运动轨迹结果对比如图 5 所示。

图 5摇 动平台运动轨迹仿真

Fig. 5摇 Path simulation of moving platform
摇

由图 5 可知,z 和 琢 方向运动基本吻合,茁 方向

误差稍明显,主要原因为建模误差。

3摇 动力学解耦

3郾 1摇 状态空间模型建立

对式(28)进行多输入多输出状态空间模型描

述为

子 =Mq··+ Cq· +G (34)
将(34)改写为

q··= -D(Cq· +G) +D子 (35)
其中 D =M - 1

将式(35)转换为状态空间方程

x· = f(x) + g(x)u
y = h(x{ )

(36)
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其中

x· =

x·1

x·2

x·3

x·4

x·5

x·

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

6

=

x4

x5

x6

x·4

x·5

x·

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

6

=

z·

琢·

茁
·

z··

琢··

茁

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú··

g(x) =
O3 伊 3

DJ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úT

f(x) =

x4

x5

x6

-DC

x4

x5

x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

6

-

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

DG

h(x) = [x1 摇 x2 摇 x3] T 摇 摇 u = [F1 摇 F2 摇 F3] T

式中摇 x·———状态变量摇 摇 u———系统输入

h(x)———系统输出摇 摇 O———零矩阵

3郾 2摇 反馈线性化解耦设计

3鄄PRS 并联机构状态空间方程存在耦合,为了

便于控制需要进行解耦。 3鄄PRS 并联机构李导数为

LgjL0
f hi = Lgjhi(x) =

鄣hi

鄣x1

鄣hi

鄣x2

鄣hi

鄣x3

鄣hi

鄣x4

鄣hi

鄣x5

鄣hi

鄣x
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

6
g j(x) = 0

( i = 1,2,3, j = 1,2,3) (37)

L fhi =
鄣hi

鄣x1

鄣hi

鄣x2

鄣hi

鄣x3

鄣hi

鄣x4

鄣hi

鄣x5

鄣hi

鄣x
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

6
f(x) = xi + 3

(38)
LgjL fhi =

鄣Lfhi

鄣x1
鄣Lfhi

鄣x2
鄣Lfhi

鄣x3
鄣Lfhi

鄣x4
鄣Lfhi

鄣x5
鄣Lfhi

鄣x
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

6
gj(x) =

g( i + 3) j(x) (39)
式中摇 g j(x)———g(x)中的第 j 列

g( i + 3) j(x)———g(x)中的第 i + 3 行第 j 列
整理式(37) ~ (39)得

Lg1L0
f h1(x) = Lg1h1(x) = 0

Lg2L0
f h1(x) = Lg2h1(x) = 0

Lg3L0
f h1(x) = Lg3h1(x) = 0

Lg1L0
f h2(x) = Lg1h2(x) = 0

Lg2L0
f h2(x) = Lg2h2(x) = 0

Lg3L0
f h2(x) = Lg3h2(x) = 0

Lg1L0
f h3(x) = Lg1h3(x) = 0

Lg2L0
f h3(x) = Lg2h3(x) = 0

Lg3L0
f h3(x) = Lg3h3(x)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï = 0

(40)

A(x) =

Lg1Lfh1(x) Lg1Lfh2(x) Lg1Lfh3(x)
Lg2Lfh1(x) Lg2Lfh2(x) Lg2Lfh3(x)
Lg3Lfh1(x) Lg3Lfh2(x) Lg3Lfh3(x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú)
=

DJT (41)
经分析判断,系统相对阶 r = [ r1 摇 r2 摇 r3] = [2

摇 2摇 2],故 3鄄PRS 并联机构可反馈线性化解耦。
解耦过程为:
引入状态反馈控制律

u = - A - 1(x)b(x) + A - 1(x)v (42)
其中

b(x) =

L2
f h1(x)

L2
f h2(x)

L2
f h3(x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú)

=

f4(x)
f5(x)
f6(x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú)

(43)

式中摇 v———给定的新参考输入

记 琢(x) = - A - 1(x)b(x),茁(x) = A - 1(x),控
制率可转换为 u = 琢(x) + 茁(x) v,合理设计控制量

v,即可实现对原系统控制。 令状态变换映射为

w =

h1(x)
h2(x)
h3(x)
Lfh1(x)
Lfh2(x)
Lfh3(x

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú)

=

x1

x2

x3

x4

x5

x

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

6

(44)

可得线性解耦系统状态方程为

w· = Azw + Bzv
y = Cz

{ w
(45)

其中

Az =

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0 0 0 0 0 0

Bz =
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 0 0 0 1

T

Cz =
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1 0 0 0

故系统被解耦为系统输入[ z··摇 琢··摇 茁
··
]与输出[ z摇 琢

摇 茁]一一对应关系,解除了关节间的运动耦合。
3郾 3摇 解耦仿真

为了验证所设计解耦方法的有效性, 利用

Matlab 建立 3鄄PRS 并联机构解耦模型,并联机构几

何和物理参数以及动平台初始位姿同 2郾 4 节。
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已知 3鄄PRS 并联机构解耦方程输入位移加速

度 z··、角加速度 琢 和角加速度 茁
··
,3鄄PRS 并联机构位

姿 z、琢、茁 仿真结果如图 6 ~ 9 所示。

图 6摇 输入为[1,0,0]时运动轨迹

Fig. 6摇 Motion path with input [1,0, 0]
摇

图 7摇 输入为[0,仔 / 180,0]时运动轨迹

Fig. 7摇 Motion path with input [0,仔 / 180,0]
摇

图 8摇 输入为[0,0,仔 / 180]时运动轨迹

Fig. 8摇 Motion path with input [0,0,仔 / 180]
摇

图 9摇 输入为[2,仔 / 360, 仔 / 180]时运动轨迹

Fig. 9摇 Motion path with input [2, 仔 / 360, 仔 / 180]
摇

由图 6 ~ 9 可知,解耦后 3鄄PRS 并联机构输出与

输入信号相对应,且 3 个输出之间无相互影响,实现

了输入输出之间的解耦。 仿真结果表明,反馈线性

化能够很好地解决 3鄄PRS 并联机构的非线性耦合问

题,实现输入输出线性化。

4摇 控制器设计

4郾 1摇 基于滑模控制的解耦控制器设计

由于并联机构会存在噪声、外部扰动等因素,为
了消除这些不确定干扰,实现快速稳定控制,基于完

全解耦与积分滑模控制方法设计系统控制器。 设跟

踪误差为

e = q - qd (46)
式中摇 qd———z、琢 和 茁 期望值

定义积分滑模面为

s = e· + ce (47)
其中 c = diag(c1,c2,c3)
式中摇 c———系统控制参数

求导得

s· = e··+ ce· = q··- q··d + ce· = v - q··d + ce· (48)
采用指数趋近律设计控制器,其中 着 = diag(着1,

着2,着3),资 = diag(资1,资2,资3),且 着逸0,浊逸0。 则有

s· = - 着sgn( s) - 资s (49)
将式(48)代入式(49)可得

- 着sgn( s) - 资s = (v - q··d) + c e· (50)
故滑模解耦控制器模型为

u = 琢(x) + 茁(x)( q··d - ce· - 着sgn( s) - 资s) (51)
4郾 2摇 解耦滑模控制仿真

为了验证所建立解耦滑模控制器有效性,利用

Matlab / Simulink 对其进行仿真。
滑模控制器参数设置为:c = diag(10,10,10);

着 = diag(1,1,1);浊 = diag(1,1,1)。
假设动平台位姿 z、琢 和 茁 随时间变化的轨迹方

程为

z = 0郾 05t2

琢 = arctan(sinttan(仔 / 18))
茁 = arctan(costtan(仔 / 18

ì

î

í

ïï

ïï ))
(52)

同时为了检验滑模解耦控制器的抗扰动能力,
以动平台初始位姿作为扰动,故将动平台初始位姿

设置为

z = 1 mm
琢 = 0毅
茁 = 0

ì

î

í

ïï

ïï 毅
(53)

仿真得到 z、琢 以及 茁 轨迹如图 10 ~ 12 所示。
由图 10 ~ 12 可知,初始时刻动平台初始位姿与期望

位姿除 琢 姿态外运动轨迹不一致,在运行一段时间

后,z 和 茁 大约在 2 s 和 1郾 5 s 时,实际轨迹与期望轨

迹趋于一致,并持续保持吻合。 因此设计的解耦滑

模控制器在保证解耦的同时,能够在存在干扰的情

况下收敛于期望轨迹,具有较强的鲁棒性。
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图 10摇 z 运动轨迹跟踪

Fig. 10摇 z motion path tracking
摇

图 11摇 琢 运动轨迹跟踪

Fig. 11摇 琢 motion path tracking
摇

图 12摇 茁 运动轨迹跟踪

Fig. 12摇 茁 motion path tracking
摇

5摇 实验

图 13摇 3鄄PRS 并联机构实验平台

Fig. 13摇 Experiment platform of 3鄄PRS parallel
1. 一体式伺服电机摇 2. 3鄄PRS 并联机构摇 3. 光栅尺 摇 4. 陀螺仪

5. 上位机

5郾 1摇 实验平台

针对动力学模型以及反馈线性化解耦方法,搭
建了 3鄄PRS 并联机构实验平台如图 13 所示,主要由

一体式伺服电机( IDS57 R01A 型,功率:91 W,转
速:3 000 r / min,转矩:0郾 29 N·m,17 位绝对值编码

器)、3鄄PRS 并联机构(自行研制)、MPU6050 型陀螺

仪(测量精度 0郾 01毅)、DC11 型直线光栅尺 (量程

150 mm,精度 1 滋m)等组成。
5郾 2摇 实验流程与步骤

实验流程如图 14 所示。

图 14摇 实验设计流程图

Fig. 14摇 Experimental design flow chart
摇

实验步骤为:
(1)给定两类动平台位姿 z、琢 和 茁 随时间变化

的运动轨迹,其数学方程为:
第 1 类

z = 0

琢 = 1
2

6仔
180t

2

茁 = 0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 毅

(54)

第 2 类

z = 6t2

琢 = 0毅
茁 = 0

ì

î

í

ïï

ïï 毅
(55)

(2)经式(28)得出 3鄄PRS 并联机构滑块所受的

驱动力,换算为伺服电机驱动转矩,即

M = FP
2仔浊 (56)

式中摇 M———转矩,N·m
F———驱动力,N
P———丝杠导程,mm
浊———丝杠传动效率,取 0郾 9 ~ 0郾 95

(3)以 Matlab / Simulink 作为上位机,驱动转矩

作为控制系统输入值,将计算出的驱动转矩转换为

伺服电机外部电压,实现电机转矩控制。
(4)运动过程中,安装在动平台中心处的陀螺

仪可实时测得动平台在 琢 和 茁 方向上的角度;固定
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在立柱上的光栅尺能够动态获取滑块位置,由 琢 和

茁 依据式(9)计算出动平台在 z 方向位移。
5郾 3摇 实验结果与分析

利用串口通讯编制实验电机、光栅尺与陀螺仪

数据采集程序,控制伺服电机输出的转矩,并将动平

台位姿 z、琢 和 茁 的实际值与期望值进行对比,其结

果如图 15、16 所示。

图 15摇 第 1 类运动轨迹

Fig. 15摇 Motion path of the first class
摇

图 16摇 第 2 类运动轨迹

Fig. 16摇 Motion pathof the second class
摇

由图 15、16 可知,在 2 类运动轨迹中,动平台分

别进行绕 琢 轴转动和沿 z 轴平动,且运动同时不会

在其他两个方向产生运动,在运动过程中动平台能

摇 摇

较好地完成期望轨迹,实现运动解耦。 实际轨迹与

期望轨迹存在一定偏差,原因为:淤 实验平台存在

零部件制造误差、整机装配误差等几何误差。 于 实

验平台惯量参数,例如动平台和运动支链质心位置、
质量等存在误差。

6摇 结论

(1)分析 3鄄PRS 并联机构的逆向运动学,推导

了基于拉格朗日方程的机构逆向动力学模型,研究

了 2 种环境下驱动力对动平台位姿的影响,结果表

明:为使动平台 琢 和 茁 运行特定轨迹,3 个滑块所受

到驱动力须时变,同时模型和数值仿真验证了所建

立动力学模型的正确性。
(2)构建逆向拉格朗日动力学模型,推导了 3鄄

PRS 并联机构的状态空间模型,通过李导数得出并

判断 3鄄PRS 并联机构的李导数表达式并进行反馈线

性化解耦判断,完成状态空间模型的解耦并进行仿

真。 解耦后 3鄄PRS 并联机构输入[ z··摇 琢··摇 茁
··
]与输出

[ z摇 琢摇 茁]相对应,且 3 个输出之间无相互影响。
(3)基于完全解耦与积分滑模控制方法设计了

解耦滑模控制器,搭建仿真平台并设计仿真实验。
其结果表明,所设计的控制器不仅实现了 3鄄PRS 并

联机构的非线性状态空间模型的解耦,且在初始位

姿作为干扰情况下能较好地跟踪期望轨迹,具有较

强的鲁棒性。
(4)搭建 3鄄PRS 并联机构实验平台,实物实验

证明了 3鄄PRS 并联机构动力学模型的准确性以及反

馈线性化解耦方法的正确性。
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