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考虑全局应力约束的大变形柔顺机构拓扑构型设计
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摘要: 为了避免大变形引起静强度失效,提出一种考虑全局应力约束的大变形柔顺机构拓扑优化设计方法。 采用

Total Lagrangian 描述方法和增量式 Newton Raphson 法求解机构的大变形响应问题;采用基于假设密度场的单元

势能插值法,从而避免几何非线性拓扑优化出现的数值不收敛问题;以输出位移最大化作为优化目标,采用改进的

P 范数将机构所有单元局部应力约束转换为一个全局应力约束,构建考虑全局应力约束的柔顺机构几何非线性拓

扑优化模型,采用移动渐近线算法求解优化问题。 数值算例结果表明,采用本文方法获得的大变形柔顺机构能够

有效满足应力约束。 随着允许应力约束值的减小,机构构型中的铰链区域逐渐扩大,使机构的柔度分布更加均匀,
但是输出位移逐渐减小。
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Topological Design of Large鄄displacement Compliant Mechanisms
Considering Global Stress Constraints
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Abstract: To avoid static strength failure caused by large deflection, a design method for topology
optimization of large鄄displacement compliant mechanisms considering global stress constraints was
proposed. The Total Lagrangian formulation and the incremental Newton Raphson method were applied
to solve the geometrically nonlinear response of the mechanisms. The element energy interpolation scheme
for fictitious domain techniques was adopted to circumvent the non鄄convergence problem in the topology
optimization of geometrical nonlinear problems. The maximum of the output displacement of the compliant
mechanisms was developed as the optimization objective. The local stresses constraints for all elements
were aggregated into a global stress constraint using the improved P鄄norm method. The optimization model
for topology optimization of compliant mechanism with geometrical nonlinearities considering global stress
constraints was established. The method of moving asymptotes was applied to solve the topology
optimization problem for the design of large鄄displacement compliant mechanisms with global stress
constraints. The results of numerical examples showed that large鄄displacement compliant mechanisms
obtained by topology optimization with global stress constraint can effectively satisfy the stress constraints.
As the allowable stress limit was decreased, the hinge area in the compliant mechanism configurations was
gradually elongated, which can make the compliance of the mechanisms be more uniformly distributed.
However, the output displacement of the mechanisms was gradually decreased.
Key words: compliant mechanisms; large displacement; global stress constraints; topology optimization;

energy interpolation scheme



0摇 引言

柔顺机构利用自身柔性构件引起的变形来实现

运动、力或能量传递或转换,具有免装配、无需润滑

和高精度等优点[1 - 3],因此广泛应用于精密定位、生
物工程和微机电系统等领域[4 - 7]。

柔顺机构拓扑优化设计在满足约束条件下寻求

机构设计域内材料的最佳分布,使机构的某种性能

达到最优[8 - 9]。 在实际工作中柔顺机构往往发生大

变形或大转动,因此采用非线性有限元理论进行大

变形 柔 顺 机 构 拓 扑 优 化 设 计 非 常 有 必 要。
PEDERSEN 等[10]提出柔顺机构几何非线性拓扑优

化设计方法,并且研究了考虑轨迹规划的大变形柔

顺机构设计问题。 BRUNS 等[11] 采用弧长法进行非

线性有限元求解,基于几何非线性和材料非线性进

行柔顺机构拓扑优化设计。 BRUNS 等[12] 提出考虑

复杂跳跃性能的大变形柔顺机构拓扑优化设计方

法。 DU 等[13]采用无网格有限元方法进行大变形柔

顺机构拓扑优化设计,以避免低密度单元引起的不

收敛问题。 LUO 等[14] 采用参数化水平集方法进行

大变形柔顺机构拓扑优化设计,获得具有光滑边界

的机构构型。 LIU 等[15] 采用改进的超弹材料模型

进行大变形柔顺机构拓扑优化设计,能够克服低密

度单元的不稳定性问题。 ZHU 等[16] 提出基于完全

解耦的大变形柔顺机构拓扑优化设计方法,可抑制

多自由度机构的输入、输出耦合效应。 柔顺机构的

大变形容易引起静强度失效,因此需考虑应力约束

限制大变形柔顺机构最大的应力。 上述研究进行柔

顺机构几何非线性拓扑优化设计时并未考虑应力

约束。
目前,柔顺机构应力约束拓扑优化研究主要基

于小变形线弹性有限元理论。 DUYSINX 等[17] 采用

局部应力约束进行柔顺机构拓扑优化设计,但是局

部约束数目太大,导致计算效率降低。 LEON 等[18]

采用全局应力约束进行柔顺机构拓扑优化设计,有
效地提高了计算效率。 占金青等[19] 采用 P 范数方

法进行柔顺机构应力约束拓扑优化设计,能够有效

避免单节点铰链。 CHU 等[20] 采用水平集方法进行

多相材料柔顺机构应力约束拓扑优化设计,使每相

材料结构满足相应的应力约束。
为了避免大变形引起静强度失效,本文提出一

种考虑全局应力约束的大变形柔顺机构拓扑优化设

计方法。 采用 Total Lagrangian 描述方法求解机构

的大变形响应问题;采用基于假设密度场的单元势

能插值法,以避免几何非线性拓扑优化出现的数值

不收敛问题;以输出位移最大化作为优化目标,采用

改进的 P 范数将所有单元局部应力约束转换为一

个全局应力约束,构建考虑全局应力约束的柔顺机

构几何非线性拓扑优化模型;采用移动渐近算法求

解大变形柔顺机构应力约束拓扑优化问题。

1摇 几何非线性有限元分析

采用 Total Lagrangian 描述方法,以初始构型

作为参考构型,大变形结构的任一点 i 的构型与位

移之间关系表示为

xi = ui + Xi (1)
式中摇 Xi———初始构型

ui———任一点的位移矢量

xi———现时构型

对式(1)关于初始构型 Xi 求导,可求导变形梯

度 F 为

F = 驻u + 啄ij (2)
式中摇 啄ij———Kronecker 符号函数

驻———梯度运算符号

变形梯度 F 左乘其转置矩阵可得右 Cauchy
Green 变形 C 为

C = FTF (3)
当仅为刚体转动时,C ij = 啄ij。
变形梯度 F 的行列式称为 Jacobian 行列式 J,

表示结构体积的变化,其表示为

J = det(F) (4)
由右 Cauchy Green 变形 C 可得初始构型 Xi

下的应变,即为 Green Lagrange 应变 E,计算式为

E = 1
2 (C - I) (5)

式中摇 I———单位矩阵

与 Green Lagrange 应变 E 能量共轭的应力是

第二类 Piola Kirchhoff 应力 S,可表示为

S = 鄣椎(u)
鄣E (6)

式中 摇 椎———弹 性 势 能 密 度 函 数, 本 文 采 用

St. Venant Kirchhoff模型

第二类 Piola Kirchhoff 应力 S 对 Green
Lagrange 应变 E 求导,可得弹性矩阵 D 为

D = 鄣2椎(E)
鄣E鄣E (7)

将机构设计域离散为有限个单元,大变形结构

的平衡方程可表示为

R = Fin - 乙
V0
BT

LSdV0 = 0 (8)

式中摇 R———结构残余力

Fin———外载荷向量

BL———应变矩阵摇 摇 V0———结构体积
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采用增量式 Newton Raphson 法求解几何非线

性有限元平衡方程

KT驻u = R (9)

其中 KT = - 鄣R
鄣u

式中摇 驻u———节点位移矢量的增量

KT———切线刚度矩阵

结构的节点位移矢量可更新为

un + 1 = un + 驻u (10)
第二类 Piola Kirchhoff 应力 S 也可表示为

S = JF - 1滓(F - 1) T (11)
式中摇 滓———Cauchy 应力,它为现时构型 xi 下的应

力,表示大变形结构的真实应力

由式(11)可求得 Cauchy 应力 滓为

滓 = J - 1FSFT (12)
对于平面应力问题,由 Cauchy 应力 滓 可求得

von Mises 等效应力 滓vm
e 为

滓vm
e = (滓x

e) 2 + (滓y
e) 2 + 3(滓xy

e ) 2 - 滓x
e滓y

e (13)
式中摇 滓x

e———单元 x 方向主应力

滓y
e———单元 y 方向主应力

滓xy
e ———单元剪切应力

2摇 单元势能插值法

对于大变形柔顺机构拓扑优化问题,低单元密

度区域的网格容易发生畸变,从而导致数值不收敛

现象。 采用基于假设密度场的单元势能插值法[21]

克服这种不收敛现象,对实体单元和空洞单元分别

采用非线性理论和线性理论求解;任一单元 e 的势

能函数 椎e 表示为

椎e(ue) = (椎(酌eue) -椎L(酌eue) +椎L(ue))Ee

(14)
式中摇 Ee———单元 e 弹性模量

ue———单元节点位移矢量

椎———单位弹性模量对应的势能密度函数

椎L———基于线性理论的势能密度函数

酌e———插值系数

对于空洞单元,采用线性理论,即插值系数 酌e =
0;对于实体单元,采用非线性理论,即插值系数

酌e = 1。
采用改进的固体各向同性材料惩罚模型[22] 描

述机构的材料分布,单元弹性模量 Ee 表示为

Ee = 籽k
e(E1 - E0) + E0 (15)

式中摇 E1———材料弹性模量

E0———空洞材料弹性模量,取 10 - 9E1

籽e———单元物质密度

k———惩罚系数,取 3
空洞单元和实体单元插值系数分别为 0 和 1,

但是拓扑优化设计采用连续单元密度变量,因此存

在介于实体单元和空洞域单元之间的中间密度单

元,需要对插值系数进行插值,使其在取值区间[0,
1]连续变化。 因此,采用阈值映射函数[11]对插值系

数 酌e 进行插值处理,即

酌e =
tanh(茁1籽0) + tanh(茁1(籽k

e - 籽0))
tanh(茁1籽0) + tanh(茁1(1 - 籽0))

(16)

式中摇 籽0———界定为实体单元的阈值

茁1———控制参数

当 籽k
e < 籽0 且 茁1 取值足够大时,低密度单元的单

元势能密度与小变形情况下相同,因此单元采用线

性理论进行分析,即 酌e抑0;当 籽k
e > 籽0 时,单元势能

密度与大变形情况相同,因此单元采用非线性理论

进行分析,即 酌e抑1。 本文中,籽0 和 茁1 分别取值为

0郾 01 和 500。

3摇 大变形柔顺机构全局应力约束拓扑优化

模型

3郾 1摇 拓扑优化模型

为了满足机构的运动需求,以大变形柔顺机构

的输出位移最大化为目标函数;为了避免大变形引

起的静强度失效,采用单元势能插值法,建立考虑全

局应力约束的柔顺机构几何非线性拓扑优化数学模

型为

max Uout(籽)

s. t.

R(籽,u) = 0

V = 移
N

e = 1
ve 臆 f*V0

滓max 臆 滓*

0 臆 籽e 臆

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

1

(17)

式中摇 籽———单元密度矢量

Uout———柔顺机构输出位移

V———优化后体积

ve———单元 e 体积

籽e———单元 e 密度

f*———允许体积份数

滓max———机构最大 von Mises 应力

滓*———允许应力极限值

N———有限单元数目

3郾 2摇 全局应力约束

为了避免大变形柔顺机构应力约束拓扑优化出

现奇异解现象,采用应力松弛方法[23] 对所有单元的

von Mises 应力进行惩罚
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滓e = 籽q
e滓vm

e (18)
式中摇 滓e———松弛应力

q———松弛因子,取值为 1
同时,为了提高计算效率,采用改进的 P 范数

方法[24]将柔顺机构所有的单元局部应力凝聚化为

一个全局的 P 范数应力,即

滓PN (= 移
N

e = 1
酌eve滓 )p

e

1
p

(19)

式中摇 p———P 范数参数

理论上,P 范数参数 p寅肄 时,P 范数应力趋近

最大应力 滓max。 然而,p 越大,大变形柔顺机构应力

约束拓扑优化问题的高度非线性程度越明显,甚至

导致迭代不收敛。 p 的取值不能过大,否则导致 P
范数应力和机构的最大应力存在一定的数值差异。
为了消除这种数值差异,采用自适应缩放方法[25] 修

正机构的 P 范数应力,即
滓max抑c滓PN (20)

式中摇 c———自适应系数

4摇 灵敏度分析及过滤技术

4郾 1摇 灵敏度分析

柔顺机构输出位移 Uout可表示为

Uout = LTu (21)
式中摇 L———伴随载荷矢量,除了输出位移方向对

应的载荷为 1,其他自由度方向的载荷

均为 0
引入伴随矩阵 姿1,机构输出位移 Uout可表示为

Uout = LTu + 姿T
1R (22)

由式(22)可求得机构输出位移的灵敏度为

鄣U
摇 摇 摇

摇摇摇

out

鄣籽e

= LT 鄣
摇 摇 摇

摇摇摇

u
鄣籽e

+ 姿T (1
鄣R
鄣u

鄣
摇 摇 摇

摇摇摇

u
鄣籽e

+ 鄣
摇 摇 摇

摇摇摇

R
鄣籽

)
e

(23)

由于伴随矩阵 姿1 可为任一矢量,为消除鄣u / 鄣籽e

项,令 姿1 满足

姿1 = - K - 1
T L (24)

因此,机构输出位移 Uout灵敏度为

鄣Uout

鄣籽e
= 姿T

1
鄣R
鄣籽e

(25)

同理,引入伴随矩阵 姿2,由式(18) ~ (20)可求

得应力约束的灵敏度为

鄣滓max

鄣籽e
= (c

鄣滓max

鄣u - 姿T
2K )T

鄣u
鄣籽e

+

(c
鄣滓max

鄣籽e
+ 姿T

2
鄣R
鄣籽 )

e
(26)

为了消除未知项鄣u / 鄣籽e,令 姿2 满足

鄣滓max

鄣u - 姿T
2KT = 0 (27)

式(26)可简写为

鄣滓max

鄣籽e
= (c

鄣滓max

鄣籽e
+ 姿T

2
鄣R
鄣籽 )

e
(28)

由式(18) ~ (20) 可求得 滓max 对位移 u 的导

数为

鄣滓max

鄣ue
=
鄣滓PN

鄣滓s

鄣滓s

鄣滓e

鄣滓e

鄣滓vm
e

鄣滓vm
e

鄣滓e

鄣滓e

鄣ue
(29)

其中 滓s = 移
N

e = 1
籽e滓p

e

滓max对位移 ue 的导数可改写为

鄣滓max

鄣ue
= (c 滓

1
p - 1
s ve滓p - 1

e 籽q
e

1
滓vm

e
G滓 )e

T

·

[A + 2J(B + C)] T (30)
其中 A = ( - J - 1C - 1BL) TFSFT

B = (F - 1) TBL) TSFT + 1
2 (FDBL) TFT

C = (FS(F - 1) TBL) T

G =
1 - 1 / 2 0

- 1 / 2 1 0
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 3

式中摇 G———辅助矩阵

通过应力约束对单元物质密度求偏导可得

鄣滓max

鄣籽e
= c滓

1
p - 1
s ve滓p - 1

e q 籽q - 1
e 滓vm

e (31)

由式(26)和式(32)可得应力约束的灵敏度为

鄣滓max

鄣籽e
= c[滓

1
p - 1
s ve滓p - 1

e q 籽q - 1
e 滓vm

e +

姿T
2 k 籽k - 1

e (E1 - E0) f0int] (32)
式中摇 f0int———未惩罚的单元节点内力

4郾 2摇 映射过滤方法

基于变密度法的大变形柔顺机构拓扑优化设计

结果容易出现棋盘格、网格依赖性等不稳定性现象。
采用密度过滤方法[26]避免上述数值不稳定性现象,
即

寛籽e =
移
Ne

j = 1
w(y j)vj籽 j

移
Ne

j = 1
w(y j)vj

(33)

其中 w(y j) = rmin -椰y j - ye椰

式中摇 寛籽e———过滤后单元密度

y j———单元 j 中心坐标

vj———单元 j 体积摇 摇 籽 j———单元 j 密度

Ne———与单元 e 中心的距离不超过最小过滤

半径 rmin的所有单元集合

w(y j)———权重因子

ye———单元 e 中心坐标
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采用密度过滤获得的拓扑构型边界仍然出现较

多的中间单元。 采用光滑的 Heaviside 映射函数[27]

修正过滤的单元密度,使得单元密度向 0 和 1 两端

集中,即

籽e =
tanh(茁浊) + tanh(茁( 寛籽e - 浊))
tanh(茁浊) + tanh(茁(1 - 浊)) (34)

式中摇 浊———阈值,取值为 0郾 5
茁———控制光滑程度的参数

对于大变形柔顺机构应力约束拓扑优化问题,
采用移动渐近线算法(Method of moving asymptotes,
MMA) [28]进行求解。 综上所述,本文提出的考虑全

局应力约束的大变形柔顺机构拓扑优化设计方法流

程图如图 1 所示。

图 1摇 大变形柔顺机构应力约束拓扑优化方法流程图

Fig. 1摇 Flow chart of topology optimization for large
displacement compliant mechanisms with stress constraints

摇

5摇 数值算例

图 2 表示柔性反向器的设计域、固定边界、作
用载荷和输出作用。 设计域 L 伊 L 为 300 滋m 伊
300 滋m,厚度 d 为 7 滋m,左上端和左下端为固定边

界,载荷 F in作用在左端中点,其大小为 200 mN,输
入弹簧刚度 k in和输出弹簧刚度 kout分别为 3 000、
300 N / m。 选用多晶硅材料,其弹性模量 E1 为

180 GPa,泊松比 滋 为 0郾 3,强度极限范围一般为

1 ~ 10 GPa[29] 。 允许体积份数 f*为 0郾 25,控制参

数 茁 初始值取为 1,每间隔 50 迭代步增大 1 倍,最
大值为 14,P 范数参数 p 取值为 8,过滤半径 rmin为

4郾 5 倍单元尺寸。 输入、输出作用区域的应力不作

限制,如图 2 黑色区域所示。
首先,采用无应力约束的柔顺机构几何非线性

图 2摇 反向器的设计域

Fig. 2摇 Design domain of inverter mechanism
摇

拓扑优化模型进行柔性反向器设计,拓扑优化结果

如图 3 所示,反向器构型出现集中式柔度的单节点

铰链,最大应力为 5郾 70 GPa,应力分布极为不均匀,
输出位移为 - 6郾 34 滋m。 允许应力约束值取为

1郾 50 GPa,进行考虑全局应力约束的大变形反向器

几何非线性拓扑优化设计,拓扑优化结果如图 4 所

示,反向器构型中的铰链区域被扩大,使得机构的柔

度分布更加均匀,从而有效地抑制了集中式柔度的

单节点铰链出现,且机构的应力分布更加均匀,但应

力约束导致输出位移有所减小。

图 3摇 无全局应力约束的反向器几何非线性拓扑优化

Fig. 3摇 Topology optimization of displacement inverter
with geometrical nonlinearities without global stress

constraint
摇

图 4摇 考虑全局应力的反向器几何非线性拓扑优化

(滓* = 1郾 5 GPa)
Fig. 4摇 Topology optimization of compliant inverter
with geometrical nonlinearities considering global

stress constraint (滓* = 1郾 5 GPa)
摇

图 5 为考虑全局应力约束的大变形反向拓扑

优化迭代过程曲线,优化初始阶段机构的最大应
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力急剧下降,随后又急剧增大,这是由材料突然被

大量移除而导致;由于参数 茁 值每间隔 50 迭代步

发生变化,引起最大应力间隔 50 迭代步会发生振

荡; 最 终 很 好 地 收 敛 于 允 许 的 应 力 约 束 值

1郾 50 GPa。

图 5摇 目标函数和应力约束的迭代过程

Fig. 5摇 Convergence histories of objective function
and stress constraint

摇

图 7摇 不同允许应力值的反向器几何非线性拓扑优化

Fig. 7摇 Topology optimization of compliant inverters with geometrical nonlinearities considering different allowable stress limits
摇

考虑有、无全局应力约束拓扑优化获得的大变

形柔性反向器的变形图如图 6 所示。 与无应力约束

优化结果相比,应力约束(滓*为 1郾 50 GPa)拓扑优

化获得的大变形反向器构型中的铰链区域被扩大,
使得发生变形的区域相对更大,而不是依靠集中式

柔度的单节点铰链实现大变形。

图 6摇 有、无全局应力约束的柔性反向器变形图

Fig. 6摇 Deformed configurations of compliant inverters
with and without global stress constraints

摇
允许应力约束值 滓*分别为 3郾 00、2郾 75、2郾 50、

2郾 25、2郾 00、1郾 50 GPa 进行反向器拓扑优化设计,获
得的优化结果如图 7 所示。 随着允许的应力约束值

减小,反向器构型中的铰链区域逐渐被扩大,使得机

构的柔度分布更加均匀,反向器构型逐渐由集中式

柔度分布转变为分布式柔度分布,铰链区域的应力

分布更加均匀,最大应力均很好地满足应力约束,表
明应力约束的大变形柔顺机构拓扑优化方法能够有

效地抑制集中式柔度的单节点铰链;但是机构的输

出位移逐渐减小,如表 1 所示。
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表 1摇 不同允许应力获得的反向器拓扑优化结果

Tab. 1摇 Results of inverters obtained by topology
optimization using different allowable stress limits

允许应力 / GPa 输出位移 / 滋m 最大应力 / GPa
3郾 00 - 6郾 017 3郾 000
2郾 75 - 5郾 976 2郾 749
2郾 50 - 5郾 786 2郾 499
2郾 25 - 5郾 707 2郾 246
2郾 00 - 5郾 564 1郾 997
1郾 50 - 5郾 053 1郾 499

6摇 结论

(1)为了避免大变形引起静强度失效,采用单

元势能插值法以避免几何非线性拓扑优化出现的数

摇 摇

值不收敛问题,利用改进的 P 范数引入全局的应力

约束,提出一种考虑全局应力约束的大变形柔顺机

构拓扑优化设计方法。
(2)与无应力约束的大变形柔顺机构拓扑优化

结果相比,采用全局应力约束的大变形柔顺机构拓

扑优化方法获得的机构构型铰链区域被扩大,使柔

度分布更加均匀,抑制了集中式柔度单节点铰链的

出现,应力分布更加均匀。
(3)随着允许应力约束值的减小,大变形柔顺

机构构型中的铰链区域逐渐扩大,使机构的柔度分

布更加均匀,铰链区域的应力分布更加均匀,并且机

构的最大应力均很好地满足应力约束,但是输出位

移逐渐减小。
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