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四自由度混联天线机构静力学及运动特性仿真与设计
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摘要：研究天线机构静力学和运动特性是提高天线轨迹跟踪精度的有效途径。首先，对混联天线机构结构进行构

型描述；然后，基于力旋量变换关系对混联天线机构各部件进行受力分析，借助数值计算软件进行静力学求解，分

析特定位姿混联天线机构驱动力的分布情况，并将理论求解结果与仿真结果进行对比，以验证理论分析的正确性；

应用有限元软件分析混联天线机构特定位姿下的变形情况，对混联天线机构的整体变形进行评估；针对混联天线

机构进行振动特性仿真，获得混联天线机构特定位姿下的振型和固有频率；采用数值计算软件进行混联天线机构

运动仿真，获得混联天线机构俯仰运动和方位运动的包络空间；最后，基于设计完成的关键零部件模型设计了混联

天线机构物理样机。
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０　引言

天线是航天探测、导航预警和军事侦查等领域

中数据信息交互的重要设备
［１］
。并联天线机构因

能够带动反射面实现连续转动而在天线领域得到关

注
［２］
。国内外研究人员已将 Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构应用

于大型天线系统调姿领域
［３－６］

。少自由度并联机构

能够满足运动需求，且制造成本低，在天线领域具有

应用潜力
［７］
。文献［８－９］对车载并联天线机构进

行了动力学仿真。文献［１０］对四自由度混联式天
线机构进行了力学仿真分析。文献［１１］设计了一
种高收拢率四面体折展机械臂，进行了运动学和模

态分析，并研制了样机。文献［１２］基于四面体单元
设计了桁架式可展开天线机构。文献［１３－１４］基
于模块化思想设计了多种桁架式天线机构，并进行

了性能分析和对比。文献［１５－１６］提出了一种双
层环形天线机构，并进行了机构运动学和动力学分

析。

在机构学领域，研究人员进行了诸多研究。赵

永生等
［１７］
提出了适用于过约束并联机构的受力分

析方法。沈惠平等
［１８］
研究了低耦合度部分解耦的

３Ｔ１Ｒ并联机构，分析了机构的工作空间。畅博彦
等

［１９］
对具有整周回转能力的 ３Ｔ１Ｒ机构进行了运

动学分析，得到机构工作空间。叶伟等
［２０］
对一种

２Ｒ２Ｔ并联机构进行了运动学分析，得到机构工作空
间和性能图谱。ＳＵＮ等［２１］

分析了一种 ５ＤＯＦ摩擦
搅拌焊混联机构的刚度性能。ＬＩ等［２２］

基于几何代

数方法对过约束并联机构的刚度建模问题进行了研

究。ＣＡＯ等［２３］
在考虑各杆件重力和外力的情况下，

对过约束并联机构进行研究。ＧＵＯ等［２４］
提出一种

适用于航空零件加工的新型 ５ＤＯＦ并联机构。
ＹＡＮＧ等［２５］

通过增加变形协调方程，研究了两种过

约束并联机构的刚度模型。

随着天线反射面口径的逐渐增大，确保天线高

精度可靠运行愈发重要。目前，天线机构多采用串

联式或并联式机构，应用于天线领域的混联天线机

构研究并不多，设计承载力强和运动性能优越的混

联天线机构具有重要实用价值。本文以四自由度混

联天线机构为研究对象，在承载性能方面，进行混联

天线机构的静力学分析和天线机构有限元和振动特

性仿真；在运动性能方面，通过运动姿态仿真得到机

构运动包络图；最后，基于设计的关键零部件模型设

计天线机构样机。

１　构型描述

如图１所示，四自由度混联天线机构包括天线

反射面 Ｃ、极化转动机构 Ｔ和 ３Ｒ（ＲＲＲ）Ｒ并联
机构。该四自由度混联机构中 ３Ｒ（ＲＲＲ）Ｒ并联
部分的动平台和定平台均为等边三角形；支链部

分包含 ３个轴线相交的转动副以及与定／动平台
连接的２个转动副。极化转动机构采用电机驱动
齿轮和转盘轴承实现反射面绕自身轴线转动。

在定／动平台外接圆圆心分别建立参考坐标系
ＯＯｘＯｙＯｚ和动坐标系 ＣＣｘＣｙＣｚ，在反射面的相位
中心点建立末端坐标系 ＴＴｘＴｙＴｚ，参考坐标系 Ｏｘ
轴方向与 ＯＰ１一致，Ｏｚ轴垂直于定平台且向上为
正；动坐标系 Ｃｘ轴方向与 ＣＱ１一致，Ｃｚ轴垂直于
动平台且向上为正；Ｔｚ轴与动坐标系 Ｃｚ轴重合，
Ｔｘ轴初始方向与动坐标系 Ｃｘ轴相同。在混联天
线机构各个关节转动副建立关节局部坐标系，其

中各个关节局部坐标系的 ｚ轴均沿转动副轴线方
向。

图 １　四自由度混联天线机构构型

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆ４ＤＯＦｈｙｂｒｉｄｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
由图１可知，３Ｒ（ＲＲＲ）Ｒ并联机构部分具有

两转一移 ３个自由度，２个转动自由度能够实现天
线反射面的方位和俯仰运动，１个移动自由度能够
实现天线反射面的竖直方向收拢运动。天线反射面

与动平台之间设有单自由度转动副，称为极化转动

机构，其作用是带动天线反射面绕自身轴线转动。

因此，混联天线机构能够实现方位、俯仰、收拢运动

和极化转动。

２　力学分析

在转动副 Ｒ关节局部坐标系下，转动副 Ｒ
受到约束力 ｆ^Ｒ１、^ｆＲ２、^ｆＲ３和约束力偶 ｆ^Ｒ４、^ｆＲ５作用，
分别限制了杆件沿 ｘ、ｙ、ｚ轴的移动自由度和绕
ｘ、ｙ轴的转动自由度。根据旋量理论得到各个
运动副在关节局部坐标系下约束力和约束力偶

旋量表示。将局部坐标系下转动副 Ｒ受到的约
束力和约束力偶构造关节约束矩阵形式，可以

表示为
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（１）

选取与定平台连接的转动副 Ｐｉ（ｉ＝１，２，３）和极
化机构转动副 Ｑ４作为驱动，如图１所示关节局部坐
标系 ｚ轴均为驱动所在轴线。因此，各个驱动的单
位驱动力旋量可以表示为

Ｍｍ＝［０ ０ ０ ０ ０ １］Ｔ （２）
首先建立混联天线机构反射面静力学平衡方

程。反射面与混联天线机构动平台通过极化转动装

置连接。天线反射面受力情况如图２所示。

图 ２　天线反射面受力

Ｆｉｇ．２　Ｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｏｆａｎｔｅｎｎａｒｅｆｌｅｃｔｏｒ
　
如图 ２所示，天线反射面受到极化转动机构提

供的３个约束力 Ｆ４ｘ、Ｆ４ｙ、Ｆ４ｚ和 ２个约束力偶 Ｍ４ｘ、
Ｍ４ｙ，极化转动机构驱动装置提供一个沿 ｚ轴方向的
驱动力矩，同时天线反射面受到重力作用。根据力

旋量变换关系，将天线反射面关节局部坐标系下表

示的约束旋量系矩阵转换为参考坐标下表示的约束

旋量系矩阵。同理可将天线反射面关节局部坐标系

下表示的驱动力旋量系矩阵转换为参考坐标下表示

的驱动力旋量系矩阵，可得

ＯＣＦ＝
Ｏ
Ｑ４
Ｒ ０

ＯＱ^４
Ｏ
Ｑ４
Ｒ Ｏ

Ｑ４







Ｒ
ＣＲ

ＯＭ４＝
Ｏ
Ｑ４
Ｒ ０

ＯＱ^４
Ｏ
Ｑ４
Ｒ Ｏ

Ｑ４







Ｒ
Ｍ











 ｍ

（３）

式中　Ｏ
Ｑ４
Ｒ———转动副 Ｑ４局部坐标系的旋转矩阵

ＯＱ^４———转动副 Ｑ４局部坐标系位置向量的
反对称矩阵

将作用于天线反射面的单位约束力矩阵和驱动

力矩阵迁移到基坐标系，表示为

ＣＣ＿Ｆ＝
Ｏ
ＣＲ ０

ＯＣ^ＯＣＲ
Ｏ
Ｃ







Ｒ
ＯＣＦ

ＭＣ＿Ｆ＝
Ｏ
ＣＲ ０

ＯＣ^ＯＣＲ
Ｏ
Ｃ







Ｒ
ＯＭ











 ４

（４）

式中　Ｏ
ＣＲ———动坐标系旋转矩阵
ＯＣ^———动坐标系位置向量反对称矩阵

在参考坐标系下，可将天线反射面受到的约束

力旋量、驱动力旋量和重力旋量进行线性叠加，得到

ＣＴＣ＿Ｆ［Ｆ４ｘ Ｆ４ｙ Ｆ４ｚ Ｍ４ｘ Ｍ４ｙ］Ｔ＋

ＭＴ
Ｃ＿ＦＭ４＋ＩＦｇ＝Ｏ （５）

式中　ＩＦ———天线反射面空间惯量
ｇ———重力加速度旋量
Ｏ———零向量

混联天线机构动平台与３条支链和天线反射面
均通过转动副连接。动平台受力情况如图３所示。

图 ３　动平台和极化转动机构受力

Ｆｉｇ．３　Ｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍａｎｄ

ｐｏｌａｒｉｚｅｄｒｏｔａｔｉｎｇｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
如图３所示，根据牛顿第三定律，在极化转动机

构与天线反射面连接处受到天线反射面提供的３个
约束反力 Ｆ′４ｘ、Ｆ′４ｙ、Ｆ′４ｚ和２个约束反力偶 Ｍ′４ｘ、Ｍ′４ｙ，同
时受到极化转动机构驱动器提供的一个反力偶 Ｍ′４。
在极化转动机构与 ３个分支连接处分别受到各个分
支提供的３个约束力 ＦＱｉｘ、ＦＱｉｙ、ＦＱｉｚ和 ２个约束力偶
ＭＱｉｘ、ＭＱｉｙ。同时极化转动机构还受到自身重力作用。

根据力旋量变换关系，将作用于极化转动机构

的关节局部坐标系下表示的单位关节约束旋量系矩

阵转换为参考坐标下表示的单位关节约束旋量系矩

阵，得到

ＯＣＫｉＱｉ＿Ｃ＝
　Ｏ
Ｑｍｉ
Ｒ ０

ＯＱ^ｉ
　Ｏ
Ｑｍｉ
Ｒ 　Ｏ

Ｑｍｉ







Ｒ
ＣＲ　（ｉ＝１，２，３）（６）

式中　　Ｏ
Ｑｍｉ
Ｒ———转动副 Ｑｍｉ局部坐标系的旋转矩阵

ＯＱ^ｉ———转动副 Ｑｍｉ局部坐标系位置向量的
反对称矩阵

将作用于极化转动机构的３个分支的单位约束
力矩阵迁移到基坐标系下，表示为

ＣＫｉＱｉ＿Ｃ＝
　Ｏ
Ｑｍｉ
Ｒ ０

ＯＫ^ｉ
　Ｏ
Ｑｍｉ
Ｒ 　Ｏ

Ｑｍｉ







Ｒ

Ｏ

ＣＫｉＱｉ＿Ｃ　（ｉ＝１，２，３）

（７）
式中　ＯＫ^ｉ———极化转动机构位置向量的反对称矩阵

在参考坐标系下，可将极化转动机构受到３个分
支的约束力、极化转动机构驱动反力、天线反射面约束
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反力和极化转动机构自身重力进行线性叠加，得到

∑
３

ｉ＝１
ＣＴＫｉＱｉ＿Ｃ［ＦＱｉｘ ＦＱｉｙ ＦＱｉｚ ＭＱｉｘ ＭＱｉｙ］Ｔ－

ＣＴＭ４＿Ｃ［Ｆ′４ｘ Ｆ′４ｙ Ｆ′４ｚ Ｍ′４ｘ Ｍ′４ｙ］Ｔ－ＭＴＣ＿ＦＭ′４＋ＩＣｇ＝Ｏ

（８）
式中　ＩＣ———动平台空间惯量

混联天线机构包括 ３个分支，每个分支包括
４个杆件，每个杆件之间均通过转动副连接，每个杆
件的受力情况如图４所示。

图 ４　分支各杆件受力

Ｆｉｇ．４　Ｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｓｏｆｌｉｎｋｓ
　
如图４所示，杆件 ＫｉＱｉ两端分别受到 ３组约束

反力 ＦＫｉｘ和 Ｆ′Ｑｉｘ、ＦＫｉｙ和 Ｆ′Ｑｉｙ、ＦＫｉｚ和 Ｆ′Ｑｉｚ以及２个约束
反力偶 ＭＫｉｘ和 Ｍ′Ｑｉｘ、ＭＫｉｙ和 Ｍ′Ｑｉｙ；杆件 ＧｉＫｉ两端分别
受到３组约束反力 ＦＧｉｘ和 Ｆ′Ｋｉｘ、ＦＧｉｙ和 Ｆ′Ｋｉｙ、ＦＧｉｚ和 Ｆ′Ｋｉｚ
以及两组约束反力偶 ＭＧｉｘ和 Ｍ′Ｋｉｘ、ＭＧｉｙ和 Ｍ′Ｋｉｙ；杆件
ＪｉＧｉ两端分别受到 ３组约束反力 ＦＪｉｘ和 Ｆ′Ｇｉｘ、ＦＪｉｙ和
Ｆ′Ｇｉｙ、ＦＪｉｚ和 Ｆ′Ｇｉｚ以及２组约束反力偶 ＭＪｉｘ和 Ｍ′Ｇｉｘ、ＭＪｉｙ
和 Ｍ′Ｇｉｙ；杆件 ＰｉＪｉ两端分别受到 ３组约束反力 ＦＰｉｘ
和 Ｆ′Ｊｉｘ、ＦＰｉｙ和 Ｆ′Ｊｉｙ、ＦＰｉｚ和 Ｆ′Ｊｉｚ以及 ２组约束反力偶
ＭＰｉｘ和 Ｍ′Ｊｉｘ、ＭＰｉｙ和 Ｍ′Ｊｉｙ。杆件 ＫｉＱｉ、ＧｉＫｉ、ＪｉＧｉ和 ＰｉＪｉ
还受到杆件自身重力 Ｇｉｊ（ｊ＝１，２，３，４）的作用，在杆
件 ＰｉＪｉ的 Ｐｉ端受到驱动器提供的驱动力矩 Ｍｍｉ。

根据力旋量变换关系，将作用于 ３个分支的关
节局部坐标系下表示的关节约束旋量系矩阵转变为

参考坐标下表示的关节约束旋量系矩阵，得到

ＯＣＧｉＫｉ＿ＫｉＱｉ＝
　Ｏ
Ｋｍｉ
Ｒ ０

ＯＫ^ｉ
　Ｏ
Ｋｍｉ
Ｒ 　Ｏ

Ｋｍｉ







Ｒ
ＣＲ　

ＯＣＪｉＧｉ＿ＧｉＫｉ＝
　Ｏ
Ｇｍｉ
Ｒ ０

ＯＧ^ｉ
　Ｏ
Ｇｍｉ
Ｒ 　Ｏ

Ｇｍｉ







Ｒ
ＣＲ

ＯＣＰｉＪｉ＿ＪｉＧｉ＝
　Ｏ
Ｊｍｉ
Ｒ ０

ＯＪ^ｉ
　Ｏ
Ｊｍｉ
Ｒ 　Ｏ

Ｊｍｉ







Ｒ
ＣＲ　

ＯＣＧ＿ＰｉＪｉ＝
　Ｏ
Ｐｍｉ
Ｒ ０

ＯＰ^ｉ
　Ｏ
Ｊｍｉ
Ｒ 　Ｏ

Ｐｍｉ







Ｒ
Ｃ











 Ｒ

（ｉ＝１，２，３） （９）

式中　　Ｏ
Ｋｍｉ
Ｒ———转动副 Ｋｍｉ局部坐标系的旋转矩阵

ＯＫ^ｉ———转动副 Ｋｍｉ局部坐标系位置向量的反
对称矩阵

　Ｏ
Ｇｍｉ
Ｒ———转动副 Ｇｍｉ局部坐标系的旋转矩阵

ＯＧ^ｉ———转动副 Ｇｍｉ局部坐标系位置向量的
反对称矩阵

　Ｏ
Ｊｍｉ
Ｒ———转动副 Ｊｍｉ局部坐标系的旋转矩阵

ＯＪ^ｉ———转动副 Ｊｍｉ局部坐标系位置向量的反
对称矩阵

　Ｏ
Ｐｍｉ
Ｒ———转动副 Ｐｍｉ局部坐标系的旋转矩阵

ＯＰ^———转动副 Ｐｍｉ局部坐标系位置向量的反
对称矩阵

同理，将作用于杆件 ＰｉＪｉ的关节局部坐标系下
表示的驱动力旋量矩阵转换为参考坐标下表示的驱

动力旋量系矩阵，得到

　ＯＭＧ＿ＰｉＪｉ
＝

　Ｏ
Ｐｍｉ
Ｒ ０

ＯＰ^ｉ
　Ｏ
Ｊｍｉ
Ｒ 　Ｏ

Ｐｍｉ







Ｒ
Ｍｍ　（ｉ＝１，２，３）（１０）

将作用于３个分支的单位约束力矩阵迁移到基
坐标系下，表示为

ＣＧｉＫｉ＿ＫｉＱｉ＝
　Ｏ
Ｇｍｉ
Ｒ ０

ＯＧ^ｉ
　Ｏ
Ｇｍｉ
Ｒ 　Ｏ

Ｇｍｉ







Ｒ
ＯＣＧｉＫｉ＿ＫｉＱｉ

ＣＪｉＧｉ＿ＧｉＫｉ＝
　Ｏ
Ｊｍｉ
Ｒ ０

ＯＪ^ｉ
　Ｏ
Ｊｍｉ
Ｒ 　Ｏ

Ｊｍｉ







Ｒ
ＯＣＪｉＧｉ＿ＧｉＫｉ

ＣＰｉＪｉ＿ＪｉＧｉ＝
　Ｏ
Ｐｍｉ
Ｒ ０

ＯＰ^ｉ
　Ｏ
Ｐｍｉ
Ｒ 　Ｏ

Ｐｍｉ







Ｒ
ＯＣＰｉＪｉ＿ＪｉＧｉ

ＣＧ＿ＰｉＪｉ＝Ｅ６×６
ＯＣＧ＿ＰｉＪ



















ｉ

（ｉ＝１，２，３） （１１）
将作用于杆件 ＰｉＪｉ的单位驱动力矩阵迁移到

基坐标系下，表示为

ＭＧ＿ＰｉＪｉ
＝Ｅ６×６

ＯＭＧ＿ＰｉＪｉ
　（ｉ＝１，２，３） （１２）

在参考坐标系下，可将杆件 ＫｉＱｉ、ＧｉＫｉ、ＪｉＧｉ和
ＰｉＪｉ受到的约束力和约束力偶，杆件自身重力和驱
动器的驱动力矩进行线性叠加，得到

ＣＴＧｉＫｉ＿ＫｉＱｉ［ＦＫｉｘ ＦＫｉｙ ＦＫｉｚ ＭＫｉｘ ＭＫｉｙ］Ｔ－

　ＣＴＣ＿ＫｉＱｉ［Ｆ′Ｑｉｘ Ｆ′Ｑｉｙ Ｆ′Ｑｉｚ Ｍ′Ｑｉｘ Ｍ′Ｑｉｙ］Ｔ＋ＩＫｉＱｉｇ＝Ｏ

ＣＴＪｉＧｉ＿ＧｉＫｉ［ＦＧｉｘ ＦＧｉｙ ＦＧｉｚ ＭＧｉｘ ＭＧｉｙ］Ｔ－

　ＣＴＫｉＱｉ＿ＧｉＫｉ［Ｆ′Ｋｉｘ Ｆ′Ｋｉｙ Ｆ′Ｋｉｚ Ｍ′Ｋｉｘ Ｍ′Ｋｉｙ］Ｔ＋ＩＧｉＫｉｇ＝Ｏ

ＣＴＰｉＪｉ＿ＪｉＧｉ［ＦＪｉｘ ＦＪｉｙ ＦＪｉｚ ＭＪｉｘ ＭＪｉｙ］Ｔ－

　ＣＴＧｉＫｉ＿ＪｉＧｉ［Ｆ′Ｇｉｘ Ｆ′Ｇｉｙ Ｆ′Ｇｉｚ Ｍ′Ｇｉｘ Ｍ′Ｇｉｙ］Ｔ＋ＩＪｉＧｉｇ＝Ｏ

ＣＴＧ＿ＰｉＪｉ［ＦＰｉｘ ＦＰｉｙ ＦＰｉｚ ＭＰｉｘ ＭＰｉｙ］Ｔ－

　ＣＴＪｉＧｉ＿ＰｉＪｉ［Ｆ′Ｊｉｘ Ｆ′Ｊｉｙ Ｆ′Ｊｉｚ Ｍ′Ｊｉｘ Ｍ′Ｊｉｙ］Ｔ＋

　ＭＴＧ＿ＰｉＪｉＭｍｉ＋ＩＰｉＪｉｇ＝Ｏ
　　　　　　　（ｉ＝１，２，３























）

（１３）
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式中　ＩＫｉＱｉ———杆件 ＫｉＱｉ的空间惯量
ＩＧｉＫｉ———杆件 ＧｉＫｉ的空间惯量
ＩＪｉＧｉ———杆件 ＪｉＧｉ的空间惯量
ＩＰｉＪｉ———杆件 ＰｉＪｉ的空间惯量

如图５所示，混联天线机构定平台受到分支
ＰｉＪｉ提供的３个约束反力 Ｆ′Ｐｉｘ、Ｆ′Ｐｉｙ、Ｆ′Ｐｉｚ和 ２个约束
反力偶 Ｍ′Ｐｉｘ、Ｍ′Ｐｉｙ以及自身重力的作用，还受到连接
点 Ｐｉ处驱动器提供的驱动反力矩。

图 ５　定平台受力示意图

Ｆｉｇ．５　Ｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｏｆｆｉｘｅｄｐｌａｔｆｏｒｍ
　
在参考坐标系下，可将定平台受到 ３个分支的

约束反力 Ｆ′Ｐｉｘ、Ｆ′Ｐｉｙ、Ｆ′Ｐｉｚ和约束反力偶 Ｍ′Ｐｉｘ、Ｍ′Ｐｉｙ，驱
动反力偶 Ｍ′ｍｉ以及定平台自身重力进行线性叠加，
得到

－∑
３

ｉ＝１
ＣＴＰｉＪｉ＿Ｇ［Ｆ′Ｐｉｘ Ｆ′Ｐｉｙ Ｆ′Ｐｉｚ Ｍ′Ｐｉｘ Ｍ′Ｐｉｙ］Ｔ－

∑
３

ｉ＝１
ＭＴ
ＰｉＪｉ＿Ｇ
Ｍ′ｍｉ＋ＩＧｇ＝Ｏ （１４）

　　联立混联天线机构各个部件的力平衡方程，混
联天线机构全部杆件的力平衡方程可以表示为

Ｃη＋Ｉ^ｇ＝Ｏ （１５）
式中　Ｉ———混联天线机构全部杆件的广义空间惯

性矩阵

ｇ^———旋量重力加速度矩阵
η———混联天线机构的驱动力矩阵

根据式（１５）可以得到各个关节约束力和驱动
器提供的驱动力矩阵为

η＝－Ｃ－１Ｉ^ｇ （１６）

其中 η＝［τｊ τｍ］Ｔ

式中　τｊ———各关节的约束力矩阵
τｍ———各个驱动器的驱动力矩阵

通过求得 τｊ和 τｍ即可获得混联天线机构各个
部件受到的约束力和驱动关节处的驱动力。

根据天线机构任务需求将工作空间设定为：俯

仰角为 ０°～９０°；方位角运动范围为 ０°～３６０°。得
到天线机构驱动关节力矩随位形分布情况如图６所
示。

图６给出了理想条件下天线机构驱动各关节力
矩随俯仰和方位角变化情况，各关节力矩最大值为

３２３８６Ｎ·ｍ，驱动力矩的求解结果为伺服电机选型
和机构样机研制提供参考。

表１给出了混联天线机构方位角为０°，俯仰角

图 ６　驱动关节力矩分布

Ｆｉｇ．６　Ｔｏｒｑｕｅｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆａｃｔｕａｔｉｏｎｓ
　

表 １　两组位姿下驱动关节力矩的对比

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｔａｔｉｃａｎａｌｙｓｉｓｒｅｓｕｌｔｓ

驱动关节
俯仰角／

（°）

理论值／

（Ｎ·ｍ）

仿真值／

（Ｎ·ｍ）

相对误差／

％

关节１
４５ ９５４３ ９４８８ ０５７６

９０ １６５０２ １６２８３ １３３０

关节２
４５ －９２９５３ －９２４２５ ０５６８

９０ －１２０８２ －１２０３７ ０３７２

关节３
４５ －９２９５３ －９２５２３ ０４６３

９０ －１２０８２ －１１９４１ １１６７

分别为 ４５°和 ９０°两组位姿各驱动关节力矩理论
值、仿真值及相对误差，其中理论值为图 ６中对应

位姿的数值计算结果，仿真值为有限元软件仿真

结果。

由表 １可知，静力学理论求解结果与仿真分析
结果之间的相对误差不大于 １３３０％，验证了静力
学分析结果的正确性。

３　仿真分析

３１　静力学仿真

将三维模型导入 ＡＮＳＹＳ／Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ，设定模型
材料弹性模量为 ６９６Ｐａ，泊松比为 ０３１，屈服强度
为６８５×１０８Ｐａ，重力加速度设为 ９８ｍ／ｓ２。天线
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机构俯仰角为４５°、９０°时有限元分析结果如图 ７所
示。

图 ７　机构典型位姿变形云图

Ｆｉｇ．７　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｙｐｉｃａｌｐｏｓｅｓ
　
由图７可知，当天线俯仰角为 ４５°、９０°时，天线

最大变形分别为 ０５７４０４、０６７３９５ｍｍ，最大变形
均发生在反射面边沿，最大变形约占运动半径的

０１１％和 ０１３％，俯仰角为 ４５°、９０°时混联天线机
构满足设计要求。

３２　振动分析
借助有限元分析软件得到天线机构俯仰角为

４５°和９０°的前６阶固有频率，如表 ２所示。俯仰角

图 ８　俯仰角 ４５°机构振型

Ｆｉｇ．８　Ｍｏｄｅｌｓｈａｐｅｓｉｎｐｉｔｃｈａｎｇｌｅ４５°

为４５°的天线机构振型云图如图８所示。

表 ２　机构前 ６阶模态固有频率

　 Ｔａｂ．２　Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｓｉｘｍｏｄｅｓ Ｈｚ

模态阶序号
俯仰角／（°）

４５ ９０

第１阶 １６２２６ １１４３９

第２阶 ２０５６４ １７２６７

第３阶 ２２９４４ ２１９５８

第４阶 ３４７５２ ３３６８９

第５阶 ３８３５３ ３６０３１

第６阶 ６５５３８ ６６４４５

　　由表２可知，天线机构前 ６阶固有频率分布在
１１４３９～６５５３８Ｈｚ，随着俯仰角的增加，前 ５阶固
有频率均减小。由前 ６阶振型可以看出，天线机构
分支连杆变形较大，容易产生较大交变应力，导致疲

劳裂纹和断裂现象，连杆部位是混联天线机构的相

对薄弱环节，可通过增加连杆半径等方式提升连杆

刚度。设计环节需要使激励频率尽量远离系统固有

频率，以避免发生共振现象。

３３　包络空间分析
天线卫星追踪运动过程中应避免与周围物体发

生干涉，故需评估整个天线机构的运动范围，即运动

包络空间。参考天线机构工作任务需求，设定混联

天线机构俯仰运动时：方位角为 ０°，俯仰角 ０°～
９０°；方位运动时：方位角为 ０°～３６０°，俯仰角 ４５°。
采用Ｍａｔｌａｂ软件对机构进行运动特性仿真，图９～１１
分别为混联天线机构运动线框图、俯仰运动包络空

间和方位运动包络空间。

图 ９为混联天线机构初始位姿、俯仰 ９０°运动
状态和方位 ３６０°运动状态。运动特性仿真结果表
明该混联天线机构满足天线轨迹跟踪的性能要

求。

图１０、１１分别给出了混联天线机构俯仰运动和
方位运动的运动包络空间三维视图、俯视图和左视

图。由图１０、１１得到混联天线机构整机运动范围如
表３所示。

由表 ３可知，混联天线机构俯仰和方位运动过
程中，ｘ轴方向运动范围为 －１０４５～１０４５ｍｍ，ｙ轴
方向运动范围为 －１０４５～１０４５ｍｍ，ｚ轴方向运动
范围为 －５０８～１４４５ｍｍ。通过对混联天线机构运
动包络空间分析，获得机构俯仰和方位运动范围，为

天线机构安装和运行保障提供参考。
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图 ９　混联天线机构运动姿态示意图

Ｆｉｇ．９　Ｍｏｔｉｏｎａｔｔｉｔｕｄｅｄｉａｇｒａｍｓｏｆｈｙｂｒｉｄａｎｔｅｎｎａｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

图 １０　机构俯仰运动包络空间示意图

Ｆｉｇ．１０　Ｐｉｔｃｈｉｎｇｍｏｔｉｏｎｅｎｖｅｌｏｐｅｓｐａｃｅｏｆｈｙｂｒｉｄａｎｔｅｎｎａｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

图 １１　机构方位运动包络空间示意图

Ｆｉｇ．１１　Ｍｏｔｉｏｎａｔｔｉｔｕｄｅｄｉａｇｒａｍｓｏｆｈｙｂｒｉｄａｎｔｅｎｎａｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

表 ３　天线机构包络空间范围

Ｔａｂ．３　Ｅｎｖｅｌｏｐｅｓｐａｃｅｒａｎｇｅｏｆａｎｔｅｎｎａｍｅｃｈａｎｉｓｍ

运动方式 ｘ／ｍｍ ｙ／ｍｍ ｚ／ｍｍ

俯仰运动 －９３７～１０２６ －９６５～９６５ －５０８～１４４５

方位运动 －１０４５～１０４５ －１０４５～１０４５ ０～１３４５

４　样机设计

根据 １８ｍ口径天线座架结构和运动设计需

求，开展混联天线机构三维模型绘制和物理样机

设计。混联天线机构各条支链需要带动天线运

动，同时对极化转动机构及天线反射面起支撑作

用。图 １２给出了混联天线机构传动支链结构图。
极化转动机构作用是带动天线反射面绕自身轴线

转动，图 １３给出了极化转动机构结构图。
图１２为上／下支链包含上／下支链１和上／下支

图 １２　传动支链结构图

Ｆｉｇ．１２　Ｓｅｃｔｉｏｎａｌｖｉｅｗｓｏｆｂｒａｎｃｈｃｈａｉｎｆｏｒｈｙｂｒｉｄ

ａｎｔｅｎｎａｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
链２，通过转动轴承组成转动副。如图 １３所示，极
化转动机构包含驱动电机、转盘轴承和小齿轮，驱动

电机带动小齿轮带动转盘轴承转动，进而驱动反射

面实现绕法向轴线的极化转动。基于混联天线机构

样机静力学及仿真和关键部件设计，开展机构部件

的选型、加工和装配。１８ｍ口径混联天线机构 １∶１
等比例物理样机如图１４所示。
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图 １３　极化转动机构结构图

Ｆｉｇ．１３　Ｓｅｃｔｉｏｎａｌｖｉｅｗｓｏｆｂｒａｎｃｈｃｈａｉｎｆｏｒｈｙｂｒｉｄａｎｔｅｎｎａ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

５　结论

（１）以 ３Ｒ（ＲＲＲ）Ｒ并联机构为基础构建
３Ｒ（ＲＲＲ）Ｒ＋Ｒ四自由度混联天线机构，该混联天
线机构能够适应反射面俯仰运动、方位运动以及天

线反射面绕轴线转动的需求。混联天线机构满足天

线运动功能要求。

（２）基于螺旋理论对混联天线机构进行静力学
分析，获得了俯仰角范围为 ０°～９０°、方位角范围为
　　

图 １４　混联天线机构物理样机

Ｆｉｇ．１４　Ｐｈｙｓｉｃａｌｐｒｏｔｏｔｙｐｅｏｆｈｙｂｒｉｄａｎｔｅｎｎａｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
０°～３６０°时的驱动关节力矩值，运用有限元软件得
到了机构俯仰角为４５°和９０°时的整体变形，获得俯
仰角为４５°和９０°时机构的固有频率。

（３）进行了混联天线机构的运动仿真，获得了
俯仰角范围为０°～９０°和方位角范围为 ０°～３６０°的
运动包络空间图。对混联天线机构关键零部件进

行结构设计，设计了四自由度混联天线机构物理

样机。
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［９］　杨彦东，周治宇，邓云蛟，等．３ＲＳＲ型并联车载天线机构动力学优化与仿真［Ｊ］．中国机械工程，２０１９，３０（１０）：１２１９－
１２２５，１２３２．
ＹＡＮＧＹａｎｄｏｎｇ，ＺＨＡＯＺｈｉｙｕ，ＤＥＮＧＹｕｎｊｉａｏ，ｅｔａｌ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆ３ＲＳＲｐａｒａｌｌｅｌｖｅｈｉｃｌｅｂｏｒｎｅ
ａｎｔｅｎｎａｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ［Ｊ］．ＣｈｉｎａＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１９，３０（１０）：１２１９－１２２５，１２３２．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１０］　邓云蛟，段艳宾，李建军，等．基于工作空间的混联式极化天线机构参数化设计及其力学分析［Ｊ］．机械工程学报，２０２０，
５６（１８）：３８－４１．
ＤＥＮＧＹｕｎｊｉａｏ，ＤＵＡＮＹａｎｂｉｎ，ＬＩＪｉａｎｊｕｎ，ｅｔａｌ．Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃｄｅｓｉｇｎｏｆｈｙｂｒｉｄｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎａｎｔｅｎｎａｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｂａｓｅｄｏｎ
ｗｏｒｋｓｐａｃｅａｎｄｉｔｓｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０２０，５６（１８）：３８－４１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

５２４第 １期　　　　　　　　　　　张国兴 等：四自由度混联天线机构静力学及运动特性仿真与设计



［１１］　郭金伟，许允斗，张国兴，等．四面体式折展机械臂构型设计与分析［Ｊ／ＯＬ］．农业机械学报，２０２０，５１（９）：３８４－３８９．
ＧＵＯＪｉｎｗｅｉ，ＸＵＹｕｎｄｏｕ，ＺＨＡＮＧＧｕｏｘｉｎｇ，ｅｔａｌ．Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｄｅｓｉｇｎａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｄｅｐｌｏｙａｂｌｅｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍ［Ｊ／
ＯＬ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０２０，５１（９）：３８４－３８９．ｈｔｔｐ：∥ｗｗｗ．ｊｃｓａｍ．ｏｒｇ／
ｊｃｓａｍ／ｃｈ／ｒｅａｄｅｒ／ｖｉｅｗ＿ａｂｓｔｒａｃｔ．ａｓｐｘ？ｆｌａｇ＝１＆ｆｉｌｅ＿ｎｏ＝２０２００９４４＆ｊｏｕｒｎａｌ＿ｉｄ＝ｊｃｓａｍ．ＤＯＩ：１０．６０４１／ｊ．ｉｓｓｎ．１０００１２９８．
２０２０．０９．０４４．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１２］　ＸＵＹｕｎｄｏｕ，ＧＵＯＪｉｎｗｅｉ，ＧＵＯＬｕｙａｏ，ｅｔａｌ．Ｄｅｓｉｇｎａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｔｒｕｓｓｄｅｐｌｏｙａｂｌｅａｎｔｅｎｎａｍｅｃｈａｎｉｓｍｂａｓｅｄｏｎａ３ＵＵ
３ＵＲＵｕｎｉｔ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｅｒｏｎａｕｔｉｃｓ，２０１９，３２（１２）：２７４３－２７５４．

［１３］　ＧＵＯＪｉｎｗｅｉ，ＺＨＡＯＹｏｎｇｓｈｅｎｇ，ＸＵＹｕｎｄｏｕ，ｅｔａｌ．Ａｎｏｖｅｌｍｏｄｕｌａｒｄｅｐｌｏｙａｂｌｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｆｏｒｔｈｅｔｒｕｓｓａｎｔｅｎｎａ：ａｓｓｅｍｂｌｙ
ｐｒｉｎｃｉｐｌｅａｎｄｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．ＡｅｒｏｓｐａｃｅＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０２０，１０５：１０５９７６（１－１５）．

［１４］　郭金伟，许允斗，刘文兰，等．基于四面体单元的新型可展机构自由度分析［Ｊ］．机械工程学报，２０１９，５５（１２）：９－１８．
ＧＵＯＪｉｎｗｅｉ，ＸＵＹｕｎｄｏｕ，ＬＩＵＷｅｎｌａｎ，ｅｔａｌ．Ｍｏｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｎｏｖｅｌｄｅｐｌｏｙａｂｌｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｂａｓｅｄｏｎｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｅｌｅｍｅｎｔ
［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１９，５５（１２）：９－１８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１５］　ＨＡＮＢｏ，ＸＵＹｕｎｄｏｕ，ＹＡＯＪｉａｎｔａｏ，ｅｔａｌ．Ｄｅｓｉｇｎａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｓｃｉｓｓｏｒｓｄｏｕｂｌｅｒｉｎｇｔｒｕｓｓｄｅｐｌｏｙａｂｌｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｆｏｒｓｐａｃｅ
ａｎｔｅｎｎａｓ［Ｊ］．ＡｅｒｏｓｐａｃｅＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１９，９３：１０５３５７．

［１６］　韩博，许允斗，姚建涛，等．双层环形桁架可展天线机构运动特性与动力学分析［Ｊ］．兵工学报，２０２０，４１（４）：８１０－８２１．
ＨＡＮＢｏ，ＸＵＹｕｎｄｏｕ，ＹＡＯＪｉａｎｔａｏ，ｅｔａｌ．Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓａｎｄｄｙｎａｍｉｃｓａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｄｏｕｂｌｅｒｉｎｇｔｒｕｓｓｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ
ａｎｔｅｎｎａｍｅｃｈａｎｉｓｍ［Ｊ］．ＡｃｔａＡｒｍａｍｅｎｔｒａｌｌ，２０２０，４１（４）：８１０－８２１．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１７］　赵永生，许允斗，姚建涛，等．一种过约束并联机构受力分析的方法［Ｊ］．中国机械工程，２０１４，２５（６）：７１１－７１７．
ＺＨＡＯＹｏｎｇｓｈｅｎｇ，ＸＵＹｕｎｄｏｕ，ＹＡＯＪｉａｎｔａｏ，ｅｔａｌ．Ａｆｏｒｃｅａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄｆｏｒｏｖｅｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ［Ｊ］．
ＣｈｉｎａＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１４，２５（６）：７１１－７１７．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１８］　沈惠平，许正骁，许可，等．低耦合度且部分解耦的 ３Ｔ１Ｒ并联机构设计与分析［Ｊ／ＯＬ］．农业机械学报，２０１９，５０（２）：
３７３－３８３，４１９．
ＳＨＥＮＨｕｉｐｉｎｇ，ＸＵＺｈｅｎｇｘｉａｏ，ＸＵＫｅ，ｅｔａｌ．Ｄｅｓｉｇｎａｎｄａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｐａｒｔｉａｌｌｙｄｅｃｏｕｐｌｅｄ３Ｔ１Ｒｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈｌｏｗ
ｃｏｕｐｌｉｎｇｄｅｇｒｅｅ［Ｊ／ＯＬ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１９，５０（２）：３７３－３８３，４１９．
ｈｔｔｐ：∥ｗｗｗ．ｊｃｓａｍ．ｏｒｇ／ｊｃｓａｍ／ｃｈ／ｒｅａｄｅｒ／ｖｉｅｗ＿ａｂｓｔｒａｃｔ．ａｓｐｘ？ｆｌａｇ＝１＆ｆｉｌｅ＿ｎｏ＝２０１９０２４３＆ｊｏｕｒｎａｌ＿ｉｄ＝ｊｃｓａｍ．ＤＯＩ：１０．
６０４１／ｊ．ｉｓｓｎ．１０００１２９８．２０１９．０２．０４３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［１９］　畅博彦，李晓宁，金国光，等．具有整周回转能力的 ３Ｔ１Ｒ并联机构运动学分析［Ｊ／ＯＬ］．农业机械学报，２０１９，５０（７）：
４０６－４１６．
ＣＨＡＮＧＢｏｙａｎ，ＬＩＸｉａｏｎｉｎｇ，ＪＩＮＧｕｏｇｕａｎｇ，ｅｔａｌ．Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓａｎａｌｙｓｉｓｏｆｎｏｖｅｌ３Ｔ１Ｒｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｗｉｔｈｆｕｌｌｒｏｔａｔｉｏｎａｌ
ｃａｐａｂｉｌｉｔｙ［Ｊ／ＯＬ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１９，５０（７）：４０６－４１６．ｈｔｔｐ：∥ｗｗｗ．ｊ
ｃｓａｍ．ｏｒｇ／ｊｃｓａｍ／ｃｈ／ｒｅａｄｅｒ／ｖｉｅｗ＿ａｂｓｔｒａｃｔ．ａｓｐｘ？ｆｌａｇ＝１＆ｆｉｌｅ＿ｎｏ＝２０１９０７４５＆ｊｏｕｒｎａｌ＿ｉｄ＝ｊｃｓａｍ．ＤＯＩ：１０．６０４１／ｊ．ｉｓｓｎ．
１０００１２９８．２０１９．０７．０４５．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２０］　叶伟，李秦川，张克涛．一种运动部分解耦的 ２Ｒ２Ｔ并联机构运动学与性能分析［Ｊ／ＯＬ］．农业机械学报，２０１９，５０（１）：
３８１－３８９．
ＹＥＷｅｉ，ＬＩＱｉｎｃｈｕａｎ，ＺＨＡＮＧＫｅｔａｏ．Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓａｎｄｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆ２Ｒ２Ｔｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｗｉｔｈｐａｒｔｉａｌｌｙ
ｄｅｃｏｕｐｌｅｄｍｏｔｉｏｎ［Ｊ／ＯＬ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１９，５０（１）：３８１－３８９．ｈｔｔｐ：∥
ｗｗｗ．ｊｃｓａｍ．ｏｒｇ／ｊｃｓａｍ／ｃｈ／ｒｅａｄｅｒ／ｖｉｅｗ＿ａｂｓｔｒａｃｔ．ａｓｐｘ？ｆｌａｇ＝１＆ｆｉｌｅ＿ｎｏ＝２０１９０１４３＆ｊｏｕｒｎａｌ＿ｉｄ＝ｊｃｓａｍ．ＤＯＩ：１０．６０４１／ｊ．
ｉｓｓｎ．１０００１２９８．２０１９．０１．０４３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［２１］　ＳＵＮＴａｏ，ＷＵＨａｏ，ＬＩＡＮＢｉｎｂｉｎ，ｅｔａｌ．Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍｏｄｅｌｉｎｇ，ａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆａ５ｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍ ｈｙｂｒｉｄ
ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｆｏｒｆｒｉｃｔｉｏｎｓｔｉｒｗｅｌｄｉｎｇ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩｎｓｔｉｔｕｔｉｏｎｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＥｎｇｉｎｅｅｒｓＰａｒｔＣＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌ
ＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＳｃｉｅｎｃｅ，２０１６：０９５４４０６２１６６６８９１１．

［２２］　ＬＩＱｉｎｃｈｕａｎ，ＸＵＬｉｎｇｍｉｎ，ＣＨＥＮＱｉａｏｈｏｎｇ，ｅｔａｌ．Ａｎａｌｙｔｉｃａｌｅｌａｓｔｏｓｔａｔｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆｏｖｅｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｐａｒａｌｌｅｌ
ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓｕｓｉｎｇｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｇｅｂｒａａｎｄｓｔｒａｉｎｅｎｅｒｇｙ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｅｃｈａｎｉｓｍｓ＆Ｒｏｂｏｔｉｃｓ，２０１９，１１（３）：１－１４．

［２３］　ＣＡＯＷｅｎａｏ，ＤＩＮＧＨｕａｆｅｎｇ，ＺＨＵＷｅｉｇｕｏ．Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆｏｖｅｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｕｎｄｅｒｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ
ｇｒａｖｉｔｙａｎｄｅｘｔｅｒｎａｌｐａｙｌｏａｄｓ［Ｊ］．Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ＆ＭａｃｈｉｎｅＴｈｅｏｒｙ，２０１９，１３５：１－１６．

［２４］　ＧＵＯＲＪ，ＺＨＡＯＪＳ．Ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｓｔｒｅｎｇｔｈｅｎｅｄｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｆｒａｍｅｓｉｎｔｈｅｓｔｒｅｔｃｈａｂｌｅａｒｍｏｆａｎｉｎｄｕｓｔｒｙｃｏａｔｉｎｇ
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