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零耦合度空间 2T1R 并联机构运动学与刚度建模分析
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摘要: 根据基于方位特征(POC)方程的并联机构拓扑设计理论与方法,提出一种零耦合度、含 1 条冗余支链的三自

由度两平移一转动(2T1R)并联机构,并对该机构进行拓扑分析。 结果表明:该机构具有符号式位置正解和部分运

动解耦特性,其被动冗余支链能避免奇异位置,改善刚度;因机构耦合度为零,易求解出其符号式位置正解,并分析

了机构可能产生的 3 种奇异位置;运用虚拟弹簧法建立了每条支链的刚度模型并进行求解,给出并分析了机构笛

卡尔刚度矩阵中扭转刚度和线性刚度的变化趋势,讨论了冗余支链对整体刚度性能的影响,验证了冗余支链可使

机构整体刚度性能提升约 22% 。
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Kinematics and Stiffness Modeling Analysis of Spatial 2T1R Parallel
Mechanism with Zero Coupling Degree
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Abstract: According to the theory and method of topological design of parallel mechanism(PM) based on
position and orientation characteristic (POC) equation, a three degree of freedom two translation and one
rotation (2T1R) spatial parallel mechanism with zero coupling degree and one redundant branch chain
was proposed. The topological analysis and kinematics analysis of the PM were carried out. Because the
coupling degree of the PM was zero, it was easy to solve the symbolic forward position solution, which
verified the correctness of the forward and inverse kinematics solution. Three kinds of possible singular
positions of the PM were analyzed, and the singular configuration diagram of the PM was drawn; the
Cartesian stiffness model of each branch chain was established by using the virtual spring method, and the
stiffness distribution diagram of each branch chain and the whole mechanism was obtained by using
Matlab software. At the same time, the change trend of torsional stiffness and linear stiffness in Cartesian
stiffness matrix was given and analyzed, and the influence of redundant branch chain on the overall
stiffness performance was discussed. The results showed that the PM had symbolic positive position
solution and partial motion decoupling characteristics, and its passive redundant branch chain can avoid
singular position; improve the kinematic performance of the PM; increase the stiffness of the PM; and
make the mechanism more flexible. The construction had a wider application. At the same time, it was
verified that the overall stiffness performance of the PM can be increased by 22% by using the redundant
branch chain. The research result provided a theoretical basis for the PM based pipe bender prototype
design.
Key words: parallel mechanism; topology design; stiffness matrix; virtual spring method; redundant

branch chain



0摇 引言

三自由度两平移一转动并联机器人机构驱动元

件少、结构紧凑、制造方便,在工业生产中具有较高

实用价值[1],其设计需考虑机构的运动学、刚度等

因 素, 国 内 外 学 者 对 此 进 行 了 大 量 研 究。
GOSSELIN[2]提出了并联机构的刚度映射矩阵,并分

析了 3 RPR 平面并联机构和 6 SPS 空间并联机

构在不同参数下机构的刚度特性;李树军等[3] 研究

了基于新的守恒协调转换刚度矩阵,对 3 RRR 平

面并联机构进行刚度特性分析;周玉林等[4] 基于小

变形叠加原理推导得到动平台、球心点位移与外力

的关系,通过静力学分析得到机构的整体刚度矩阵;
CARBONE 等[5]对多个刚度性能评价指标进行了比

较;WU 等[6 - 7]对 3 PPR 并联机械手进行了刚度分

析,并用数值法将笛卡尔刚度矩阵解耦为平移刚度

矩阵和旋转刚度矩阵,基于虚拟弹簧法对 3、4 自由

度且含有 4 条相同支链并联机器人的刚度特性进行

了分析,指出 Ragnar 机器人的结构刚度低于以

Quattro 结构为基础设计的其他机器人;YANG 等[8]

基于应变能理论建立了并联机器人弹性静态刚度分

析模型;项超群等[9]利用最小二乘法建立了单根气

动肌肉气压、位移及刚度的关系模型。
并联机构刚度分析主要有以下几种方法:有限

元分析法(FEA) [10 - 11]、螺旋理论分析法[12]、矩阵结

构分析法(MSA) [13]、虚拟关节分析法(VJM) [14 - 15]

等。 FEA 法的优势在于其杆件和关节建模都具有

精确的物理模型[12,16];MSA 法综合了 FEA 法的优

点,将杆件和关节看作单元,降低了运算量,但无法

直接得到笛卡尔系的刚度矩阵[17 - 18];应用较广的

VJM 法将杆件视为刚体,并虚设柔性关节(为了累

积杆件或者关节所有类型的柔性),较好地反映了

机构的实际变形;文献[19]将驱动器柔性作为机

构柔性的主要来源,推导出驱动刚度与机构刚度

之间的关系,且考虑了杆件柔性[20] ,并通过不同的

假设和数值方法应用于不同的机构中;文献[21]
采用虚拟弹簧法对相同 DOF 和 POC 的不同并联

机构进行刚度建模分析,并优选出刚度性能较好

的机构。
本文根据基于方位特征(POC)方程的并联机构

拓扑设计理论[22],提出一种零耦合度、含 1 条被动

冗余支链的空间 2T1R 并联机构。 首先,进行拓扑

分析和位置分析,然后基于虚拟弹簧法建立机构的

刚度模型,分析该机构各支链及整体的刚度特性,并
讨论冗余支链对整体刚度性能的影响。

1摇 机构设计与拓扑分析

1郾 1摇 机构拓扑设计

设计的空间 2T1R 机构如图 1 所示,o忆为动平台

中心,动平台 1 由 3 条支链连接于静平台 0,其中,
混合支链玉(HSOC1)为一平面五杆机构(R11 P12

R5 P22 R21),也可视为由 2 个相同 A、B(RPR)支
链并联而成;支链域、芋由 3 个相互平行的 R 副串

联而成;静平台 0 上 4 个转动副 R11、R21、R31、R41的

轴线平行于 Y 轴,动平台 1 上的转动副 R6 为复合

铰链。

图 1摇 零耦合度空间 2T1R 并联机构

Fig. 1摇 Spatial 2T1R PM with zero coupling degree
摇

1郾 2摇 拓扑结构分析

1郾 2郾 1摇 POC 集计算

机构 POC 方程为

Mbi = 胰
m

i = 1
M ji (1)

Mpa =疑
n

j = 1
Mbi (2)

式中摇 M ji———第 i 个运动副的 POC 集

Mbi———第 i 条支链末端的 POC 集

Mpa———机构动平台的 POC 集

第玉条 HSOC1 支链,由平面五杆机构(等效于

2 个移动副 P(3R,2P)
11 、P(3R,2P)

22 )和 R6串联而成,记为

SOC1 = {P(3R - 2P)
11 - P(3R - 2P)

22 - R6}

第域、芋条支链为 R椰R椰R 支链,记为

SOC i = { - Ri1椰Ri2椰Ri3 - }摇 ( i = 2,3)

由式(1)可得,上述 3 条支链的 POC 集分别为

Mb1 =M玉 =
t2(彝R5)

r1(椰R5

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)

Mb2 =M域 =
t2(彝R31)

r1(椰R31

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)

Mb3 =M芋 =
t2(彝R41)

r1(椰R41

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú)

由式(2)可得
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式(3)表明:由支链玉、域组成的子并联机构的

动平台,已可实现 xoz 平面内的两平移和绕 R5 (或
R6)轴线的一维转动(2T1R)的输出运动;因此,此
时,并联连接的支链芋不影响机构的 POC。
1郾 2郾 2摇 机构自由度(DOF)

并联机构自由度计算式为[22]

F = 移
m

i = 1
fi - 移

v

j = 1
孜Lj (5)

其中 移
v

j = 1
孜Lj { (= dim 疑

j

i = 1
M )bi 胰Mb( j + 1 }) (6)

v =m - n + 1
式中摇 F———机构自由度摇 摇 m———运动副数

fi———第 i 个运动副的自由度

v———独立回路数摇 摇 n———构件数

孜Lj———第 j 个独立回路的独立位移方程数

疑
j

i = 1
Mbi———前 j 条支链组成的子并联机构

POC 集

第 1 个回路为平面五杆机构(R11 - P12 - R5 -
P22 - R21)本身,显然,其独立位移方程数为 孜L1 = 3,
则自由度为

F1 = 移
m

i = 1
fi - 移

1

j = 1
孜Lj = 5 - 3 = 2

由上述第 1 个子并联机构、转动副 R5及支链域
组成第 2 个回路;由式(6)、(5)得,其独立位移方程

数和自由度为

孜L2 = dim{M玉胰M域} =
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F(玉 -域) = 移
m

i = 1
fi - 移

2

j = 1
孜Lj = (5 + 4) - (3 + 3) = 3

由上述第 2 个子并联机构和支链芋组成第 3 个

回路,由式(6)得,其独立位移方程数为

孜L3 = dim{MPa(玉 -域)胰M芋} = dim
t2
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由式(5)得

F = 移
m

i = 1
fi - 移

3

j = 1
孜Lj = (5 + 4 + 3) - (3 + 3 + 3) = 3

该机构自由度为 3,当取子并联机构上的 P12、
P22以及静平台 0 上的 R31 作为驱动副时,动平台 1
可实现两平移一转动的运动输出。 因此,支链芋也

不影响机构自由度。
由于支链芋不影响机构的 POC、DOF,因此,为

冗余支链。
1郾 2郾 3摇 机构耦合度

由基于有序单开链(SOC)的机构组成原理可

知,机 构 可 分 为 若 干 个 最 小 子 运 动 链 ( Sub
kinematics chain,SKC),每一个 SKC 仅含一个基本

运动链,又可分解为约束度为正、零、负的单开链

(SOC),第 j 个 SOC j的约束度定义为

驻 j = 移
mj

i = 1
fi - I j - 孜Lj圯

驻 -
j = - 5, - 4, - 3, - 2, - 1

驻0
j = 0

驻 +
j = 1,2,3
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ï

ïï ,…
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式中摇 m j———第 j 个 SOC j的运动副数

I j———SOC j第 j 个驱动副

对一个 SKC 而言,须 移
v

j = 1
驻 j = 0。 因此,SKC 的

耦合度为

资 = 驻 +
j = |驻 -

j | = 1
2 {min 移

v

j = 1
|驻 j }| (8)

{min 移
v

j = 1
|驻 j }| 表明 SKC 可分解为 v 个 SOC(驻 j),

可有多种分解方案,应取( 移|驻 j | )为最小者得到分

解方案。
1郾 2郾 2 节中已求得 3 个回路的独立位移方程

数,即 孜L1 = 3,孜L2 = 3,孜L3 = 3,其约束度分别由式(7)
计算得

驻1 = 移
m1

i = 1
fi - I1 - 孜L1 = 5 - 2 - 3 = 0

驻2 = 移
m2

i = 1
fi - I2 - 孜L2 = 4 - 1 - 3 = 0

驻3 = 移
m3

i = 1
fi - I3 - 孜L3 = 3 - 0 - 3 = 0

由式(8)得,机构的耦合度为

资 = 1
2 移

v

j = 1
|驻 j | = 0

因此,该机构包含 3 个 SKC,它们耦合度均为

零,即 资1 = 0,资2 = 0,资3 = 0。

2摇 机构位置分析

由基于拓扑特征[23] 的机构运动学建模与求解

原理[24]可知,该机构的位置正解,可转换为其包含

的 3 个 SKC 的位置正解求解;对本机构而言,因每

个 SKC 的约束度为零,无需设虚拟变量,其运动位

置可由其本身独立求解。
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2郾 1摇 坐标系建立和参数标注

为便于理解,各运动副的标注如图 2 所示,设机

构静平台 0 上的 4 个转动副为 A11、A21、A31、A41,位
于一边长为 2l1的正方形的 4 个顶点处。

图 2摇 机构运动学建模

Fig. 2摇 Kinematic modeling of PM
摇

不失一般性,在静平台 0 上建立 oxyz 坐标系,o
为静平台重心,x 轴与 A31A41连线平行,y 轴与 A11A41

连线平行;在动平台 1 上建立 o忆x忆y忆z忆坐标系,o忆为正

三角形动平台重心,x忆轴与 C33C43连线平行,y忆轴在

R5轴线上,而 z 轴和 z忆轴由右手笛卡尔坐标系法则

确定。
设矢量 A11C23、A31B32与 x 轴负方向的夹角分别

为 兹1、兹2,动平台 1 绕 y忆轴逆时针转动时的姿态角为

琢。 该机构构件尺寸参数为

lA11A21 = lA21A31 = lA31A41 = lA11A41 = 2l1
lA11C23

= l2 摇 lA21C23
= l3 摇 lC23C33

= lC23C43
= lC33C43

= 2l4
lB32C33

= lB42C43
= l5 摇 lA31B32

= lA41B42
= l6

2郾 2摇 位置正解求解

已知 l2、l3、兹2,求解动平台 1 的位置。
易知各点的坐标为 A11 = ( l1,l1,0),A21 = ( - l1,

l1,0),A31 = ( - l1, - l1,0),A41 = ( l1, - l1,0),B32 =
( - l1 - l6cos兹2, - l1,l6sin兹2)。

(1)SKC1(R11 - P12 - R5 - P22 - R21)位置求解

即在 A11 - C23 - A21中,易求得

C23 = ( l1 - l2cos兹1,l1,l2sin兹1)
C33 = ( l1 - l2cos兹1 - l4cos琢, - l1,l2sin兹1 + l4sin琢)

从而求得

o忆 (= l1 - l2cos兹1,l1 - 2 3
3 l4,l2sin兹 )1

兹1 = arccos
4l21 + l22 - l23

4l1 l2
(9)

(2)SKC2(R6 - R33 - R32 - R31)位置求解

即在 C23 - C33 - B32 - A31中,由几何约束建立位

置方程,并整理得

Asin琢 + Bcos琢 + C = 0

并有 琢 = 2arctan A 依 A2 + B2 - C2

B - C (10)

其中 A = 2l4( l2sin兹1 - l6sin兹2)
B = 2l4( l2cos兹1 - 2l1 - l6cos兹2)

C = ( l2sin兹1 - l6sin兹2) 2 + ( l2cos兹1 - 2l1 - l6cos兹2) 2 +
l24 - l25

即可完成动平台的位置正解求解。
2郾 3摇 位置逆解求解及其验证

已知:动平台 1 坐标(X1,Y1,Z1)和姿态角 琢,求
输入 l2、l3、兹2。

B32、C23、C33的坐标在位置正解中已表示,由杆

长约束条件 lA11C23
= l2 及 lA21C23

= l3,求得

l2 = ( l1 - X1) 2 + Z2
1

l3 = ( l1 + X1) 2 + Z2
1

由几何约束条件 lB32C33
= l5,有

A2sin兹2 + B2cos兹2 + C = 0
令 tan(兹2 / 2) = k2,则有

兹2 = 2arctan
A2 依 A2

2 + B2
2 - C2

2

B2 - C2
(11)

其中 A2 = - 2l6(Z1 + l4sin琢)
B2 = 2l6(X1 + l1 - l4cos琢)

C2 = (X1 + l1 - l4cos琢) 2 + (Z1 + l4sin琢) 2 + l26 - l25
综上可知,输入角 兹2有 2 组解,因此,该机构有

2 种构型。

取机构参数为:l1 = 200 mm,l4 = 400 3 / 3 mm,
l5 = 200 mm,l6 = 200 mm,取驱动副 P12、P22、R31的输

入值为 l2 = l3 = 400 mm,兹2 = 72毅。
由式(9)、(10),运用 Matlab 计算得机构的位置

正解为(X,Y,Z,琢) = (0, - 66郾 67 mm,346郾 41 mm,
- 71郾 8毅);将此组数据代入逆解式(11),得到的值

与输入值一致,表明正逆解推导正确。
2郾 4摇 奇异位置分析

2郾 4郾 1摇 雅可比矩阵

将由 3 个杆长约束条件( lA11C23
= l2, lA21C23

= l3,
lB32C33

= lB42C43
= l5)建立的位置约束方程对时间 t 求

导,可得到此机构末端执行器输入速度 v 和主动关

节的输入速度 棕 的关系为

Jp淄 = Jq棕

其中摇 摇 淄 = [X
·

1 摇 Z
·

1 摇 琢·]摇 摇 棕 = [ l
·

2 摇 l
·

3 摇 兹
·

2]

Jp =

f11 f12 f13
f21 f22 f23
f31 f32 f

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

33

Jq =

u11 0 0
0 u22 0
0 0 u

é
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ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

33

f11 = X1 - l1 摇 f12 = Z1 摇 f13 = 0
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f21 = X1 + l1 摇 f22 = Z1 摇 f23 = 0
f31 = X1 - l4cos琢 + l1 + l6cos兹2

f32 = Z1 + l4sin琢 - l6sin兹2

f33 = l4sin琢(X1 + l1 + l6cos兹2) + l4cos琢(Z1 - l6sin兹2)
u11 = l2 摇 u22 = l3

u33 = l6sin兹2(X1 - l4cos琢 + l1) + l6cos兹2(Z1 + l4sin琢)
2郾 4郾 2摇 奇异性分析

依据矩阵 Jp、Jq 是否奇异,将机构的奇异位形

分为如下 3 类:
(1)输入奇异

机构发生输入奇异,意味着每条支链靠近驱动

杆的 2 根杆处于折叠或完全展开状态,动平台的自

由度减少,此时,det(Jq) = 0,方程解集合 A 为

A = {(u11 = 0)胰(u22 = 0)胰(u33 = 0)}
由于在实际应用中 u11 = l2,u22 = l3皆不能为零,

所以只存在唯一解,即
u33 = l6sin兹2(X1 - l4cos琢 + l1) + l6cos兹2(Z1 + l4sin琢) =0

满足 u33方程解的三维构型,如图 3 所示。

图 3摇 输入奇异位形

Fig. 3摇 Input singular configuration
摇

(2)输出奇异

当机构发生输出奇异,意味着每条支链靠近动

平台的杆处于折叠或完全展开的状态,此时,动平台

自由度数增多,即使锁住输入,动平台也可能存在自

由度输出。
设[ fi1 摇 fi2 摇 fi3] = ei( i = 1,2,3),若 det(Jp) =

0,则向量 e1、e2、e3有 2 种情况:
淤存在 2 个向量线性相关

若 e1 = ke2,即满足

[ f11 摇 f12 摇 f13] = k[ f21 摇 f22 摇 f23]
由于 e1 = [X1- l1 摇 Z1 摇 0],e2 = [X1- l1 摇 Z1 摇

0],e1屹ke2,所以,此类情况不存在。
若 e1 = ke3,即满足[ f11 摇 f12 摇 f13] = k[ f31 摇 f32 摇

f33],此时机构到达空间左边界处,其奇异位形如

图 4a所示。
若 e2 = ke3,即满足[ f21 摇 f22 摇 f23] = k[ f31 摇 f32 摇

f33],此时,机构到达空间右边界处,其奇异位形如

图 4b 所示。

图 4摇 输出奇异位形

Fig. 4摇 Output singular configuration
摇

于存在 3 个向量线性相关

设 e2= k1e1+ k2e3(k1k2屹0),此时有

[ f21 摇 f22 摇 f23] = k1[ f11 摇 f12 摇 f13] + k2[ f31 摇 f32 摇 f33]
通过 Matlab 计算表明,该种情况下 k1、k2无解,

因此,此种情况不存在。
(3)构型奇异

当 det(Jp) = det(Jq) = 0 时,也就是输入奇异

与输出奇异同时发生;此时,机构的驱动关节和末端

执行器都存在着瞬时互不影响的非零输入和输出,
对应的位姿即构型奇异,处于该类奇异时,机构将失

去自由度,在机构实际阶段应予以避免。
样机调试或机构工作过程中,一旦上述奇异位

置发生,启动冗余支链芋产生动作,从而避免奇异位

置发生,这对样机调试时的轨迹规划与运动控制具

有参考价值。

3摇 刚度模型建立

3郾 1摇 单杆刚度矩阵

在基于虚拟弹簧的刚度模型中,杆件被视作梁

单元分析其末端变形并求解其刚度矩阵,当杆件受

到力 /力矩时,由材料力学中的梁理论可得到杆件的

挠曲线方程。 在弯曲变形很小且材料服从胡克定律

的情况下,挠曲线方程是线性的,考虑杆件所受力和

力矩的耦合情况,采用叠加法计算杆件在力和力矩

作用下的柔度矩阵(刚度矩阵的逆矩阵),从而求得

空间中杆件的刚度矩阵为[25]

Krodi =
GiIxi
li

0 0 0 0 0

0
4EiIyi
li

0 0 0
6EiIyi
l2i

0 0
4EiIzi
li

0 -
6EiIzi
l2i

0

0 0 0
EiAi

li
0 0

0 0 -
6EiIzi
l2i

0
12EiIzi
l3i

0

0
6EiIyi
l2i

0 0 0
12EiIyi

l3
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(12)
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式中摇 G i———杨氏模量摇 摇 E i———弹性模量

Ai———截面积摇 摇 Ixi、Iyi、Izi———惯性矩

li———杆长

对于移动副作为驱动的杆件,在杆的刚度建模

中,还需考虑导轨的变形,由文献[7]可得,该 2T1R
机构移动导轨刚度矩阵为

Kdg =

K鬃Y 0 0 0
0 K鬃Z 0 0
0 0 KlY 0
0 0 0 K

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

lZ

(13)

式中摇 Kdg———导轨刚度矩阵

K鬃Y、K鬃Z———Y、Z 方向的扭转刚度矩阵

KlY、KlZ———Y、Z 方向的线性刚度矩阵

3郾 2摇 支链运动方程

一般支链通常由驱动器,主、从动臂以及被动副

组成,其虚拟弹簧模型如图 5 所示。

图 5摇 一般支链的虚拟弹簧模型

Fig. 5摇 Virtual spring model of general branch chain
摇

其中,1 dof 的虚拟弹簧表示驱动关节为转动

副 R 的伺服刚度,其变形可表示为 驻兹琢;6 dof 的虚

拟弹簧表示对应连杆在笛卡尔坐标系中 3 自由度旋

转变形特性和 3 自由度拉伸变形特性,主动臂和从

动臂上弹簧的变形量可分别表示为(驻兹1,驻兹2,…,
驻兹6)和(驻兹7,驻兹8,…,驻兹12)。

由图 5 可得,支链中弹簧变形和被动关节变形

到末端变形之间运动方程的一般形式为

驻t = Ji
兹驻兹i + Ji

鬃驻鬃i (14)
其中 驻t = [驻滓 驻子] T

驻兹i = [驻兹i
ac 摇 驻兹i

1 摇 驻兹i
2 摇 …摇 驻兹i

m] T

驻鬃i = [驻鬃i
1 摇 驻鬃i

2 摇 …摇 驻鬃i
q] T

式中摇 驻t———笛卡尔坐标系中机构末端的变形,由
沿坐标轴方向的 3 个旋转变形和 3 个

拉伸变形组成

驻兹iac———支链 i 中驱动关节处虚拟弹簧的变形

驻兹i
m———在支链 i 中所有虚拟弹簧的第 m 个

dof 的弹性变形

驻鬃i
q———支链 i 中第 q 个被动运动副的运动量

Ji
兹———支链 i 中虚拟弹簧的弹性变形

驻兹i———末端变形 驻t 的映射

Ji
鬃———支链 i 中被动副的运动 驻鬃i 到末端变

形 驻t 的映射

将式(14)的支链运动方程表示成螺旋形式,即

$ = Ji
兹驻兹i + Ji

鬃驻鬃i (15)

其中摇 摇 摇 Ji
兹 = [ $̂ i

兹ac $̂ i
兹1 $̂ i

兹2 … $̂ i
兹m
]

Ji
鬃 = [ $̂ i

鬃1
$̂ i

鬃2
… $̂ i

鬃q
]

式中摇 $———机构末端参考点变形的旋量,即支链

末端参考点相对于虚拟弹簧和被动副

的螺旋运动

$̂ i
兹ac———末端关于驱动关节上弹簧的单位螺旋

Ji
鬃———支链末端参考点相对于被动副的单位

螺旋

3郾 3摇 支链的静力学方程与笛卡尔刚度矩阵

为得到支链的静力学方程,设 fi为支链 i 所受

的外力 /外力矩,wi为虚拟弹簧所受的力 /力矩,啄兹i

和 啄鬃i 分别表示虚拟弹簧和被动关节在受力后产生

的微小变形,则末端的变形为

啄ti = Ji
兹啄兹i + Ji

鬃啄鬃i

利用虚功原理,外力所做的虚功之和为

fTi 啄ti = ( fTi Ji
兹)啄兹i + ( fTi Ji

鬃)啄鬃i (16)
而支链所受约束力做的虚功为 - 棕T

i 啄鬃i (约束

力与弹簧受力相反),当支链处于平衡状态时,主动

力对作用点的虚位移做功之和为零,即
( fTi Ji

兹)啄兹i + ( fTi Ji
鬃)啄鬃i -棕T

i 啄鬃i = 0 (17)
被动关节受力后会发生被动运动,所以在静平

衡状态下,被动运动不做功,只有弹簧受力做功,即
JiT
鬃 fi = 0 (18)

且 啄兹i 与 啄鬃i 为相互独立的变量,联立式(16)
和式(17),消去 啄兹i 和 啄鬃i,可以得到

JiT
兹 fi =棕i (19)

由式(16) ~ (19)可得,支链的静力平衡方程为

(Ji
兹) Tfi =棕i

(Ji
鬃) Tfi = 0

棕i = Ki
兹啄兹

ì

î

í

ï
ï

ïï
i

(20)

由式(20)可得,静力平衡方程的矩阵形式为

Si
兹 Ji

鬃

JiT
鬃
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ë
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ê

ù

û
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ú0

fi
驻鬃
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ê
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=

驻té
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û
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ú0

(21)

其中 Si
兹 = Ji

兹Ki
兹
- 1JiT

兹

式中摇 Ki
兹———关节空间刚度矩阵

由文献[26]可得

Ki *é
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ê
ê

ù

û
ú
ú* *

驻té
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=

Si
兹 Ji

鬃

JiT
鬃

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú0

- 1
驻té
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(22)

式中摇 Ki———支链 i 的笛卡尔刚度矩阵

若将一个具有 n 条支链的机构末端点的受力 f
分解到每条支链上,则有
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f = 移
n

i = 1
fi

因此,机构整体刚度矩阵为

K = 移
n

i = 1
Ki (23)

3郾 4摇 2T1R 并联机构的刚度建模

对该 2T1R 并联机构进行刚度计算,设机构各

连杆的参数如表 1 所示,为提高机构整体的强度并

减轻机构的质量,各连杆均选用碳纤维材料。

表 1摇 机构连杆参数

Tab. 1摇 Parameters of PM
类型 杆长 / m 直径 / m 弹性模量 / MPa
L1 0郾 20 0郾 02
L4 0郾 23 0郾 03

2郾 1 伊 105
L5 0郾 20 0郾 02
L6 0郾 20 0郾 02

摇 摇 机构各个输入采用相同的驱动电机,其驱动刚

度由实验测得,选取其刚度为 5 伊 104 N / m。
3郾 4郾 1摇 混合支链玉的刚度建模

机构中第玉条支链为混合支链(HSOC1),它由

两个相同的 A、B 支链并联而成。
由式(23)可知,KHSOC1

= KA + KB,求解混合支链

的刚度矩阵,只需求两条子支链 A、B 的刚度矩阵。
为了便于运动方程的建立与分析,先在 a1、b1两

点处建立了两个坐标系(图 6),oxyz 为静平台坐标

系,设 o忆为动平台中心点。 由图 5 建立支链 A 的虚

拟弹簧模型,如图 7 所示,其中,1 dof 虚拟弹簧表

示驱动关节的变形;6 dof 虚拟弹簧表示杆 a1 c1和
杆 b1d1在笛卡尔坐标系中的旋转和线性变形;4
dof 表示导轨在 y、z 方向上的旋转和线性变形;R 表

示转动副,Ac 为驱动副。

图 6摇 支链 A 刚度建模分析图

Fig. 6摇 Stiffness modeling analysis diagram of
branch chain A

摇

图 7摇 支链 A 的虚拟弹簧模型

Fig. 7摇 Virtual spring model of branch chain A

由式(22)得,支链 A 的静力方程为

fA
O(2 伊 2
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其中摇 KA
兹 = diag[Ka1 摇 KA

ac 摇 Krod1 摇 Kdg 摇 Krod2 摇 Ka2]

JA
兹 = [ $̂ A

兹琢 摇 $̂ A
兹1 摇 $̂ A

兹2 摇 …摇 $̂ A
兹16]

JA
鬃 = [ $̂ A

鬃1
摇 $̂ A

鬃2
]

式中摇 KA———支链 A 的刚度矩阵

O———零矩阵

KA
ac———驱动刚度

Krodi———单杆刚度矩阵,i = 1,2
Kdg———移动导轨的刚度矩阵

fA———末端点 o忆所受外力在支链 A 上的分量

利用 Matlab 软件,由机构的位置逆解,可得支

链 A 在工作空间的刚度分布(图 8)。

图 8摇 支链 A 的刚度分布

Fig. 8摇 Stiffness distribution of branch chain A
摇

由于支链 B 与支链 A 相同,可得支链 B 的静力

方程为

fB
O(2 伊 2
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其中摇 KB
兹 = diag[Ka1 摇 KB

ac 摇 Krod1 摇 Kdg 摇 Krod2 摇 Ka2]

JB
兹 = [ $̂ B

兹琢 摇 $̂ B
兹1 摇 $̂ B

兹2 摇 …摇 $̂ B
兹16]

JB
鬃 = [ $̂ B

鬃1
摇 $̂ B

鬃2
]

式中摇 KB———支链 B 的刚度矩阵

KB
ac———驱动刚度

fB———末端点 o忆所受外力在支链 B 上的分量

利用 Matlab 软件,由机构的位置逆解,可得支

链 B 在工作空间的刚度分布(图 9)。
3郾 4郾 2摇 R R R 支链的刚度建模

单开链 SOC1 (记为支链域)、SOC2 (记为支链
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图 9摇 支链 B 的刚度分布

Fig. 9摇 Stiffness distribution of branch chain B
摇

芋)均为 R R R 支链,且支链芋为冗余支链。
对支链域进行运动方程的分析与建立,o忆为动

平台中点,其虚拟弹簧模型如图 10 所示。

图 10摇 支链域虚拟弹簧模型

Fig. 10摇 Virtual spring model of branch chain域
摇

因此,由式(22)得支链域的静力方程为
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其中摇 K3
兹 = diag[K3

ac 摇 Krod1 摇 Ka1 摇 Krod2 摇 Ka2]

J3
兹 = [ $̂ 3

兹琢 摇 $̂ 3
兹1 摇 $̂ 3

兹2 摇 …摇 $̂ 3
兹12]

J3
鬃 = [ $̂ 3

鬃1
摇 $̂ 3

鬃2
]

式中摇 K3———支链域的刚度矩阵

K3
ac———驱动刚度

f3———末端点 o忆所受外力在支链域上的分量

利用 Matlab 软件,由机构的位置逆解,可得支

链域在工作空间的的刚度分布(图 11)。

图 11摇 支链域的刚度分布

Fig. 11摇 Stiffness distribution of branch chain 域
摇

3郾 4郾 3摇 冗余支链的刚度建模

由于冗余支链在正常工作状态下处于随动状

态,所以在刚度建模时,无需考虑驱动副,3 个 R 副

均为被动副,其虚拟弹簧模型如图 12 所示。

图 12摇 支链芋虚拟弹簧模型

Fig. 12摇 Virtual spring model of branch chain 芋
摇

因此,由式(22)得支链芋的静力方程为
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其中摇 K4
兹 = diag[K4

ac 摇 Krod1 摇 Ka1 摇 Krod2 摇 Ka2]

J4
兹 = [ $̂ 4

兹琢 摇 $̂ 4
兹1 摇 $̂ 4

兹2 摇 …摇 $̂ 4
兹12]

J4
鬃 = [ $̂ 4

鬃1
摇 $̂ 4

鬃2
摇 $̂ 4

鬃3
]

式中摇 K4———支链芋的刚度矩阵

K4
ac———驱动刚度

f4———末端点 o忆所受外力在支链芋上的分量

利用 Matlab 软件,由机构的位置逆解,求得支

链芋在工作空间的刚度分布(图 13)。

图 13摇 支链芋的刚度分布

Fig. 13摇 Stiffness distribution of branch chain 芋
摇

4摇 刚度分析

4郾 1摇 不含和含冗余支链时机构总刚度比较

利用式(23),通过 Matlab 可以求出不含和含冗

余支链时,机构的总体刚度,如图 14 所示。
由图 14 可知,当机构存在冗余支链时,机构在

工作空间内的总刚度增加,约提升了 22% 。
4郾 2摇 不含和含冗余支链时机构扭转刚度、线性刚度

比较

由式(23)得到机构整体的笛卡尔空间刚度矩

阵 K6 伊 6;其主对角线前 3 项分别表示 x、y、z 方向的

扭转刚度,而后 3 项分别对应各方向的线性刚度,单
均为 N / m。

利用 Matlab 软件,计算该 2T1R 并联机构在不
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含和含冗余支链时,机构的扭转刚度和线性刚度,如
图 15、16 所示。

图 14摇 不含和含冗余支链时机构的刚度分布

Fig. 14摇 Stiffness distributions of PM without / with
redundant branch chain

摇

图 15摇 不含和含冗余支链时机构的扭转刚度分布

Fig. 15摇 Torsional stiffness distributions of PM
without / with redundant branch chain

摇
4郾 3摇 数值验证

若取末端支链的坐标为 P(0,0郾 067 m,0郾 3 m),

图 16摇 不含和含冗余支链时机构的线性刚度分布

Fig. 16摇 Linear stiffness distributions of PM without / with
redundant branch chain

摇
其所在位置不含和含冗余支链两种情况下的扭转与

线性刚度由 Matlab 导出,如表 2 所示。 由于线性刚

度远大于扭转刚度,可不再考虑冗余机构对机构的

扭转刚度的影响,即冗余支链提供该机构更多的线

性刚度,且由图 16b 可知,x、 z 轴方向的坐标值越

大,刚度越大,表明机构向上运动时,刚度性能更好,
动平台更稳定。

表 2摇 机构的扭转刚度和线性刚度

Tab. 2摇 Torsional and linear stiffness of PM

机构类型 扭转刚度 / (N·m - 1) 线性刚度 / (N·m - 1)
不含冗余支链 7郾 80 伊 104 1郾 18 伊 106

含冗余支链摇 1郾 22 伊 105 1郾 46 伊 106

摇 摇 由表 2 可知,冗余支链芋使得机构的线性刚度

增加约 23郾 7% ,与 4郾 1 节中冗余支链芋对机构总刚

度提升 22%相吻合。

5摇 结论

(1)根据基于方位特征(POC)方程的并联机构

拓扑设计理论和方法,提出一种空间两平移一转动

并联机构,其具有的优势包括:零耦合度使机构具有

符号式位置正解;3 个 SKC 且驱动副分布在 2 个不

同的 SKC 中,使机构具有部分运动解耦特性;全部

由低副(R、P)构成,使机构制造容易;被动冗余支链

能避免奇异位置,改善刚度。
(2)基于机构的符号式运动学,在工作空间中

914第 10 期摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 沈惠平 等: 零耦合度空间 2T1R 并联机构运动学与刚度建模分析



反映了笛卡尔空间刚度矩阵的分布,并通过 Matlab
得出在不含和含冗余支链两种情况下机构的刚度分

布图;由比较不同截面刚度性能可知,在 x、z 方向偏

移越大,整体刚度性能越好。

(3)通过对比不含和含冗余支链机构的整体刚

度特性可知,加入冗余支链后机构整体刚度特性提

升 23郾 7% ,由于该冗余支链为 3R 支链,所以,机构

的线性刚度增加较为明显,提升约 22% 。
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