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斜拉索 磁流变阻尼器非脆弱减振控制器研究
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摘要：以抑制振荡幅值和时间为目标，针对斜拉索 磁流变阻尼器外部扰动和减振控制器参数不确定性问题，提出

一种多性能指标约束下的非脆弱减振控制器设计方法。基于线性矩阵不等式（ＬＭＩ）理论，利用 Ｈ∞性能指标抑制

外部扰动，并以区域极点配置表征减振控制的快速性与稳定性，以方差表征小振幅和振动速度。通过 Ｍａｔｌａｂ中

ＬＭＩ工具箱对多 ＬＭＩ约束和线性目标函数的凸优化问题进行求解，给出了多性能指标约束的非脆弱减振控制器设

计形式。以浙江省某跨海大桥 Ｃ２２、Ｃ１３号斜拉索为实例，进行了仿真验证。结果表明，在不同随机扰动下，该方法

设计的减振控制器使不同拉索振动状态的振幅分别降低 ５７８０５％、７４３９５％，收敛时间分别缩短 ５６７０５％、

７７８４５％。
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０　引言

由车辆行驶、风雨等未知外力引起的有害振动

已成为影响斜拉索桥梁安全性的重要因素。作为桥

梁的主要受力构件，斜拉索极易在未知载荷作用下

产生振动。减小和抑制斜拉索振动对于提高桥梁结

构稳定性和安全性具有重要的工程意义
［１］
。

磁流变阻尼器是一种新型的智能阻尼器
［２］
，具

有响应时间快、阻尼力可调范围大等特点，广泛应用

于农用车辆、航空航天等减振控制中。斜拉索减振

控制研究也逐渐集中到磁流变阻尼器半主动控制

上。ＯＵ等［３］
将 ＬＱＲ控制算法用于斜拉索 磁流变

阻尼器控制中，提出一种半主动控制算法，并仿真验

证该方法的有效性；禹见达等
［４］
利用位移反馈对

Ｂａｎｇ Ｂａｎｇ控制算法进行改进，证明该算法对斜拉
索减振有良好效果；樊晓平等

［５］
基于奇摄动理论，

设计了抑制斜拉索振动的半主动自适应控制方法，

并利用数值案例验证此算法的合理性；ＨＥＯ等［６］
将

鲁棒控制中的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ法和截断最优相结合，对斜
拉索振动进行控制，具有较高的可靠性。

鲁棒控制主要以被控对象和外界未知扰动不确

定性为研究目标，结合相应性能指标，以获得闭环系

统稳定的控制器。而非脆弱鲁棒控制不仅要考虑被

控对象和未知扰动的不确定性，同时还要考虑控制

器在工程调试过程中其增益参数发生的摄动状况。

实际上，斜拉索减振控制器的增益参数不可能准确

实现，并且在外界干扰下也可能发生改变。因此，极

易降低控制器闭环系统的动态稳定性能，表现为控

制器的脆弱性
［７］
。在传统减振控制器研究中，

ＹＥＧＡＮＥＨＦＡＬＬＡＨ等［８］
考虑到斜拉索系统动态参

数的不确定性，提出一种解决此问题的鲁棒控制器

设计方法；段玉贺等
［９］
为了降低振幅和振速，分别

在斜拉索 磁流变阻尼器减振控制算法中引入区域

极点和协方差性能指标约束的鲁棒控制理论，设计

出减振效果良好的控制器。但上述研究未考虑斜拉

索 磁流变阻尼器的外部扰动和减振控制器参数增

益不确定性，目前将鲁棒控制中多性能指标约束
［１０］

和非脆弱控制
［１１］
相结合的减振控制研究成果尚不

多见。

为减少斜拉索减振控制器参数摄动和外部扰动

对系统性能的影响，本文提出一种多性能指标约束

的非脆弱减振控制器设计方法。运用非脆弱控制和

鲁棒控制中的多性能约束方法，以抑制振荡幅值和

时间为目标，给出该减振控制器设计形式及求解方

法，并与常规减振控制器、Ｈ∞减振控制器的减振效
果进行分析对比。

１　系统模型及求解分析

１１　系统模型建立
斜拉索 磁流变阻尼器动力学模型如图１所示。

图 １　斜拉索 磁流变阻尼器动力学模型示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｏｆｓｔａｙ

ｃａｂｌｅ ｍａｇｎｅｔｏｒｈｅｏｌｏｇｉｃａｌｄａｍｐｅｒ
　
斜拉索在风雨振主发生面存在极小垂度（考虑

材质、安装等因素）。假设静平衡状态下斜拉索长

度为 Ｌ，与水平面夹角为 θ，振动时斜拉索曲线为
ｙ（ｘ，ｔ），静平衡下索曲线为 ｙ０（ｘ）、索力变化量为
ΔＳ；外部激励载荷 ｆ（ｔ）垂直作用于斜拉索，且在二
维 Ｘ、Ｙ面内存在 ｆｘ、ｆｙ；两侧磁流变阻尼器对称安装
在距锚固端 ｘｄ处，轴向阻尼力为 ｆｄ（ｔ），与水平面夹
角为 α且与斜拉索索长方向垂直。

结合 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理可得斜拉索 磁流变阻尼器

系统动力学方程
［１２］
为

∫
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ｔ１
δＷｄｔ＝０ （１）

其中 Ｔ＝１
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０
ｍｙ·２ｄｘ　Ｖ＝Ｖｆ＋Ｖｓ

δＷ＝δＷｃ＋δＷｄ＋δＷｆ
式中　Ｔ———系统动能

Ｖｆ———弯曲应变能
Ｖｓ———拉伸应变能
δＷｃ———系统阻尼做功
δＷｄ———阻尼器做功
δＷｆ———外力做功
ｍ———斜拉索单位长度质量
Ｖ———弯曲与拉伸应变能总和
δＷ———系统阻尼、阻尼器及外力做功总和

由于斜拉索抗弯刚度和斜拉索振动时的索力增

量较小，可忽略不计，即 ＥＩ≈０，Ｅ为斜拉索弹性模
量，Ｉ为惯性矩，ΔＳ≈０得 ｎ组方程［１３］
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式中　ｃ０———斜拉索单位长度阻尼系数

Ｓ０———初始索力
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ｑｉ———广义位移坐标
ｉ———ｉ阶振型函数
ｉｄ———阻尼力作用下的 ｉ阶振型函数
ｊ———ｊ阶振型函数

令 ｕ（ｔ）＝－ｆｄ（ｔ），得其矩阵形式为

Ｍｑ··＋Ｃｑ· ＋Ｋｑ＝ｆ（ｔ）＋φ（ｘｄ）ｕ（ｔ） （３）
式中　Ｍ———质量矩阵　　Ｋ———刚度矩阵

Ｃ———阻尼矩阵
φ（ｘｄ）———振型函数向量在坐标ｘｄ处的向量
ｕ（ｔ）———斜拉索所受阻尼力

１２　求解及系统分析
１２１　切比雪夫级数的方程求解

Ｍ、Ｋ、Ｃ中矩阵元素 ｍｉｊ、ｋｉｊ、ｃｉｊ的计算十分复杂，
为简化求解过程，采用切比雪夫级数计算方法，并以

正弦函数表示该振型函数。斜拉索 磁流变阻尼器

的振型函数可表示为
［９］

ｉ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝１
ｆｉＴｉ（ｘ） （４）

其中 Ｔｉ（ｘ）＝ｃｏｓ（ｉａｒｃｏｓｘ／Ｌ）
式中　ｆｉ———ｉ次切比雪夫级数系数

Ｔｉ（ｘ）———ｉ次切比雪夫多项式
斜拉索采用磁流变阻尼器控制，其振动形态发

生很大变化，也增加了求解过程复杂性。为提高振

动时收敛速度，可用“０”阶振型表示磁流变阻尼器
作用下静力变形，即

０（ｘ）＝
ｘ／ｘｄ （０≤ｘ≤ｘｄ）

（Ｌ－ｘ）／（Ｌ－ｘｄ） （ｘｄ＜ｘ≤Ｌ{ ）
（５）

则斜拉索振动状态为

ｙ（ｘ，ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ｉ（ｘ）ｑｉ（ｔ） （６）

１２２　系统状态空间方程表达
以斜拉索 ｙ向振动位移 ｑ和速度 ｑ· 作为系统状

态向量，则运动方程式（３）对应的状态方程为
ｚ·ｑ（ｔ）＝Ａｚｑ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ）＋Ｄｆ（ｔ） （７）

式中　ｚｑ（ｔ）———ｙ向广义坐标状态变量
Ａ———系统矩阵
Ｂ———控制矩阵
Ｄ———扰动矩阵

同时，ｉ（ｘ）需满足索的几何边界条件 ｉ（０）＝
ｉ（１）＝０，ｄ＝（ｘｄ），０＝（ｘ０）。对此，引入状态

矩阵与矩阵不确定性项
［９］
，式（７）改写为

ｚ·ｑ（ｔ）＝（Ａ＋ΔＡ）ｚｑ（ｔ）＋（Ｂ＋ΔＢ）ｕ（ｔ）＋Ｄｆ（ｔ）

（８）
其中 ［ΔＡ　ΔＢ］＝ＨＦ［Ｅ１　Ｅ２］ （９）
式中　ΔＡ———系统矩阵中未知实矩阵

ΔＢ———控制矩阵中未知实矩阵

Ｆ———不确定矩阵，∈Ｒｉｊ且满足 ＦＦＴ＜Ｉ
Ｅ１、Ｅ２———系统模型中不确定性结构矩阵
Ｈ———有 ＬＥＢＥＳＵＧＥ可测元的未知矩阵

为解决斜拉索 磁流变阻尼器状态空间式（８）
中减振控制器参数摄动问题，选用非脆弱状态反馈

控制，即

ｕ（ｔ）＝（Ｋ１＋ΔＫ１）ｚｑ（ｔ） （１０）

式中　Ｋ１———控制增益，∈Ｒ
ｍ×ｎ

ΔＫ１———控制器参数的增益摄动，∈Ｒ
ｍ×ｎ

为构造控制器增益摄动，选择加法摄动方式，其

表达形式为

ΔＫ１＝Ｍ１Ｆ１（ｔ）Ｎ１　（Ｆ
Ｔ
１（ｔ）Ｆ１（ｔ）≤Ｉ） （１１）

即斜拉索 磁流变阻尼器系统式（８）在非脆弱状态
反馈控制式（１０）作用下，得到系统状态方程

ｚ·ｑ（ｔ）＝［（ＡＣ＋ΔＡＣ）＋
（Ｂ＋ΔＢ）（Ｋ１＋ΔＫ１）］ｚｑ（ｔ）＋ＤＷＫ（ｔ）Ｄ （１２）

其中 ＡＣ＝Ａ＋Ｂ（Ｋ１＋ΔＫ１）

ΔＡＣ＝ＨＦ（ｔ）［Ｅ１＋Ｅ２（Ｋ１＋ΔＫ１）］

式中　ＷＫ（ｔ）———外部激励载荷 ｆ（ｘ）的函数
［１４］

基于此，设计一种多性能指标约束下的非脆弱

减振控制器式（１０），其闭环系统的极点能够配置在
以（－ｑ，０）为圆心、半径为 ｒ的圆盘区域 Ｆ（－ｑ，ｒ）
内，且满足０＜ｒ＜ｑ，以保证减振控制快速性与稳定
性；同时，为解决减振控制系统外界干扰及增益摄动

问题，引入非脆弱控制、Ｈ∞性能指标约束、协方差性
能指标约束，用以减少斜拉索的振幅与振速，且使振

幅、振速稳态协方差矩阵 Ｘ有较小上界。若斜拉
索 磁流变阻尼器减振控制系统稳定，则稳态协方差

可定义为

Ｘ＝ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｅ［ｚｑ（ｔ）ｚ

Ｔ
ｑ（ｔ）］ （１３）

式中　Ｘ———半正定矩阵
且满足

（Ａ＋ΔＡ）ＴＸ＋Ｘ（Ａ＋ΔＡ）＋ＤＷＫＤ
Ｔ＝０（１４）

结合引理，用以设计多性能指标约束的非脆弱

减振控制器

引理１［１５］：给定矩阵 Ａ，其所有特征值均在圆盘
Ｆ（－ｑ，ｒ）中的充要条件是存在适维对称正定矩阵
Ｘ＞０，使得

－ｒＸ ＡＸ＋ｑＸ

ＸＡＴ＋ｑＸ －ｒ[ ]Ｘ
＜０ （１５）

引理２［１６］：给定适维矩阵 Ｑ、Ｈ、Ｅ，对任意满足
ＦＦＴ≤Ｉ的矩阵 Ｆ存在

Ｑ＋ＨＦＥ＋ＥＴＦＴＨＴ＜０ （１６）
当且仅当存在正实数 ε使得

Ｑ＋εＨＨＴ＋ε－１ＥＴＥ＜０ （１７）
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引理３［１７］：若对称矩阵 Ｓ＝
Ｓ１１ Ｓ１２
Ｓ２１ Ｓ[ ]

２２

中的 Ｓ１１、

Ｓ２２分别为非奇异可逆矩阵，则以下 ３个条件等价：

①Ｓ＜０。②Ｓ１１＜０，Ｓ２２－Ｓ
Ｔ
１２Ｓ

－１
１１Ｓ１２＜０。③Ｓ２２＜０，

Ｓ１１－Ｓ１２Ｓ
－１
２２Ｓ

Ｔ
１２＜０。

２　减振控制器设计

２１　常规减振控制器
定理１：对随机载荷 ｆ（ｔ）激励下的减振控制系

统式 （１２），不考虑控制器摄动，能使得控制器
ｕ（ｔ）＝Ｋ１ｚｑ（ｔ）闭环系统极点配置在圆盘区域
Ｆ（－ｑ，ｒ）内，且振幅、振速稳态协方差矩阵 Ｘ有上
界的充要条件是以下矩阵不等式组有可行解

［１８］
。

Ａ＋ＢＫ１＋ＨＦ（ｔ）

Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１＋ｑ[ ]Ｉ Ｑ
Ａ＋ＢＫ１＋ＨＦ（ｔ）

Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１＋ｑ[ ]Ｉ
Ｔ

－ｒ２Ｑ＜０

（１８）
Ａ＋ＢＫ１＋ＨＦ（ｔ）

Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１＋ｑ[ ]Ｉ Ｑ＋Ｑ
Ａ＋ＢＫ１＋ＨＦ（ｔ）

Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１＋ｑ[ ]Ｉ
Ｔ

＋

ＤＷＫＤ＜０ （１９）
Ｑ＞０ （２０）

显然，式（１９）为保证闭环系统极点配置到圆盘
Ｆ（－ｑ，ｒ）区域内，使得减振控制具有快速性与稳定
性；式（１９）保证了振幅与振速方差矩阵有上界，满
足：Ｘ＜Ｑ。式（２０）要求矩阵 Ｑ为正定矩阵。

为便于求解式（１８）～（２０）矩阵不等式方程，利
用矩阵变换和引理将其转换为下 ＬＭＩｓ形式。

定理２：减振控制器 ｕ（ｔ）＝Ｋ１ｚｑ（ｔ）在随机载荷
ｆ（ｔ）的激励下，存在反馈控制增益阵 Ｋ１，使得减振
控制系统极点配置在圆盘区域 Ｆ（－ｑ，ｒ）内且振幅、
振速稳态协方差矩阵 Ｘ有上界的充要条件是：存在
正实数变量 εｉ（ｉ＝１，２，３）和矩阵变量 Ｑ、Ｓ，使 ＬＭＩｓ
有可行解，即

ε１ＨＨ
Ｔ－ｒＱ （Ａ＋ｑＩ）Ｑ＋ＢＳ ０

Ｑ（Ａ＋ｑＩ）Ｔ＋ＳＴＢＴ －ｒＱ ＱＥＴ１＋Ｓ
ＴＥＴ２

０ Ｅ１Ｑ＋Ｅ２Ｓ －ε１











Ｉ

＜０

（２１）

ＡＱ＋ＱＡＴ＋ＢＳ＋ＳＴＢＴ＋ε２ＨＨ
Ｔ＋ＤＤＴ ＱＥＴ１＋Ｓ

ＴＥＴ２
Ｅ１Ｑ＋Ｅ２Ｓ －ε３[ ]Ｉ

＜０

（２２）
Ｑ＞０ （２３）

证明：定义控制增益 Ｋ１＝ＳＱ
－１
，应用引理 １～

３，并参照文献［１９］，可知结论成立。
２２　Ｈ∞减振控制器

定理３：减振控制器 ｕ（ｔ）＝Ｋ１ｚｑ（ｔ）在随机载荷

ｆ（ｔ）激励下，减振控制器极点能够配置在圆盘区域
Ｆ（－ｑ，ｒ）内，系统抗干扰能力‖Ｈ（Ｓ）‖∞ ＜γ，且振幅、
振速稳态协方差矩阵Ｘ有上界的充要条件是存在可配
置正定矩阵Ｑ和反馈增益Ｋ１同时满足

［２０］

Ａ＋ＢＫ１＋ＨＦ（ｔ）

Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１＋ｑ[ ]Ｉ Ｑ
Ａ＋ＢＫ１＋ＨＦ（ｔ）

Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１＋ｑ[ ]Ｉ
Ｔ

－

ｒ２Ｑ＜０ （２４）
Ａ＋ＢＫ１＋ＨＦ（ｔ）

Ｅ１＋Ｅ２Ｋ[ ]
１

Ｔ

Ｑ＋Ｑ
Ａ＋ＢＫ１＋ＨＦ（ｔ）

Ｅ１＋Ｅ２Ｋ[ ]
１

Ｔ

＋

γ－２ＱＣＴＣＱ＋ＤＤＴ＜０ （２５）
Ａ＋ＢＫ１＋ＨＦ（ｔ）

Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１＋ｑ[ ]Ｉ Ｑ＋Ｑ
Ａ＋ＢＫ１＋ＨＦ（ｔ）

Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１＋ｑ[ ]Ｉ
Ｔ

＋

ＤＷＫＤ＜０ （２６）
Ｑ＞０ （２７）

式（２４）～（２７）分别表示闭环系统极点配置到圆盘
Ｆ（－ｑ，ｒ）区域内，以保证减振控制具有快速性与稳定
性；系统抑制外界干扰指标‖Ｈ（Ｓ）‖∞ ＜γ；以及斜拉
索的振幅与振速稳态状态协方差阵有上界且Ｘ＜Ｑ。

利用矩阵变换和引理将其转换为下 ＬＭＩｓ等价
形式。

定理４：减振控制器 ｕ（ｔ）＝Ｋ１ｚｑ（ｔ）在随机载荷
ｆ（ｔ）的激励下，存在反馈控制增益阵 Ｋ１，使得减振
控制系统极点配置在圆盘区域 Ｆ（－ｑ，ｒ）内，系统抑
制外界干扰指标‖Ｈ（Ｓ）‖∞ ＜γ，且振幅、振速稳态
协方差矩阵 Ｘ有上界的充要条件是：存在正实数变
量 εｉ（ｉ＝１，２，３，４，５）、γ和矩阵变量 Ｑ、Ｓ，使线性
ＬＭＩｓ有可行解，即

ε１ＨＨ
Ｔ－ｒＱ （Ａ＋ｑＩ）Ｑ＋ＢＳ ０

Ｑ（Ａ＋ｑＩ）Ｔ＋ＳＴＢＴ －ｒＱ ＱＥＴ１＋Ｓ
ＴＥＴ２

０ Ｅ１Ｑ＋Ｅ２Ｓ －ε１











Ｉ

＜０

（２８）

ＡＱ＋ＱＡＴ＋ＢＳ＋ＳＴＢＴ＋ε２ＨＨ
Ｔ＋ＤＤＴ ＱＣ Ｅ１Ｑ＋Ｅ２Ｓ

ＱＣＴ －γＩ ０

ＱＥＴ１＋Ｓ
ＴＥＴ２ ０ －ε３











Ｉ

＜０

（２９）
ＡＱ＋ＱＡＴ＋ＢＳ＋ＳＴＢＴ＋ε２ＨＨ

Ｔ＋ＤＤＴ ＱＣ Ｅ１Ｑ＋Ｅ２Ｓ

ＱＣＴ －γＩ ０

ＱＥＴ１＋Ｓ
ＴＥＴ２ ０ －ε３









Ｉ

＜０

（３０）
Ｑ＞０ （３１）

　　证明：略。
２３　非脆弱减振控制器

定理５：减振控制闭环系统式（１２）在随机载荷
ｆ（ｔ）的激励下，　控制器参数具有一定的摄动范围，闭
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环极点配置在圆盘区域 Ｆ（－ｑ，ｒ）内，且振幅、振速
稳态协方差矩阵 Ｘ有上界，同时，能够抑制系统外
界干扰指标‖Ｈ（Ｓ）‖∞ ＜γ的条件为存在可配置正

定矩阵 Ｑ和非脆弱减振控制增益 Ｋ１，同时满足
［２１］

（ＡＣ＋ΔＡＣ＋ｑＩ）Ｑ（ＡＣ＋ΔＡＣ＋ｑＩ）
Ｔ－ｒ２Ｑ＜０

（３２）
（ＡＣ＋ΔＡＣ）

ＴＱ＋Ｑ（ＡＣ＋ΔＡＣ）
Ｔ＋γ－２ＱＣＴＣＱ＋

ＤＤＴ＜０ （３３）
（ＡＣ＋ΔＡＣ）

ＴＱ＋Ｑ（ＡＣ＋ΔＡＣ）＋

ＤＷＫＤ
Ｔ＜０ （３４）

Ｑ＞０ （３５）
式（３２）～（３５）分别表示必存在正定矩阵 Ｑ和非脆
弱减振控制器反馈增益 Ｋ１ ＝Ｋ１＋ΔＫ１，使减振控制
系统中的实常数方阵 Ａ的所有特征值均具有负实
　　

部，且可配置到圆盘区域 Ｆ（－ｑ，ｒ）内，以保证减振
控制具有一定的快速性与稳定性；同时，为抑制外界

干扰和斜拉索的振幅、振速，其对应的闭环系统满足

‖Ｈ（Ｓ）‖∞ ＜γ，振幅、振速稳态状态协方差矩阵 Ｘ
和正定矩阵 Ｑ之间的关系也必满足 Ｘ＜Ｑ。

为便于求解，利用矩阵变换和引理将上述矩阵

不等式转换为下 ＬＭＩｓ等价形式。
定理６：若斜拉索 磁流变阻尼器减振控制器

式（１０）中含有加性不确定性式（１１），则闭环系统
式（１２）极点配置于圆盘区域 Ｆ（ｑ，ｒ）内且满足振
幅、振速稳态协方差矩阵 Ｘ有上界，同时，能够抑制
系统外界干扰指标‖Ｈ（Ｓ）‖∞ ＜γ的充要条件为：
存在正实数变量 εｉ（ｉ＝１，２，…，７）、γ和矩阵变量
Ｑ、Ｓ，使得 ＬＭＩｓ有可行解，即

ε１ＨＨ
Ｔ－ｒＱ （Ａ＋ｑＩ）Ｑ＋ＢＳ ０ ε２ＢＭ１ ０

ＱＴ（Ａ＋ｑＩ）Ｔ＋ＳＴＢＴ －ｒＩ ＱＥＴ１＋Ｓ
ＴＥＴ２ ０ ＱＮＴ１

０ Ｅ１Ｑ＋Ｅ２Ｓ －ε１Ｉ ε４Ｅ２Ｍ１ ０

ε２Ｍ
Ｔ
１Ｂ

Ｔ ０ ε２Ｍ
Ｔ
１Ｅ

Ｔ
２ －ε２Ｉ ０

０ Ｎ１Ｑ ０ ０ ε２

















Ｉ

＜０ （３６）

ＡＱ＋ＱＡＴ＋ＢＳ＋ＳＴＢＴ＋ε３ＨＨ
Ｔ＋ＤＤＴ ＱＣＴ ＱＥＴ１＋Ｓ

ＴＥＴ２ ε５ＢＭ１ ＱＮＴ１
ＣＱ －γ２Ｉ ０ ０ ０

Ｅ１Ｑ＋Ｅ２Ｓ ０ －ε４Ｉ ε５Ｅ２Ｍ１ ０

ε５Ｍ
Ｔ
１Ｂ

Ｔ ０ ε５Ｍ
Ｔ
１Ｅ

Ｔ
２ －ε５Ｉ ０

Ｎ１Ｑ ０ ０ ０ －ε５

















Ｉ

＜０ （３７）

ＡＱ＋ＱＡＴ＋ＢＳ＋ＳＴＢＴ＋ε６ＨＨ
Ｔ＋ＤＷＫＤ

Ｔ ＱＥ１＋Ｓ
ＴＥＴ２ ０ ＱＮＴ１

Ｅ１Ｑ＋Ｅ２Ｓ －ε６Ｉ ε７Ｅ２Ｍ１ ０

０ ＭＴ
１Ｅ

Ｔ
２ －ε７Ｉ ０

Ｎ１Ｑ ０ ０ －ε７δ













Ｉ

＜０ （３８）

Ｑ＞０ （３９）
式中，Ｓ＝Ｋ１Ｑ，则在含有加性不确定摄动系统式（１１）

中，其名义控制增益为 Ｋ１＝ＳＱ
－１
。

证明：根据引理１、引理２，表征快速性与稳定性
圆盘极点约束性能指标式（３２）等价为

ε１ＨＨ
Ｔ－ｒＱ （Ａ＋ＢＫ１）Ｑ＋ｑＩ ０

Ｑ（Ａ＋ＢＫ１）
Ｔ＋ｑＩ －ｒＱ Ｑ（Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１）

Ｔ

０ （Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１）Ｑ －ε１











Ｉ

＋

ＢＭ１

０
Ｅ２Ｍ









１

Ｆ１（ｔ）［０ Ｎ１Ｑ ０］＋

ＢＭ１

０
Ｅ２Ｍ









１

Ｆ１（ｔ）［０ Ｎ１Ｑ ０










］

Ｔ

＜０

由引理（２）可得

ε１ＨＨ
Ｔ－ｒＱ （Ａ＋ＢＫ１）Ｑ＋ｑＩ ０

Ｑ（Ａ＋ＢＫ１）
Ｔ＋ｑＩ －ｒＱ Ｑ（Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１）

Ｔ

０ （Ｅ１＋Ｅ２Ｋ１）Ｑ －ε１











Ｉ

＋ε２

ＢＭ１
０
Ｅ２Ｍ









１

［ＭＴ１Ｂ
Ｔ ０ ＭＴ１Ｅ

Ｔ
２］＋ε

－１
２

０

ＱＮＴ１








０

［０ Ｎ１Ｑ ０］＜０
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　　令 Ｓ＝Ｋ１Ｑ，根据引理 ３可证得与不等式（３２）
等价条件式（３６）。此外，为抑制外界对减振控制系
统干扰，引入 Ｈ∞性能指标约束式（３３），并结合引
理１～３，可证得等价条件式（３７）。同理可证斜拉索
振幅、振速稳态协方差约束式（３４）等价于式（３８）。

若要进一步优化减振控制器增益及抑制扰动的

Ｈ∞性能指标 γ，需结合凸优化方法，以解决系统 Ｈ∞
性能指标 γ、圆盘极点可配置、振幅和振速稳态协方
差性能指标约束下的极小值问题。

２４　凸优化问题求解
假设在非脆弱控制下能同时满足 Ｈ∞性能指标

约束、圆盘极点性能指标约束和方差性能指标约束，

由定理６可知，式（３６）～（３９）必有可行解，其不仅
使 Ｈ∞性能指标 γ较小，且其稳态状态方差性能指

标的上界与极点性能指标有相容的较小上界
［２２］
，即

ｍｉｎ｛ｔｒＱ｝：（Ｑ，Ｓ，ε１，ε２，…，ε７，γ
２
）

　　ｓ．ｔ．（式（３６）～（３９{ ））
（４０）

令（ＱＬ，ＳＬ，ε１Ｌ，ε２Ｌ，…，ε７Ｌ，γ
２
Ｌ）为上述极值问题

的相应极小值，若给定方差上界 σ２＞ｄｉａｇ（ＱＬ），则
式（３６）～（３９）必有可行解。于是，在给定 Ｈ∞性能
指标 γ、极点配置性能指标和方差上界性能指标
σ２＞ｄｉａｇ（ＱＬ）时，则定理７成立。

定理７：若减振控制器闭环系统式（１２）极点可
配置，取 Ｈ∞性能指标 γ、圆盘极点性能指标以及振

速、振幅稳态协方差性能指标，则满足 σ２＞ｄｉａｇ（ＱＬ）

的方差上界指标 σ２与区域极点指标 Ｆ（－ｑ，ｒ）相
容，即

ｍｉｎ｛γ２｝：（Ｑ，Ｓ，ε１，ε２，…，ε７，γ
２
）

　　ｓ．ｔ．（式（３６）～（３９），Ｑ＜Ｑ０{ ）
（４１）

３　仿真实例

３１　系统状态空间方程矩阵参数
以浙江省某跨海大桥 Ｃ２２（长索）和Ｃ１３（短索）

斜拉索为实例验证。磁流变阻尼器安装方式如图 １
所示。斜拉索与 ＭＲ ６０型磁流变阻尼器相互垂直
于连接处，且对称安装在距离桥面高１８ｍ位置。

ＭＲ ６０型磁流变阻尼器最大工作电流为２Ａ，最
大阻尼力为８ｋＮ，部分工况参数［２３］

如表１所示。

表 １　ＭＲ ６０型磁流变阻尼器工况参数

Ｔａｂ．１　ＷｏｒｋｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＭＲ ６０

ｍａｇｎｅｔｏｒｈｅｏｌｏｇｉｃａｌｄａｍｐｅｒ

部件 材料
比热容／

（Ｊ·（ｋｇ·Ｋ）－１）

导热系数／

（Ｗ·（ｍ２·Ｋ）－１）
活塞 纯铁 ４５５ ８１１
永磁 磁铁 ５０２ ９
线圈 铜 ３９０ ３９３
磁液 ＳＧ ＭＲＦ２０３５ １３６０ １

　　斜拉索材料选用镀锌钢丝，其弹性模量为
２００ＧＰａ，Ｃ２２和Ｃ１３斜拉索基本参数如表２、３所示。

表 ２　Ｃ２２斜拉索基本参数

Ｔａｂ．２　ＢａｓｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＣ２２ｓｔａｙｃａｂｌｅ

参数
索长／

ｍ

直径／

ｍ

索力／

ｋＮ

倾角／

（°）

单位质量／

（ｋｇ·ｍ－１）

数值 ２２１２６ ０１５１ ４９２５ ３０８３ ８０１

表 ３　Ｃ１３斜拉索基本参数

Ｔａｂ．３　ＢａｓｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＣ１３ｓｔａｙｃａｂｌｅ

参数
索长／

ｍ

直径／

ｍ

索力／

ｋＮ

倾角／

（°）

单位质量／

（ｋｇ·ｍ－１）

数值 １５９３８ ０１２７ ３６５３ ３７５５ ５６５

　　结合式（８），取形函数数目 ｎ＝２［９］，可计算得
Ｃ２２和 Ｃ１３号斜拉索参数矩阵 Ｍ、Ｋ、Ｃ和 Ａ、Ｂ、Ｄ
及 ＷＫ为

ＭＣ２２＝
０１６２４ －０００１３[ ]－０００１３ ０６５４２

ＫＣ２２＝
－０００２０ ０００９８[ ]０００９８ ０６４３１

ＣＣ２２＝
０００５０ ０[ ]０ ００１６８

Ｃ２２＝［１００００ ０１６４３］

ＭＣ１３＝
０１１４５ －０００１０[ ]－０００１０ ０４６５０

ＫＣ１３＝
－０００１８ ０００７３[ ]０００７３ ０４７６９

ＣＣ１３＝
０００６９ ０[ ]０ ００２３３

Ｃ１３＝［１００００ ０１９１９］

ＡＣ２２＝

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

００１４７ －００６８２ －００３０８ －０００１０













－００１４９ －０９８３２ －００００１ －００２５７

ＢＣ２２＝

０
０

８１１９７













０４１４９

　ＤＣ２２＝

０ ０
０ ０

６１５７７ ００１２９













００１２９ １５１６８

ＡＣ１３＝

０ ０ １ ０
０ ０ ０ １

００１５６ －００７２７ －００６０３ －００００４













－００１５７ －１０２５７ －００００１ －００５０１

ＢＣ１３＝

０
０

１１５１６９













０５８５８

　ＤＣ１３＝

０ ０
０ ０

８７３３８ ００１８８













００１８８ ２１５０６

ＷＫ＝０１００２
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３２　系统不确定参数及控制器增益摄动不确定性
参数

考虑到实际的工程环境、斜拉索模型的非线性

和增益摄动范围等因素，引入 ５％不确定性误差作
为模型输入矩阵和控制器参数摄动误差，则

Ｈ＝Ｆ＝ｄｉａｇ

－０３６６９－１９１５ｉ
－０３６６９＋１９１５ｉ
－１２３０００－１０１ｉ
－１２３０００＋１０１













ｉ

Ｔ

Ｅ１＝

０ ０ ００５００ ０
０ ０ ０ ００５００

－０００２５ －０００９７ －０００２４ ００００１













－０００２９ －００５４０ ０ －０００１９

Ｅ２＝

０
０

０２７１４













００１６４

由于非脆弱减振控制器增益 Ｋ１ 在实际执行时

为
［２４－２５］

Ｋ１ ＝Ｋ１＋ｒ１（ｔ）ΔＫ

１ ＋ｒ２（ｔ）ΔＫ


２ ＋ｒ３（ｔ）ΔＫ


３ ＋

ｒ４（ｔ）ΔＫ

４

其中　ΔＫ１ ＝［１　０　０　０］　ΔＫ

２ ＝［０　１　０　０］

ΔＫ３ ＝［０　０　１　０］　ΔＫ

４ ＝［０　０　０　１］

－１≤ｒｉ≤１　（ｉ＝１，２，３，４）
则可定义矩阵

Ｆ（ｔ）＝ｄｉａｇ［ｒ１（ｔ）　ｒ２（ｔ）　ｒ３（ｔ）　ｒ４（ｔ）］
同时，考虑到５％输入误差，则取
Ｍ１＝［００５ ００５ ００５ ００５］

Ｎ１＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

利用Ｍａｔｌａｂ并结合定理２、定理４、定理６、定理７
可得Ｃ２２、Ｃ１３号斜拉索相应控制器增益及抗扰指标γ。

常 规 减 振 控 制 器 增 益 为： Ｋ１Ｃ２２ ＝
［－０４３１６ ００２６５ －０５００９ －００６８０］；Ｋ１Ｃ１３ ＝
［－０３２８９ ００１１４ －０３６０５ －００４０７］。

Ｈ∞减振控制器增益及抗扰指标 γ为：Ｋ２Ｃ２２ ＝
［－０４１７５　０００７８　 －０４９５２　 －００５１４］；
Ｋ２Ｃ１３＝［－０３４８１　０００１４　 －０３６６７　 －００３３０］；
γＣ２２ｍｉｎ＝２１２１４、γＣ１３ｍｉｎ＝２１４３１，取 Ｈ∞性能指标
γＣ２２＝γＣ１３＝３。

非脆弱减振控制器增益及抗扰指标为：Ｋ３Ｃ２２＝
［－０５１２５　 －０９０５９　 －０５６６４　１１５１１］；
Ｋ３Ｃ１３＝［－０３８７３　 －０５６０３　 －０４１０４　０６７３９］；
γＣ２２ｍｉｎ＝１２５１９；γＣ１３ｍｉｎ＝１７１６９，取 Ｈ∞性能指标
γＣ２２＝γＣ１３＝２。

非脆弱减振控制器控制下的极点与常规减振控

制器、Ｈ∞减振控制器控制下的极点能够配置在同一
圆盘 Ｆ（－２，１）内，得到极点分布图如图２、３所示。

图 ２　Ｃ２２号斜拉索 ３种不同减振控制系统闭环极点分布图

Ｆｉｇ．２　ＣｌｏｓｅｄｌｏｏｐｐｏｌｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｉｂｒａｔｉｏｎｄａｍｐｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｓｆｏｒＣ２２ｓｔａｙｃａｂｌｅ

图 ３　Ｃ１３号斜拉索 ３种不同减振控制系统闭环极点分布图

Ｆｉｇ．３　ＣｌｏｓｅｄｌｏｏｐｐｏｌｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｒｅｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｉｂｒａｔｉｏｎｄａｍｐｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｓｆｏｒＣ１３ｓｔａｙｃａｂｌｅ
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　　以不同均值高斯白噪声（ＷＫ＝０１００２、２ＷＫ＝
０２００４）分别表示不同随机载荷扰动，通过 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ
仿真计算，获得３种不同减振控制器在不同随机扰
　　

动、不同振动状态下的零输入响应曲线，如图 ４、５
所示。

　　由图４、５可知，常规减振控制器指仅含极点配
　　

图 ４　随机扰动为 ０１００２时 Ｃ２２号与 Ｃ１３号斜拉索不同状态零响应输入曲线

Ｆｉｇ．４　ＺｅｒｏｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｐｕｔｃｕｒｖｅｓｏｆＣ２２ａｎｄＣ１３ｓｔａｙｃａｂｌｅｓｗｉｔｈｒａｎｄｏｍｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓａｔ０１００２
　

置性能指标约束、稳态协方差性能指标约束的闭环

控制系统；Ｈ∞减振控制器指同时拥有 Ｈ∞性能指标
约束、极点配置性能指标约束、稳态协方差性能指标

约束的闭环控制系统；非脆弱减振控制器指闭环系

统不仅满足 Ｈ∞性能指标约束、极点配置性能指标
约束、稳态协方差性能指标约束，且求取的反馈控制

矩阵 Ｋ１在一定的摄动范围内仍能使减振控制器闭
环系统保持稳定。此外，Ｚ１、Ｚ２表示系统在减振控
制器作用下振动幅值的响应状态；Ｚ３、Ｚ４表示系统
在减振控制器作用下振动速度的响应状态。

３３　仿真分析比较
通过对比 Ｈ∞减振控制器及非脆弱减振控制器

抗扰性能指标值 γ可知，非脆弱减振控制器闭环系
统拥有较小的抗扰指标值。同时，由图 ２、３分析可

知，在非脆弱控制及多性能指标约束作用下（Ｈ∞性
能指标约束、圆盘极点约束、稳态协方差性能指标约

束），非脆弱减振控制器闭环系统的极点与常规减

振控制器闭环系统的极点、Ｈ∞减振控制器闭环系统
的极点能配置在同一圆盘 Ｆ（－２，１）内，使得系统
的稳定性得以保证。

此外，由图４、５知，在 ＷＫ及 ２ＷＫ２种强度的随
机载荷扰动下，Ｃ２２号与 Ｃ１３号斜拉索在 Ｈ∞减振控
制器控制下的不同振动状态比常规减振控制器控制

下的振动幅值和振动速度的收敛时间有所降低，但

减少量不太明显，且收敛时间均在 １５０ｓ后；而在非
脆弱减振控制器控制下的不同振动状态的振动幅值

和振动速度在 ７０～８０ｓ内已收敛。同时，在 ＷＫ＝
０１００２和 ２ＷＫ＝０２００４随载荷扰动下，Ｃ２２号索
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图 ５　随机扰动为 ０２００４时 Ｃ２２号与 Ｃ１３号斜拉索不同状态零响应输入曲线

Ｆｉｇ．５　ＺｅｒｏｒｅｓｐｏｎｓｅｉｎｐｕｔｃｕｒｖｅｓｏｆＣ２２ａｎｄＣ１３ｓｔａｙｃａｂｌｅｓｗｉｔｈｒａｎｄｏｍｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｓａｔ０２００４
　

振幅降低 ５７８０５％，收敛时间缩短 ５６７０５％；Ｃ１３
号索振幅降低７４３９５％，收敛时间缩短７７８４５％。

４　结论

（１）将非脆弱控制和 Ｈ∞性能指标约束、圆盘极

点性能指标约束及稳态协方差性能指标约束相结

合，应用到斜拉索减振控制器的设计方法中，既能保

证减振控制系统的快速性与稳定性，改善减振控制

　　

器参数易发生摄动的状况，也抑制了外界扰动对减

振控制系统的影响，具有较好的抗扰性能。

（２）在不同随机载荷扰动下，多性能指标约束
下的非脆弱减振控制器能有效抑制外界干扰，使斜

拉索减振控制系统保持稳定。实例仿真表明，Ｃ２２
号索振幅降低 ５７８０５％，收敛时间缩短 ５６７０５％；
Ｃ１３号 索 振 幅 降 低 ７４３９５％，收 敛 时 间 缩 短
７７８４５％，具有良好的工程应用价值。
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