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摘要：求解具有解析式位置正解且部分运动解耦的并联机构，有利于后续的误差分析、动力学分析、运动轨迹规划

与控制等。基于方位特征方程（ＰＯＣ）的并联机构设计理论与方法，设计了两种具有解析式位置正解且部分运动解

耦的 ２Ｔ１Ｒ并联机构，并对这两种机构进行了方位特征、自由度及耦合度等主要拓扑性能分析；提出基于拓扑特征

的运动学建模与求解方法，并据此求解了两种机构的解析式位置正解；基于导出的位置反解，分析了两种机构工作

空间、奇异位形、动平台的速度与加速度变化规律。最后比较了两种机构的运动性能，选择了优选机型。为优选机

型的动力学分析与样机研制提供了理论基础。
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０　引言

三自由度的三维纯平移和三维纯转动并联机构

已得到较多的研究与应用
［１－４］

。而具有转动和移动

混合输出的三自由度并联机构因驱动元件少、制造

容易、结构紧凑等特点，在空间抓取、调姿、定位等实

际操作中也具有较高的研究价值和应用前景
［５－８］

。

目前，对两平移一转动（２Ｔ１Ｒ）并联机构研究相



对较少，但这类机构可用于空间抓放定位操作或娱

乐、调 姿 装 备 等。 ＷＡＮＧ 等［９］
提 出 了 一 种

Ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ型两平移一转动并联机构；ＫＯＮＧ等［１０］
、

杨宁等
［１１］
分别基于螺旋理论对 ２Ｔ１Ｒ型并联机构

的结构综合进行了研究；ＲＥＦＡＡＴ等［１２］
根据位移李

群理论对三自由度运动并联机构进行型综合研究；

张彦斌等
［１３］
根据线性变换理论，对无奇异完全各向

同性２Ｔ１Ｒ型空间并联机构进行了结构综合；杨廷
力等

［１４－１６］
基于单开链单元理论对 ２Ｔ１Ｒ型并联机

构进行了型综合，得到多种含有平面闭回路结构的

新型机构；余顺年等
［１７］
提出了一种以两平移一转动

并联机构为主体的串并联中医推拿机器人机型。

上述大多数 ２Ｔ１Ｒ机构不具有解析式位置正
解，给后续研究（误差分析、动力学正解求解以及实

时运动控制等）带来了困难。因此，具有解析式位

置正解的并联机构的拓扑设计与分析，一直是机构

学研究的方向之一，目前设计的具有解析式位置正

解的并联机构拓扑类型较少。沈惠平等
［１８］
发现，机

构耦合度 κ＝０时可容易地直接求解６ ＳＰＳ并联机
构的解析正解，并提出按机构耦合度 κ分类求解６
ＳＰＳ并联机构位置正解全部实数解的数值法；尤晶
晶等

［１９］
提出了一种 １２ ６台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ冗余并联

机构，并推导了适用于实时反馈控制的正向运动学

全解析算法。

本文基于方位特征（ＰＯＣ）的并联机构设计理论
与方法

［１４－１６］
，提出两种低耦合度（κ＝１）的 ２Ｔ１Ｒ并

联机构，给出这两种机构的４个主要拓扑特性（ＰＯＣ
集、自由度、耦合度、运动耦合性），并对其运动学

（位置正逆解求解、工作空间、奇异位形以及速度、

加速度）进行计算分析与比较。

１　机型设计与运动学建模

１１　机型设计
根据基于方位特征（ＰＯＣ）方程的并联机构拓扑

结构设计理论
［１４－１６］

，提出了一类两种 ２Ｔ１Ｒ三自由
度并联机构，如图１所示。静平台 ０上的移动副 Ｐ２
与 Ｐ３为沿 Ｙ轴方向的共轴线布置，移动副 Ｐ１与 Ｐ２
平行。

机构１的拓扑结构设计如图１ａ所示：
（１）右侧两滑块（Ｐ２、Ｐ３）平面六杆机构（记作：

２Ｐ４Ｒ）回路的中间构件 ９上，串联两个轴线相互平
行的转动副 Ｒ１与 Ｒ２，且 Ｒ２副与动平台 １相连，得到
第Ⅰ个混合支链（ＨＳＯＣ１）。

（２）左侧支链由一个滑块（Ｐ１）与一个 ４Ｒ平行
四边形机构（Ｒａ１Ｒｂ１Ｒｃ１Ｒｄ１）及转动副 Ｒ３串联而成，
且 Ｒ３副与动平台 １相连，得到第Ⅱ个混合支链

图 １　具有解析式位置正解的 ２Ｔ１Ｒ并联机构

Ｆｉｇ．１　２Ｔ１ＲＰＭｓｗｉｔｈａｎａｌｙｔｉｃｐｏｓｉｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎ
　
（ＨＳＯＣ２）。

（３）机构运动时，两滑块平面六杆机构 ２Ｐ４Ｒ始
终与平行四边形机构的运动平面 ＹＯＺ平行。

而机构２的拓扑结构设计，如图１ｂ所示：
（１）右侧２Ｐ４Ｒ平面六杆机构的中间构件 ９通

过串联一个转动副 Ｒ１，直接与动平台 １相连，得到
第Ⅰ个混合支链（ＨＳＯＣ１）。

（２）左侧支链由一个滑块（Ｐ１）、转动副 Ｒ３、４Ｒ
平行四边形机构及转动副 Ｒ２串联而成，且 Ｒ３‖Ｒ２，
Ｒ２副与动平台 １相连，得到第 Ⅱ 个混合支链
（ＨＳＯＣ２）。

可见，机构１和机构２的主要区别在于：３个平
行轴线被动转动副（Ｒ１、Ｒ２、Ｒ３）的位置发生了变换，
其余没变。

１２　基于拓扑特征的运动学建模方法
基于拓扑特征的机构运动学建模方法基本思

路：首先进行机构的拓扑分析，揭示其拓扑特征；再

利用这些拓扑特征，进行运动学方程建模与求解；这

种建模方法的优点在于：拓扑特征的利用，等于增加

了运动方程数目，从而使方程求解方便。

１２１　机构的 ＰＯＣ集计算
机构 ＰＯＣ方程为［１４］

Ｍｂｉ＝∪
ｋ

ｊ＝１
ＭＳｊ （１）

ＭＰａ＝∩
ｎ

ｉ＝１
Ｍｂｉ （２）

式中　ＭＳｊ———当支链中第 ｊ个子 ＳＯＣ的 ＰＯＣ集
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Ｍｂｉ———第 ｉ条支链末端的 ＰＯＣ集
ＭＰａ———机构动平台的 ＰＯＣ集

机构 ＰＯＣ集确定如下：
（１）支链拓扑结构
混合支链Ⅰ中，２Ｐ４Ｒ平面六杆机构中间杆 ９的

输出运动显然为两平移一转动（２Ｔ１Ｒ），与 Ｒ１‖Ｒ２
串联后，其末端的输出为三平移两转动（３Ｔ２Ｒ）；混
合支链Ⅱ中，Ｐ１副与一个 ４Ｒ平行四边形机构及 Ｒ３
副串联，显然，其末端输出运动为两平移一转动

（２Ｔ１Ｒ）。故混合支链Ⅰ、Ⅱ的拓扑结构等效地记为
ＨＳＯＣ１｛－（Ｐ

（２Ｐ４Ｒ）
２ －Ｐ（２Ｐ４Ｒ）３ ）⊥Ｒ（２Ｐ４Ｒ）⊥Ｒ１‖Ｒ２－｝

ＨＳＯＣ２｛－Ｐ１（⊥Ｐ
（４Ｒ）
）‖Ｒ３－｝

（２）选定动平台１上的 Ｏ′点作为基点。
（３）混合支链Ⅰ、Ⅱ末端构件的 ＰＯＣ集确定
由式（１）可得

ＭⅠ ＝
ｔ２（‖（ＹＯＺ））

ｒ１（‖Ｒ２２[ ]）
∪
ｔ２（‖（ＸＯＺ））

ｒ１（‖Ｒ２[ ]）
＝

ｔ３

ｒ２（‖（Ｒ２２，Ｒ２[ ]））
ＭⅡ ＝

ｔ１（‖Ｐ１）∪ｔ
１
（⊥Ｐ１）

ｒ１（‖Ｒ３







）
＝
ｔ２（‖（ＹＯＺ））

ｒ１（‖Ｒ３[ ]）

（４）动平台 ＰＯＣ集确定
由式（２）可得

ＭＰａ＝ＭⅠ∩ＭⅡ ＝
ｔ２（‖（ＹＯＺ））

ｒ１（‖Ｒ１[ ]）
（３）

由此可知，机构动平台 １产生 ＹＯＺ平面内的两
维移动，以及绕转动副 Ｒ１轴线的一维转动。而混合
支链Ⅰ中的中间杆 ９在混合支链Ⅱ的作用下，只存
在沿 Ｙ、Ｚ轴方向的移动（即中间杆 ９的运动始终平
行于静平台），这个特殊的拓扑结构是求解本机构

解析式位置正解的关键。

１２２　机构的自由度分析
并联机构全周性 ＤＯＦ公式［１４－１５］

为

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

ｖ

ｊ＝１
ξｊ （４）

其中 ξｊ＝ｄｉｍ { (． ∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂ )ｉ ∪Ｍｂ（ｊ＋１ }） （５）

ｖ＝ｍ－ｎ＋１
式中　Ｆ———机构自由度

ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度
ｍ———运动副数　　ｎ———构件数
ｖ———独立回路数
ξｊ———第 ｊ个独立回路的独立位移方程数

∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂｉ———前 ｊ条支链组成的子并联机构

ＰＯＣ集

Ｍｂ（ｊ＋１）———前ｊ＋１条支链末端构件的ＰＯＣ集
混合支链Ⅰ中，２Ｐ４Ｒ六杆平面机构为第１个独立回

路，即Ｌｏｏｐ１｛－（Ｐ
（２Ｐ４Ｒ）
２ －Ｐ（２Ｐ４Ｒ）３ ）⊥Ｒ（２Ｐ４Ｒ）－｝，显然，其

独立位移方程数 ξ１＝３。
由混合支链 ＨＳＯＣ２及子串 Ｒ１‖Ｒ２构成第２个回

路，记作Ｌｏｏｐ２｛－Ｐ１（⊥Ｐ
（４Ｒ）
）‖Ｒ３‖Ｒ２‖Ｒ１－｝，其独

立位移方程数 ξ２，由式（５）可得

ξ２＝ｄｉｍ．ＭⅡ∪Ｍ{ }Ⅰ ＝

ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ２（‖（Ｒ３２，Ｒ２[ ]{ }））
＝５

由式（４）可得并联机构自由度为

Ｆ＝∑
３

ｉ＝１
ｆｉ－∑

３

ｊ＝１
ξｊ＝（６＋５）－（３＋５）＝３

因此，该机构自由度为 ３，当取静平台 ０上的移
动副 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３为驱动副时，动平台 １可实现两平移
一转动的运动输出。

当３个移动副以相同的速度运动时，该机构可
实现大范围的操作移动；而当其取不同的速度时，可

实现小范围内的三平移精确作业。因此，该机构适

合于长度方向较大尺寸工件的搬运、抓取、上下料等

操作。

１２３　机构耦合度计算
由基于单开链（ＳＯＣ）的机构组成原理［２０］

可知，

任一机构可分解为约束度为正、零、负的３种有序单
开链（ＳＯＣ），第 ｊ个 ＳＯＣｊ的约束度定义为

Δｊ＝∑
ｍｊ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｊ－ξｊ （６）

其中 Δｊ＝

Δ＋ｊ ＝１，２，３，…

Δ０ｊ＝０

Δ－ｊ ＝－１，－２，－３
{

，…

式中　ｍｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的运动副数
Ｉｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的驱动副数

一组有序的 ｖ个 ＳＯＣ可划分为若干个最小的
子运动链 ＳＫＣ（Ｓｕｂｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｃｈａｉｎ），每个 ＳＫＣ仅
含一个自由度为零的基本运动链（ＢＫＣ）［１６］，对一个
ＳＫＣ而言，须

∑
ｖ

ｊ＝１
Δｊ＝０ （７）

因此，ＳＫＣ耦合度 κ定义为

κ＝Δ＋ｊ ＝｜Δ
－
ｊ｜＝

１
２ {ｍｉｎ∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ }｜ （８）

式中 {　ｍｉｎ∑
ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ }｜———ＳＫＣ分解为ｖ个ＳＯＣ（Δｊ），

有 多 种 分 配 方 案，取

（∑｜Δｊ｜）为最小者

００４ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０２０年



耦合度 κ的物理意义：①κ反映了 ＳＫＣ内各回
路变量之间的关联、依赖程度，且已证明：κ越大，机
构运动学、动力学问题求解的复杂度越高。②机构
的位置正解求解可转换为其各个 ＳＫＣ的位置求解。
③对于 κ＝０的 ＳＫＣ，其每个回路的运动量解析解都
能独立求出；若 κ＞０，表明 ＳＫＣ的运动量需多个回
路方程联立求解，可用数值法或代数法求得其位置

正解。

１２２节已分别求得该机构两个回路的 ξ值，
即 ξ１＝３、ξ２＝５，由式（６）可得约束度分别为

Δ１＝∑
ｍ１

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ１－ξ１＝６－２－３＝１

Δ２＝∑
ｍ２

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ２－ξ２＝５－１－５＝－１

于是，由式（８）可得

κ＝１２∑
ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ｜＝

１
２
（｜＋１｜＋｜－１｜）＝１

该机构只含有一个 ＳＫＣ，且该 ＳＫＣ耦合度 κ＝
１。因此，该机构位置正解时，仅需在约束度为正值
（Δｊ＞０）的回路 Ｌｏｏｐ１上设定一个虚拟变量；然后，
在约束度为负值（Δｊ＜０）的回路 Ｌｏｏｐ２上建立一个
含这个虚拟变量的位置约束方程，从而求得该机构

的位置正解。

但由于此机构具有特殊的拓扑约束，可直接通

过约束度为负值（Δｊ＜０）的回路 Ｌｏｏｐ２作用于约束
度为正值（Δｊ＞０）的回路 Ｌｏｏｐ１的几何约束（即杆 ９
的运动始终平行于静平台），可直接从 Ｌｏｏｐ１中求出
该虚拟变量，从而直接求得其解析式位置正解。

２　位置分析

２１　坐标系建立与参数标注
如图 ２ａ所示，设机构静平台 ０为宽度 ２ｌ１的矩

形，静平台０上３个移动副的位置分别为 Ａ１、Ａ２、Ａ３。
在静平台 ０建立 ＯＸＹＺ坐标系，Ｏ为静平台的几何
中心，Ｘ轴与 ｌＡ２Ａ３连线垂直，Ｙ轴与 ｌＡ２Ａ３连线平行；在
动平台１建立 Ｏ′Ｘ′Ｙ′Ｚ′坐标系，Ｏ′为动平台 １的中
心，Ｘ′轴与 ｌＥ１Ｄ１共线，Ｙ′轴与 ｌＥ１Ｄ１垂直，Ｚ、Ｚ′轴由右
手笛卡尔坐标系法则确定。设 ｌＢ３Ｃ３与 Ｙ轴正方向的
夹角为虚拟角 δ。

机构 ＸＯＺ投影图如图 ２ｂ所示，ｌＤ２Ｅ１、ｌＥ１Ｄ１与 Ｘ
轴正方向的夹角分别为 α、β。

该机构结构参数为：动平台上 ｌＥ１Ｄ１ ＝ｌ８，ｌＡｉＢｉ＝
ｌｉ（ｉ＝１，２，３）；第１条混合支链中ｌＢ２Ｃ２＝ｌＢ３Ｃ３＝ｌ５，ｌＣ２Ｄ２＝
ｌＤ２Ｃ３＝ｌ６，ｌＤ２Ｅ１ ＝ｌ７；第 ２条混合支链中 ｌＢ１Ｃ１ ＝ｌ４，
ｌＣ１Ｄ１＝ｌ９＝０。

在静坐标系 ＯＸＹＺ下，易知 Ａｉ、Ｂｉ（ｉ＝１，２，３）点

图 ２　机构 １运动学建模

Ｆｉｇ．２　ＫｉｎｅｍａｔｉｃｓｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆＰＭ１
　
的坐标分别为 Ａ１＝（ｌ１，ｙＡ１，０）、Ａ２＝（－ｌ１，ｙＡ２，０）、
Ａ３＝（－ｌ１，ｙＡ３，０）；Ｂ１＝（ｌ１，ｙＡ１，ｌ３）、Ｂ２＝（－ｌ１，ｙＡ２，
ｌ３）、Ｂ３＝（－ｌ１，ｙＡ３，ｌ３）。
２２　位置正解求解

已知：静平台 ０上 Ａｉ（ｉ＝１，２，３）的位置 ｙＡ１、

ｙＡ２、ｙＡ３，求：动平台 １上 Ｏ′的坐标（ｘ０，ｙ０，ｚ０）和姿
态角 β。

（１）约束度为正的第１回路（Ｌｏｏｐ１）的求解
由１２１节可知，机构运动过程中，由机构特殊

的拓扑约束，即 ２Ｐ４Ｒ平面机构的中间构件 ９始终
平行于静平台０，即 ｌＣ２Ｃ３‖ｌＡ２Ａ３，则有

ｚＣ２＝ｚＣ３ （９）

因此，点 Ｃ２、Ｃ３及 Ｄ２的坐标分别为
Ｃ２＝（－ｌ１，ｙＡ３＋ｌ５ｃｏｓδ－２ｌ６，ｌ３＋ｌ５ｓｉｎδ）

Ｃ３＝（－ｌ１，ｙＡ３＋ｌ５ｃｏｓδ，ｌ３＋ｌ５ｓｉｎδ）

Ｄ２＝（－ｌ１，ｙＡ３＋ｌ５ｃｏｓδ－ｌ６，ｌ３＋ｌ５ｓｉｎδ
{

）

由几何约束条件 ｌＢ２Ｃ２＝ｌ５，建立机构位置方程，
整理并化简得

Ａｃｏｓδ＋Ｂ＝０
令 ｔａｎ（δ／２）＝ｐ，则有

δ＝２ａｒｃｔａｎ± Ａ２－Ｂ槡
２

Ａ－Ｂ
（１０）

其中 Ａ＝２ｌ５　Ｂ＝ｙＡ３－２ｌ６－ｙＡ２
这样，约束度为正的第１回路 Ｌｏｏｐ１上的特殊几

何约束（ｚＣ２＝ｚＣ３）可以直接应用于约束度为负的第
２回路 Ｌｏｏｐ２，这是直接求出虚拟角 δ解析解的
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关键。

（２）约束度为负的第２回路（Ｌｏｏｐ２）的求解
在第２回路 Ａ１ Ｂ１ Ｃ１ Ｄ１ Ｅ１ Ｄ２中，由点

Ｄ２可求出点 Ｅ１的坐标为（－ｌ１＋ｌ７ｃｏｓα，ｙＡ３＋ｌ５ｃｏｓδ－
ｌ６，ｌ３＋ｌ５ｓｉｎδ＋ｌ７ｓｉｎα），Ｃ１、Ｄ１坐标为（－ｌ１＋ｌ７ｃｏｓα＋
ｌ８ｃｏｓβ，ｙＡ３＋ｌ５ｃｏｓδ－ｌ６，ｌ３＋ｌ５ｓｉｎδ＋ｌ７ｓｉｎα＋ｌ８ｓｉｎβ）。
同时，可计算得 Ｏ′点的坐标

Ｏ′＝

ｘ０
ｙ０
ｚ











０

＝

ｘＥ１＋
ｌ８ｃｏｓβ
２

ｙＥ１

ｚＥ１＋
ｌ８ｓｉｎβ















２

（１１）

由几何条件 ｌＢ１Ｃ１＝ｌ４，建立位置方程

（ｘＣ１－ｘＢ１）
２＋（ｙＣ１－ｙＢ１）

２＋（ｚＣ１－ｚＢ１）
２＝ｌ２４

化简可得

ｌ７ｓｉｎα＋ｌ８ｓｉｎβ＝ｔ （１２）

其中 ｔ＝± Ｈ槡 ２－Ｈ１
Ｈ１＝ｌ５ｓｉｎδ　Ｈ２＝ｌ

２
４－（ｙＡ１－ｙＤ２）

２

机构运动时，由于点 Ｂ１和 Ｃ１的 Ｘ轴方向的位
置相同（ｘＢ１＝ｘＣ１），因此，恒有

ｌ７ｃｏｓα＋ｌ８ｃｏｓβ＝２ｌ１ （１３）
然后，由式（１１）、（１２）消除 α，则有

Ｄｓｉｎβ＋Ｅｃｏｓβ＋Ｆ＝０
令 ｔａｎ（β／２）＝ｕ，则有

β＝２ａｒｃｔａｎＤ± Ｄ２＋Ｅ２－Ｆ槡
２

Ｅ－Ｆ
（１４）

其中　Ｄ＝２ｌ８ｔ　Ｅ＝４ｌ１ｌ８　Ｆ＝ｌ
２
７－４ｌ

２
１－ｌ

２
８－ｔ

２

最后，将式（１０）、（１４）所求得 δ、β值代入式（１１），即可
得动平台１上 Ｏ′点的坐标（ｘ０，ｙ０，ｚ０）。

由式（１０）知
δ＝ｆ１（ｙＡ２，ｙＡ３）

由式（１４）知
β＝ｆ２（ｙＡ１，ｙＡ２，ｙＡ３）

因此，由式（１１）知
ｘ０＝ｆ１（ｙＡ１，ｙＡ２，ｙＡ３）

ｙ０＝ｆ２（ｙＡ２，ｙＡ３）

ｚ０＝ｆ３（ｙＡ１，ｙＡ２，ｙＡ３
{

）

由于动平台Ｏ′点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）中ｙ０＝ｆ２（ｙＡ２，ｙＡ３），
可说明动平台 ｙ０的输出运动只与驱动滑块２、３的输
入运动有关，即该机构具有部分输入 输出运动解耦

性，这对动平台的轨迹规划与运动控制是有利的。

２３　位置逆解求解
已知：动平台１上 Ｏ′的 ｙ０、ｚ０坐标和姿态角 β，

求静平台０上 Ａｉ（ｉ＝１，２，３）位置 ｙＡ１、ｙＡ２、ｙＡ３。
根据式（１１）和式（１３），可求出 ｘ０、α为

ｘ０＝ｌ１－
ｌ８ｃｏｓβ
２

（１５）

α＝ａｒｃｃｏｓ
２ｌ１－ｌ８ｃｏｓβ

ｌ７
（１６）

从而，可求出 Ｃ１、Ｄ１的坐标为（ｘ０＋ｌ８ｃｏｓβ／２，ｙ０，ｚ０＋
ｌ８ｓｉｎβ／２）、Ｅ１ 的坐标 为 （ｘ０ －ｌ８ｃｏｓβ／２，ｙ０，ｚ０ －
ｌ８ｓｉｎβ／２）。进一步，求出点 Ｃ２、Ｃ３的坐标分别为（ｘ０－
ｌ８ｃｏｓβ／２－ｌ７ｃｏｓα，ｙ０ －ｌ６，ｚ０ －ｌ８ｓｉｎβ／２－ｌ７ｓｉｎα）、
（ｘ０－ｌ８ｃｏｓβ／２－ｌ７ｃｏｓα，ｙ０ ＋ｌ６，ｚ０ －ｌ８ｓｉｎβ／２－
ｌ７ｓｉｎα）。

因此，由杆长条件建立位置约束方程为

（ｘＣ１－ｘＢ１）
２＋（ｙＣ１－ｙＢ１）

２＋（ｚＣ１－ｚＢ１）
２＝ｌ２４

（ｘＣ２－ｘＢ２）
２＋（ｙＣ２－ｙＢ２）

２＋（ｚＣ２－ｚＢ２）
２＝ｌ２５

（ｘＣ３－ｘＢ３）
２＋（ｙＣ３－ｙＢ３）

２＋（ｚＣ３－ｚＢ３）
２＝ｌ

{
２
５

（１７）
即可求解 ｙＡｉ（ｉ＝１，２，３）为

ｙＡｉ＝ｙＣｉ± Ｎ槡 ｉ　（ｉ＝１，２，３） （１８）

其中 Ｎ１＝ｌ
２
４－（ｚＣ１－ｌ３）

２

Ｎ２＝ｌ
２
５－（ｚＣ２－ｌ３）

２　Ｎ３＝ｌ
２
５－（ｚＣ３－ｌ３）

２

综上可知，当动平台 １上 Ｏ′的坐标值 ｙ０、ｚ０和
姿态角 β已知时，静平台 ０上 Ａｉ（ｉ＝１，２，３）位置
ｙＡ１、ｙＡ２、ｙＡ３各有两组解，故逆解数 ２×２×２＝８，因
此，该机构有８种构型。
２４　正逆解验证

设该并联机构的结构参数为 ｌ１＝１２５ｍｍ、ｌ２＝

１７５ｍｍ、ｌ３＝３７５ｍｍ、ｌ４＝１８０ｍｍ、ｌ５＝１３０ｍｍ、ｌ６＝
５５ｍｍ、ｌ７＝５５ｍｍ、ｌ８＝２４０ｍｍ、ｌ９＝０。

取静平台 ０上 Ａｉ（ｉ＝１，２，３）位置分别为 ｙＡ１＝
３８１９ｍｍ、ｙＡ２＝－１２１１３ｍｍ、ｙＡ３＝１２２９４ｍｍ。

将所知参数代入式（１０）～（１４）计算，由 Ｍａｔｌａｂ
计算可解得机构的位置正解，如表１所示，此时所对
应的机构装配构型如图３ａ所示。

表 １　机构 １的位置正解数值

Ｔａｂ．１　ＰｏｓｉｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＰＭ１

序号 ｙ０／ｍｍ ｚ０／ｍｍ β／（°）

１ ０９０５０ ２０８２５９３ ２５４９６６

２ ０９０５０ １６００９７４ ２６４７６３

　　将表１中组１正解数值代入式（１５）～（１８），可
得 ｙＡｉ（ｉ＝１，２，３）的８组逆解数值，如表２所示。
　　可见，表２中第 １组的逆解数据和正解求解时
给定的３个输入位置 ｙＡｉ（ｉ＝１，２，３）一致，此时对应
的机构装配构型如图 ３ｂ所示，从而证明了正、逆解
的正确性。实际上，图３所示的 ＣＡＤ装配构型可视
为机构１同一个装配构型的两个不同视图。
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图 ３　机构 １的第 １组正解所对应的机构装配构型

Ｆｉｇ．３　ＡｓｓｅｍｂｌｙｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｇｒｏｕｐｏｆＰＭ１
　

表 ２　机构 １的位置逆解数值

Ｔａｂ．２　ＩｎｖｅｒｓｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＰＭ１ ｍｍ

序号 ｙＡ１ ｙＡ２ ｙＡ３
１ ３８１８３１ －１２１１３２２ １２２９４２２

２ ３８１８３１ －１２１１３２２ －１１１３２２

３ ３８１８３１ １２９４２２ １２２９４２２

４ ３８１８３１ １２９４２２ －１１１３２２

５ －３６３７３１ －１２１１３２２ １２２９４２２

６ －３６３７３１ －１２１１３２２ －１１１３２２

７ －３６３７３１ １２９４２２ １２２９４２２

８ －３６３７３１ １２９４２２ －１１１３２２

３　机构奇异性分析

３１　机构奇异性分析原理
所有输入运动和输出运动构成的矢量分别记为

Ｘ和 Ｙ，则 Ｘ和 Ｙ的关系可表示为
Ｆ（Ｘ，Ｙ）＝０ （１９）

将方程（１９）两边分别对时间求导，有

ＪｐＹ
·

－ＪｑＸ
·

＝０ （２０）
依据 Ｊｐ、Ｊｑ矩阵是否奇异，将机构的奇异位形

分为３类：①当 ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０时，机构发生输入奇异。

②当 ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０时，机构发生输出奇异。③当
ｄｅｔ（Ｊｑ）＝ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０时，机构发生综合奇异。

式（１７）两边同时对时间求导，可以得到机构动

平台的输出速度 Ｖ＝［ｙ·０ ｚ·０ β
·
］
Ｔ
和主动输入移

动速度 ω＝［ｙ·Ａ１ ｙ·Ａ２ ｙ·Ａ３］
Ｔ
的关系，即

ＪｐＶ＝Ｊｑω （２１）
其中

Ｊｐ＝

ｆ１１ ｆ１２ ｆ１３
ｆ２１ ｆ２２ ｆ２３
ｆ３１ ｆ３２ ｆ











３３

　Ｊｑ＝

ｕ１１
ｕ２２

ｕ











３３

ｕ１１＝２（ｙＣ１－ｙＡ１）　ｕ２２＝２（ｙＣ２－ｙＡ２）
ｕ３３＝２（ｙＣ３－ｙＡ３）　ｆ１１＝２（ｙＣ１－ｙＡ１）
ｆ１２＝２（ｚＣ１－ｚＢ１）　ｆ１３＝（ｚＣ１－ｚＢ１）ｌ８ｃｏｓβ
ｆ２１＝２（ｙＣ２－ｙＡ２）　ｆ２２＝ｆ３２＝２（ｚＣ２－ｚＢ２）
ｆ２３＝ｆ３３＝２（ｘＣ２－ｘＢ２）（ｌ８ｓｉｎβ＋Ｍｌ７ｓｉｎα）－

（ｚＣ２－ｚＢ２）（ｌ８ｃｏｓβ＋２Ｍｌ７ｃｏｓα）
ｆ３１＝２（ｙＣ３－ｙＡ３）

Ｍ＝－ｌ８ｓｉｎβ／ ｌ
２
７－（２ｌ１－ｌ８ｃｏｓβ）槡

２

３２　奇异性分析
３２１　输入奇异

当机构发生输入奇异时，机构的执行构件将失

去某个方向的运动能力，则至少有一个运动链到达

了工作空间的边界。

此时，满足 ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０，该方程解的集合 Ａ为

Ａ＝｛Ａ１∪Ａ２∪Ａ３｝ （２２）

其中，Ａｉ＝｛ｙＡｉ＝ｙＣｉ｝，ｉ＝１，２，３，即点 Ａｉ与点 Ｃｉ的 ｙ
轴坐标相等；满足 Ａ１的三维 ＣＡＤ构型如图４所示。

图 ４　机构 １输入奇异位形图

Ｆｉｇ．４　ＩｎｐｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｏｆＰＭ１
　
３２２　输出奇异

在这种情况下，当所有的主动件锁住时，执行构

件依旧可以产生局部运动。此时，若机构末端执行

器上作用有限的力，则主动件上将需无穷大的驱动

力才能达到力平衡。设

［ｆｉ１　ｆｉ２　ｆｉ３］＝ｅｉ　（ｉ＝１，２，３） （２３）
若 ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０，则向量 ｅ１、ｅ２、ｅ３有如下两种

情况：

（１）存在２个向量线性相关

若取 ｅ２＝ｔｅ３，即［ｆ２１ ｆ２２ ｆ２３］＝ｔ［ｆ３１ ｆ３２ ｆ３３］，

３０４第 １期　　　　　　　　　　　沈惠平 等：具有解析式位置正解的 ２Ｔ１Ｒ并联机构运动性能分析



则能求解出

ｔ＝１
ｙＣ２－ｙＡ２＝ｙＣ３－ｙＡ

{
３

即当 ｌＢ２Ｃ２‖ｌＢ３Ｃ３时，表示两个向量线性相关，其中一
种位形如图５所示。

图 ５　机构 １输出奇异位形图

Ｆｉｇ．５　ＯｕｔｐｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｏｆＰＭ１
　

（２）存在３个向量线性相关
若取 ｅ１＝ｔ１ｅ２＋ｔ２ｅ３（ｔ１ｔ２≠０），此时有

［ｆ１１ ｆ１２ ｆ１３］＝ｔ１［ｆ２１ ｆ２２ ｆ２３］＋

ｔ２［ｆ３１ ｆ３２ ｆ３３］

通过 Ｍａｔｌａｂ计算表明，该种情况下 ｔ１、ｔ２的解无
法解出，因此，此种情况不存在。

此时 ｄｅｔ（Ｊｑ）＝ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０，即输入奇异和输出
奇异同时发生。这种奇异位形只有当上述第１、２类
奇异同时发生时才会产生，此时，机构将失去自由

度、原有的运动特性。

４　机构工作空间分析

并联机构的可达工作空间，是指在考虑运动副

转角范围、杆长不干涉情况下，末端执行器的工作区

域，是衡量并联机器人性能的一个重要指标。本文

采用极限边界搜索法对该并联机构的工作空间进行

分析，首先，根据杆长设定工作空间的搜索范围，然

后，基于位置逆解式（１６）～（１８），搜索所有满足约
束条件的点，由这些点组成的三维图即为该并联机

构的工作空间。

为此，确定空间三维搜索范围：－５００ｍｍ≤ｙ０≤
５００ｍｍ，０≤ｚ０≤８００ｍｍ，－π／４≤ψ≤π／３（ψ为搜索
角度），搜索范围只需略大于杆件活动范围即可。

通过 Ｍａｔｌａｂ软件编程，得到该并联机构的三维工作
空间如图６ａ所示，其 ＸＯＺ截面图如图６ｂ所示。

５　速度与加速度分析

５１　速度、加速度公式推导
将式 （１７）的 ３个 方 程 表 示 为 唯 一 形 式：

ｆ（ｙ０，ｚ０，β）＝０，全微分后可得

图 ６　机构 １工作空间示意图

Ｆｉｇ．６　ＷｏｒｋｓｐａｃｅｏｆＰＭ１
　

Ｊｐ

ｄｙ０
ｄｚ０
ｄ









β

＝Ｊｑ

ｄｙＡ１
ｄｙＡ２
ｄｙＡ











３

（２４）

由式（２４）可得

ＪｐＸ
·

＝Ｊｑｑ
·

（２５）

其中　Ｘ
·

＝［ｙ·０ ｚ·０ β
·
］　ｑ· ＝［ｙ·Ａ１ ｙ·Ａ２ ｙ·Ａ３］

当机构不存在奇异位置时，Ｊｐ可逆，则

Ｘ
·

＝Ｊ－１ｐ Ｊｑｑ
·

（２６）
式（２６）即为动平台原点 Ｏ′的速度正解公式。

取式（２５）对时间 ｔ求导，可得

Ｊｐ

ｙ··０

ｚ··０

β













··

＋Ｊｑ

ｙ··Ａ１
ｙ··Ａ２
ｙ··Ａ











３

＋Ｋ０＝０ （２７）

其中 Ｋ０＝［Ｋ１ Ｋ２ Ｋ３］

当机构不存在奇异位置时，Ｊｐ可逆，则

Ｘ
··

＝Ｊ－１ｐ Ｊｑｑ
··－Ｊ－１ｐ Ｋ０ （２８）

式（２８）即为动平台原点 ｐ的加速度求解公式。
５２　算例与仿真

取３个驱动副的运动规律分别为
ｙＡ１＝３８１９－８０ｓｉｎｔ

ｙＡ２＝－１２１１３－４０ｓｉｎｔ

ｙＡ３＝１２２９４＋２０ｓｉｎ
{

ｔ
则其输入速度、加速度的变化规律分别为
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ｑ· ＝［－８０ｃｏｓｔ －４０ｃｏｓｔ ２０ｃｏｓｔ］
ｑ··＝［８０ｓｉｎｔ ４０ｓｉｎｔ －２０ｓｉｎｔ］

将这些已知条件代入式（２４）～（２８）中，通过
Ｍａｔｌａｂ编程计算动平台 １的速度与加速度，并分别
得到速度、加速度关于时间 ｔ的曲线，然后将虚拟样
机导入 ＡＤＡＭＳ，设定各构件的材料属性、运动副的
约束类型、施加竖直向下的重力，选取仿真步长０１ｓ，
仿真时间为１０ｓ，对虚拟样机进行动力学仿真。将
Ｍａｔｌａｂ计算得到的速度、加速度理论值与 ＡＤＡＭＳ
的仿真结果进行对比，结果如图７所示。

图 ７　机构 １动平台 １速度、加速度曲线

Ｆｉｇ．７　ＳｐｅｅｄａｎｄａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｏｆＰＭ１
　
由图７可知，运用 Ｍａｔｌａｂ对式（２４）～（２８）进行

编程计算得到的理论曲线，与运用 ＡＤＭＡＳ仿真得
到的曲线图基本吻合，其最大相对误差分别为

０２１％、０５８％，从而验证了所推导的速度与加速度
公式的正确性。

６　拓扑学与运动学性能比较

６１　机构２的拓扑学性能
（１）机构 ２的混合支链Ⅰ仅剩下一个转动副

Ｒ１；比机构１少的那个平行轴线的转动副（Ｒ２）转移
到了混合支链Ⅱ上，其余没变，其 ＰＯＣ集求解如下：

确定两条混合支链Ⅰ、Ⅱ末端构件的 ＰＯＣ集，
由式（１）可得

ＭⅠ ＝ＭＨＳＯＣ１＝
ｔ１（‖Ｒ３）∪ｔ

１
（⊥Ｒ３）

ｒ２（‖（Ｒ３，Ｒ３２







））

ＭⅡ ＝ＭＨＳＯＣ２＝
ｔ３

ｒ１（‖Ｒ２[ ]）
确定动平台 ＰＯＣ集，由式（２）可得

ＭＰａ＝ＭⅠ∩ＭⅡ ＝
ｔ２

ｒ１（‖Ｒ２[ ]）
可见，机构 ２同样可实现动平台的两平移一

转动。

（２）因机构２与机构 １两个回路中的运动副类
型、数目及其几何轴线关系完全相同，因此，其独立

位移方程数不变，即同样为 ξ１＝３、ξ２＝５，因此，由
式（４）、（８）分别计算得的自由度、耦合度，完全与机
构１相同，即 Ｆ＝３，κ＝１，计算过程略。
６２　机构２的运动学性能
６２１　位置正逆解

（１）结构参数
机构 ２坐标系的建立及参数标注如图 ８所示，

混合支链Ⅰ中ｌＤ２Ｅ１＝ｌ７＝０，相对于机构１少了一个杆
件，降低了后继研究（误差分析、动力学分析、样机研

制等）的难度；混合支链Ⅱ中，ｌＣ１Ｄ１＝ｌ９＝０；Ｌｏｏｐ２中只
存在动平台姿态角 β（而 α＝０，见图２ｂ）。

图 ８　机构 ２运动学建模
Ｆｉｇ．８　ＫｉｎｅｍａｔｉｃｓｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆＰＭ２

　
　　（２）位置正解求解

机构 ２中约束度为负的第 ２回路（Ｌｏｏｐ２）的求
解，具体如下：

在第２回路 Ａ１ Ｂ１ Ｃ１ Ｄ１ Ｅ１ Ｄ２中，由点
Ｄ２可求出点 Ｅ１的坐标为（－ｌ１，ｙＡ３＋ｌ５ｃｏｓδ－ｌ６，ｌ３＋
ｌ５ｓｉｎδ），Ｃ１、Ｄ１ 坐 标 为 （ｘＥ１ ＋ｌ８ｃｏｓβ，ｙＥ１，ｚＥ１ ＋
ｌ８ｓｉｎβ）。同时，可计算得 Ｏ′点的坐标为

Ｏ′＝

ｘ０
ｙ０
ｚ









０

＝

ｘＥ１＋
ｌ８ｃｏｓβ
２

ｙＥ１

ｚＥ１＋
ｌ８ｓｉｎβ















２

（２９）

由几何约束 ｌＢ１Ｃ１＝ｌ４建立位置方程为

（ｘＣ１－ｘＢ１）
２＋（ｙＣ１－ｙＢ１）

２＋（ｚＣ１－ｚＢ１）
２＝ｌ２４

整理得

Ｄｓｉｎβ＋Ｅｃｏｓβ＋Ｆ＝０
令 ｔａｎ（β／２）＝ｕ，则有

β＝２ａｒｃｔａｎＤ± Ｄ２＋Ｅ２－Ｆ槡
２

Ｅ－Ｆ
（３０）
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其中 Ｄ＝２ｌ５ｌ８ｓｉｎδ　Ｅ＝－４ｌ１ｌ８
Ｆ＝４ｌ２１＋ｌ

２
８－ｌ

２
４＋（ｙＣ１－ｙＡ１）

２＋ｌ２５ｓｉｎ
２δ

最后，将式（１０）、（３０）所求得 δ、β代入式（２９），即可
得动平台１上 Ｏ′点的坐标（ｘ０，ｙ０，ｚ０）。

由式（９）可知
δ＝ｆ１（ｙＡ２，ｙＡ３）

由式（３０）知
β＝ｆ２（ｙＡ１，ｙＡ２，ｙＡ３）

因此，由式（２８）可知
ｘ０＝ｆ３（ｙＡ１，ｙＡ２，ｙＡ３）

ｙ０＝ｆ４（ｙＡ２，ｙＡ３）

ｚ０＝ｆ５（ｙＡ１，ｙＡ２，ｙＡ３
{

）

即该机构也具有部分输入 输出运动解耦性。

　　（３）位置逆解求解
求解过程具体如下：

由式（２８）可求出

ｘ０＝－ｌ１＋
ｌ８ｃｏｓβ
２

从而，可求出 Ｃ１、Ｄ１ (的坐标为 ｘ０＋
ｌ８ｃｏｓβ
２
，ｙ０，ｚ０＋

ｌ８ｓｉｎβ)２
，Ｄ２、Ｅ１ (坐标为 ｘ０－

ｌ８ｃｏｓβ
２
，ｙ０，ｚ０－

ｌ８ｓｉｎβ)２
。

进一步，求出点 Ｃ２、Ｃ３ (的坐标分别为 ｘ０ －

ｌ８ｃｏｓβ
２
，ｙ０－ｌ６，ｚ０－

ｌ８ｓｉｎβ)２ (， ｘ０－ｌ８ｃｏｓβ２ ，ｙ０＋ｌ６，ｚ０－

ｌ８ｓｉｎβ)２
。

因此，由杆长条件建立位置约束方程为

　

（ｘＣ１－ｘＢ１）
２＋（ｙＣ１－ｙＢ１）

２＋（ｚＣ１－ｚＢ１）
２＝ｌ２４

（ｘＣ２－ｘＢ２）
２＋（ｙＣ２－ｙＢ２）

２＋（ｚＣ２－ｚＢ２）
２＝ｌ２５

（ｘＣ３－ｘＢ３）
２＋（ｙＣ３－ｙＢ３）

２＋（ｚＣ３－ｚＢ３）
２＝ｌ

{
２
５

（３１）

即可求解 ｙＡｉ为

ｙＡｉ＝ｙＣｉ± Ｎ槡 ｉ　（ｉ＝１，２，３） （３２）

其中 Ｎ１＝ｌ
２
４－（ｘＣ１－ｌ１）

２－（ｚＣ１－ｌ３）
２

Ｎ２＝ｌ
２
５－（ｚＣ２－ｌ３）

２　Ｎ３＝ｌ
２
５－（ｚＣ３－ｌ３）

２

综上可知，当动平台 １上 Ｏ′的坐标（ｘ０，ｙ０，ｚ０）
和姿态角 β已知时，静平台 ０上 ３个点 Ａｉ（ｉ＝１，２，
３）移动距离 ｙＡ１、ｙＡ２、ｙＡ３各有两组解。故逆解数２×
２×２＝８，因此，该机构有８种构型。

（４）正逆解验证
设该并联机构的结构参数为 ｌ１＝１２５ｍｍ、ｌ２＝

１７５ｍｍ、ｌ３＝３７５ｍｍ、ｌ４＝１８０ｍｍ、ｌ５＝１８０ｍｍ、ｌ６＝
４５ｍｍ、ｌ７＝０、ｌ８＝２２０ｍｍ、ｌ９＝０。

取静平台 ０上 Ａｉ（ｉ＝１，２，３）位置分别为 ｙＡ１＝

３８１９ｍｍ、ｙＡ２＝－１２１１３ｍｍ、ｙＡ３＝１２２９４ｍｍ。
将所知条件代入式（１０）、（２９）、（３０）计算，由

Ｍａｔｌａｂ计算可解得机构 ２的位置正解如表 ３所示，
此时所对应的机构装配构型如图９所示。

表 ３　机构 ２的位置正解数值

Ｔａｂ．３　ＰｏｓｉｔｉｖｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＰＭ２

序号 ｙ０／ｍｍ ｚ０／ｍｍ β／（°）

１ ０９０５０ ２０５５７９２ ２８１３２

２ ０９０５０ ９７５４４８ －６８９２１

图 ９　机构 ２输入奇异位形图

Ｆｉｇ．９　ＩｎｐｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｏｆＰＭ２
　
　　将表３中第 １组正解数值代入式（３１）、（３２），
可得 ｙＡｉ（ｉ＝１，２，３）的８组逆解数值，如表４所示。

表 ４　机构 ２的位置逆解数值

Ｔａｂ．４　ＩｎｖｅｒｓｅｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＰＭ２ ｍｍ

序号 ｙＡ１ ｙＡ２ ｙＡ３
１ ３８１７９６ －１２１１３４６ １２２９４４６

２ ３８１７９６ －１２１１３４６ －３１１３４６

３ ３８１７９６ ３２９４４６ １２２９４４６

４ ３８１７９６ ３２９４４６ －３１１３４６

５ －３６３６９６ －１２１１３４６ １２２９４４６

６ －３６３６９６ －１２１１３４６ －３１１３４６

７ －３６３６９６ ３２９４４６ １２２９４４６

８ －３６３６９６ ３２９４４６ －３１１３４６

　　可见，表４中第１组的逆解数据，和正解求解时给
定的３个输入位置ｙＡｉ（ｉ＝１，２，３）一致，从而证明了正、
逆解的正确性。结果表明：相比于机构１而言，机构２
的结构更为简单紧凑；又在位置分析中无需设中间变

量α，从而简化了机构的运动学分析过程。
６２２　奇异性

与机构１的求解过程一致，不同的几个参数如下
ｆ１３＝－２（ｘＣ１－ｘＢ１）ｌ８ｓｉｎβ＋（ｚＣ１－ｚＢ１）ｌ８ｃｏｓβ

ｆ２３＝ｆ３３＝－（ｚＣ２－ｚＢ２）ｌ８ｃｏｓβ

其中机构 ２的各类奇异均与机构 １相同，其中
机构２中满足 Ａ１的三维 ＣＡＤ构型如图９所示。

通过与３２节中机构１的奇异性（图４）对比，可得
这两种机构的奇异位形以及出现奇异的条件相同。
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６２３　工作空间
机构 ２的工作空间分析过程与机构 １一致，空

间三维搜索范围（即 －５００ｍｍ≤ ｙ０≤５００ｍｍ，
０≤ｚ０≤８００ｍｍ，－π／４≤ψ≤π／３），并通过 Ｍａｔｌａｂ
软件编程，得到机构 ２的三维工作空间如图 １０ａ所
示；其 ＸＯＺ截面图如图１０ｂ所示。

图 １０　机构 ２工作空间示意图

Ｆｉｇ．１０　ＷｏｒｋｓｐａｃｅｏｆＰＭ２
　

图 １２　动平台的运动曲线对比

Ｆｉｇ．１２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｍｏｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｓ

分别对比图 ６ａ和图 １０ａ，以及图 ６ｂ和图 １０ｂ，
可知：

（１）两种机构的工作空间连续，且其工作空间
均为平行于 ＸＯＺ面的长方体区域。

（２）随着 ｚ的增加，机构工作空间的 ＸＯＺ面面
积在逐渐缩小，且均朝 ｘ＝０的方向缩小。

（３）机构１的工作范围位于Ｘ轴正向，而机构２则
在Ｘ轴的反向，这是由于转动副Ｒ１的位置变换造成的。

（４）随着 ｚ的增加，机构１的 ＸＯＺ面变化平缓，
而机构２较为陡峭。
６２４　速度和加速度

通过 Ｍａｔｌａｂ编程计算，得到机构 ２中动平台 １
的速度与加速度曲线，同样将虚拟样机导入到

ＡＤＡＭＳ中进行动力学仿真，继而将 Ｍａｔｌａｂ计算得
到的速度、加速度理论值与 ＡＤＡＭＳ的仿真结果进
行对比，结果如图１１所示。

图 １１　机构 ２动平台 １速度、加速度曲线

Ｆｉｇ．１１　ＳｐｅｅｄａｎｄａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｏｆＰＭ２
　
由图 １１可知，运用 Ｍａｔｌａｂ进行编程计算得到

的理论曲线，与运用 ＡＤＡＭＳ仿真得到的曲线图基
本吻合，其最大相对误差分别为０１３％、０４６％。

故对两个机构的各项运动对比，见图 １２，结果
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显示，两种机构动平台的各向速度、加速度曲线均呈

现相似的周期性变化，尤其是 Ｙ向曲线基本重合，
说明这两个机构具有相似的运动特性，能够实现类

似的动平台输出运动。

由图１２可知，两种机构均具有较好的运动平稳
性，仅从速度、加速度难以判断优劣，但机构 ２相对
于机构１结构更加简单紧凑，整个运动学分析过程
更加简单，且将会降低后继研究（误差分析、动力学

分析、样机研制等）的难度；另外，其制造、加工更容

易些。因此，可认为机构２为较优机型。

７　结论

（１）揭示了两种机构的 ＰＯＣ、自由度、耦合度、

运动耦合性等重要拓扑特征，为简化其运动学建模

与求解奠定了基础。

（２）基于拓扑特征的运动学建模与求解方法，
将拓扑特征作为运动学建模与求解的已知条件，简

化了求解过程，据此建立了两种机构位置正解的求

解模型，并求解了位置正解的解析解。

（３）基于导出的位置反解，分析了两种机构的
工作空间及可能存在的奇异位置，并由雅可比矩阵

推导出两种机构动平台的速度、加速度变化规律。

（４）机构 １、２具有相似的运动特性，但机构 ２
在结构上制造、加工更容易，同时还会简化运动学性

能研究、动力学分析过程等，故选择该机构作为优选

机型。
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