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基于唯一域方法的机器人逆向运动学求解

李摇 光摇 肖摇 帆摇 杨加超摇 章晓峰摇 马祺杰
(湖南工业大学机械工程学院, 株洲 412007)

摘要: 针对机器人的逆运动学多解问题,提出一种基于唯一域求解的新方法。 利用机器人的雅可比矩阵行列式等

于 0 确定的边界,将机器人的关节空间划分为与逆运动学多解数目一致的唯一域;各唯一域的边界作为约束条件,
将唯一域内的逆运动学求解转换为 CMA ES 算法的有约束寻优;利用佳点集均匀分布性的特点,优化唯一域中

CMA ES 算法求解的初始均值点。 通过求 6R 工业机器人的逆运动学多解,阐述了该方法的应用,并以机械臂逆

解数值法为参照,在钱江一号 6R 工业机器人和 KUKA 仿人机械臂上进行了 2 个仿真实验对比。 仿真结果表明,本
文所提方法在满足精度要求的前提下,平均求解时间更短。 实验 1 中,CMA ES 算法求解一组逆解的平均速度约

为 5郾 1 ms /次,数值法求解的平均速度约为 7郾 5 ms /次;实验 2 中,一组逆解的求解平均速度约为 18郾 9 ms /次,数值法

求解的平均速度约为 54郾 8 ms /次;CMA ES 算法对两款机器人的位置跟踪精度均稳定在 10 - 6 mm 数量级。
关键词: 工业机器人; 唯一域; 逆运动学解; 雅可比矩阵; CMA ES 算法

中图分类号: TP242郾 2 文献标识码: A 文章编号: 1000鄄1298(2019)10鄄0386鄄09

收稿日期: 2019 03 19摇 修回日期: 2019 05 29
基金项目: 国家自然科学基金项目(11602082)和湖南省自然科学基金项目(2018JJ4079)
作者简介: 李光(1963—),男,教授,博士,主要从事机器人智能控制研究,E鄄mail: liguang@ hut. edu. cn

Solution of Inverse Kinematics of Robots Based on
Unique Domain Method

LI Guang摇 XIAO Fan摇 YANG Jiachao摇 ZHANG Xiaofeng摇 MA Qijie
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Abstract: The inverse robot kinematics problem has been extensively studied by many workers, but still
some problems related to the complexity and strong nonlinear of the inverse kinematics process need
suitable heuristic and adhoc techniques and simplifications. A novel method based on uniqueness domains
notion was proposed. With using the boundary confirmed by robot爷s Jacobian matrix determinant equal to
zero, the joint space of the robot was divided into uniqueness domains with the same number of solutions
as the inverse kinematics, and the boundary of each uniqueness domain was used as a constraint
condition. Then the inverse kinematics solution in the uniqueness domain was transformed into the
constrained optimization of the CMA ES algorithm, the initial mean points of the CMA ES algorithm in
the uniqueness domain were optimized by using the characteristics of the uniform distribution of the good
point set. The application of the presented method was described in detail by solving the inverse
kinematics multiple solution of the 6R industrial robot, and comparing with the numerical method on
Qianjiang No. 1 industrial robot and the KUKA humanoid manipulator. The simulation results showed that
under the precondition of accuracy requirement, the proposed method had a faster solution speed. For the
industrial 6R robot, the average solution time of CMA ES algorithm was about 5郾 1 ms / time, and that of
numerical method was about 7郾 5 ms / time, and KUKA humanoid manipulator, the average solution time
of inverse solutions was about 18郾 9 ms / time, and the average solution time of numerical method was
about 54郾 8 ms / time. The presented CMA ES algorithm stabilized the position tracking accuracy of both
robots at 10 - 6 mm level.
Key words: industrial robot; uniqueness domain; inverse kinematics solution; Jacobian matrix; CMA

ES algorithm



0摇 引言

机器人逆运动学求解是机器人离线编程、轨迹

规划、控制算法设计等其他课题研究的基础[1]。 逆

运动学求解的实质是完成机器人工作空间到关节空

间的映射,逆运动学方程组具有高维、非线性的特

点,求解复杂且不易求出[2]。 很多学者在该领域做

了大量研究,提出了许多理论与方法。 传统方法有

代数法[3]、几何法[4] 和数值法[5] 等。 代数法主要以

消元的方式,将机器人位置反解中的高维方程组简

化为低维方程组,从而求得所有逆运动学解。 该方

法需要进行大量的三角代换,简化过程十分复杂,
HUSTY 等[6]认为求解非线性代数方程往往需要靠直

觉甚至运气才能获得。 几何法针对机器人的某些特殊

结构进行简化,再进行求解,一般无法单独使用,甚至

根本无法使用[7]。 数值法的求解速度与初始值相关。
随着计算机技术的快速发展,许多学者将智能

优化方法应用于机器人逆运动学问题[8 - 11]。 文

献[8 - 11]的方法均属于进化算法的范畴,其迭代

过程中不受梯度和初始值的影响,具有通用性,但无

法有效求得机器人所有逆运动学解。 文献[12 -13]将
关节空间划分为多个子空间,采用多神经网络的方

式,分别求得了平面 2R 机械手和空间 3R 机械手的

逆运动学多解,但是均未提出一种划分关节空间的

通用方式。
RASTEGAR 等[14]提出利用 det(J) = 0(J 为雅

可比矩阵)方程,将非冗余机器人关节空间划分为

与逆解数目相同的唯一域,再在每个唯一域中用数

值法迭代求解,进而求得所有逆运动学解。 其思路

可行,因 MANOCHA 等[15]举例说明在某种情况下 6
自由度机器人的逆解问题有 16 个实数解,并确定解

的数目上限为 16;WENGER[16 - 17] 进一步完善了利

用 det(J) = 0 划分唯一域的条件。
在 det ( J) = 0 划分唯一域的理论指导下,

MOULIANITIS 等[18]使用 48 个多层感知器近似求解

了 KUKA 7 自由度仿人臂前 6 个关节的逆运动学多

解(文中所提的 KUKA 机器人为该款机器人);周枫

林等[19]用多模块 RBF 神经网络求解了 PUMA560
机械手前 3 个关节的逆运动学多解。 然而,神经网

络需要大量的样本进行训练,无法保证求解的实时

性;同时,样本的数量和分布会影响训练好的神经网

络的泛化精度,并且位于奇异点附近的样本,神经网

络无法直接训练。
本文将方程 det(J) = 0 作为划分 6 自由度机器

人关节空间的依据,将各个唯一域的边界作为约束

条件,采用协方差自适应矩阵进化策略(Covariance

matrix adaptation evolution stategy,CMA ES) [20] 对 6
自由度机器人进行有约束寻优;使用佳点集方法产

生初始搜索点,从而求得所有逆运动学解。 在钱江

一号 6R 工业机器人和 KUKA 仿人机械臂上进行仿

真实验。

1摇 6R 机器人唯一域的确定

文献[17]将非冗余机器人分为了尖面机器人

(Cuspidal robot ) 和 非 尖 面 机 器 人 ( Noncuspidal
robot),在非尖面机器人中可以直接采用 det(J) = 0
方程划分唯一域。 图 1 为非尖面 6 自由度机器人划

分唯一域求逆解的方法流程图,Qn为唯一域中的逆

运动学解,其中 n臆16。

图 1摇 非尖面 6R 机器人逆运动学求解流程图

Fig. 1摇 Flow chart for solving inverse kinematics
of noncuspidal 6鄄DOF robot

摇
由于非尖面 6 自由度机器人的结构不同,最终

划分唯一域的方法也会有所差异。 为了能详细地阐

述本文所提的方法,以工业 6R 机器人为例进行详

细说明。
1郾 1摇 6R 工业机器人正向运动学及适应度函数

图 2 是钱江一号 6R 工业机器人[21]以 D H 法

建立的连杆坐标系,表 1 是其 D H 参数,其中 a1 =
150 mm,a2 = 550 mm,a3 = 160 mm,d4 = 594 mm,机
器人零位是关节 3 以括号内的角度旋转后所得。

图 2摇 钱江一号机器人连杆坐标系

Fig. 2摇 Linkage coordinate system of Qianjiang No. 1 robot
摇摇 摇 机器人连杆{ i}坐标系相对于{ i - 1}坐标系的

变换矩阵为

i - 1
摇 i T =

c兹i - s兹i 0 ai - 1

s兹ic琢i - 1 c兹is琢i - 1 - s琢i - 1 - s琢i - 1di
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表 1摇 钱江一号机器人的关节参数

Tab. 1摇 Joint parameters of Qianjiang No. 1 robot

连杆 i
关节角

兹i / (毅)
扭角

琢i - 1 / (毅)
长度

ai - 1

偏置

di

1 兹1(0) 0 0 0
2 兹2(0) - 90 a1 0
3 兹3( - 90) 0 a2 0
4 兹4(0) - 90 a3 d4

5 兹5(0) 90 0 0
6 兹6(0) - 90 0 0

其中,s兹i、c兹i、s琢i - 1 和 c琢i - 1 为 sin兹i、cos兹i、sin琢i - 1 和

cos琢i - 1的简写形式。 已知机器人的关节向量 兹 =
(兹1,兹2,兹3,兹4,兹5,兹6),根据式(1)和表 1 中的 D H
参数,得到机器人腕部相对于基坐标系的位姿矩阵
0
6T = 0

1T(兹1) 1
2T(兹2) 2

3T(兹3) 3
4T(兹4) 4

5T(兹5) 5
6T(兹6) =

nx ox ax px

ny oy ay py

nz oz az pz
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(2)

机器人手腕的位置由前 3 个关节可以完全确

定,其姿态最终由后 3 个关节确定,所以采用臂腕分

离的方式建立适应度函数

fitness1 =椰pdes - pcur椰 (3)
fitness2 =椰ades - acur椰 (4)

式中摇 fitness1———目标位置 pdes与实际位置 pcur之间

的误差

fitness2———目标接近矢量 ades与实际接近矢量

acur的误差

其中接近矢量与 兹6无关,如需要求解的机器人不

能臂腕分离求解,则适应度函数可参照文献[7],用位

置误差和姿态误差加权和的形式表达。 由于姿态是

建立在前 3 个关节基础上得到的,所以可以先用

式(3)求解兹1、兹2、兹3,然后代入式(4)求 兹4、兹5。 兹6可

将求得的前 5 个关节角作为已知条件,联立 oz、nz求

解,即

兹6 (= atan2
Aoz - Bnz

A2 + B2 , -
Anz + Boz

A2 + B )2 (5)

其中 A = s23sin兹5 - c23cos兹4cos兹5

B = c23sin兹4

式中 c23、s23 分别表示 cos(兹2 + 兹3)、sin(兹2 + 兹3)。
1郾 2摇 唯一域划分

通过微分法[22]在 Matlab 中计算,求得机器人的

雅可比矩阵行列式为

det(J) = Pn1Pn2Pn3 (6)
其中 Pn1 = a2sin兹5

Pn2 = a3cos兹3 - d4sin兹3

Pn3 = a1 + d4c23 + a3s23 + a2cos兹2

由式(6)可以看出,工业机器人的奇异性只与

关节 2、3、5 有关。
Pn1和 Pn2分别只与 兹3、兹5有关,可直接求出 兹3、

兹5的值作为边界:兹3的边界分别为 - 2郾 940 8 rad、0、
3郾 342 4 rad;兹5的边界分别为 - 仔、0、仔。 Pn3不方便

求解,可直接作为非线性约束条件。 根据 1郾 1 节中

适应度函数的构造,兹2 和 兹3 所划分的唯一域只与

fitness1有关,令 f = Pn2Pn3,可在 兹2和 兹3组成的平面内

进一步研究 f = 0 时唯一域的划分。
图 3 中绿色线为 兹2和 兹3平面内的奇异轨迹线,

在上半区 兹3沂[0郾 200 8,3郾 342 4] rad,Pn3臆0 的部

分组成了 UD1,Pn3逸0 的部分组成了 UD3;在下半区

兹3沂[ -2郾 940 8,0郾 200 8] rad,Pn3臆0 的部分组成了

UD2,Pn3逸0 的部分组成了 UD4。 如果没有限制 兹2,
则沿 兹2 轴的方向上,每个唯一域都会有无数种解,
因为根据三角函数知识,兹2与 2k仔 + 兹2(k沂Z)对应

的三角函数值相等,所以选择唯一域时,可以根据

图 3 适当调整 兹2的边界,使得边界内包含一个完整

的 UDi( i = 1,2,3,4)即可,如图 4 红色区域,图中各

区域的边界条件见表 2。

图 3摇 唯一域划分

Fig. 3摇 Uniqueness domains division
摇

摇 摇 又因为 兹5将[ - 仔,仔]以 0 为界划分成了 2 个唯

一域,与 UDi( i = 1,2,3,4)可以组合得到 8 个唯一

域,记为 UDij( j = 1,2),如图 5 所示,图中“ + 冶表示

组合。

2摇 基于 CMA ES 算法的逆运动学求解

2郾 1摇 CMA ES 算法原理

CMA ES 算法的本质属于进化策略类算法。
经典进化策略算法主要依赖于突变来寻找最优解,
而突变方向需要依据经验设置,以该方法调整会导

致无效的突变,进而浪费计算成本。 为克服经典进

化策略的局限性, CMA ES 采用多维正态分布

N(m,C)产生搜索种群,m 代表种群分布的中心;C
是协方差矩阵且对称正定,对其特征分解可得 C =
BDBT,其中 BBT = I,B 的列向量由 C 的特征向量正
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图 4摇 兹2和 兹3间的唯一域划分

Fig. 4摇 Uniqueness domains partition between 兹2 and 兹3

摇
交基组成,D 为对角阵,对角元素是 C 矩阵特征值

的平方根。

表 2摇 各唯一域确定条件

Tab. 2摇 Uniqueness domains determination conditions

唯一域 兹2 / rad 兹3 / rad Pn3

UD1 [0郾 45,4郾 6] [0郾 200 8,3郾 342 4] 臆0
UD2 [1郾 6,5郾 9] [ - 2郾 940 8,0郾 200 8] 臆0
UD3 [ - 仔,仔] [0郾 200 8,3郾 342 4] 逸0
UD4 [ - 仔,仔] [ - 2郾 940 8,0郾 200 8] 逸0

图 5摇 8 组唯一域组合方式

Fig. 5摇 Eight groups of uniqueness domains combinations
摇

摇 摇 CMA ES 算法实现步骤如下[23 - 25]:
(1)参数设置及初始化。 静态参数:种群大小

姿,父代个体数为 滋 < 姿,重组权值 棕i ( i = 1,2,…,
滋),以及自适应调整时所需的常量 c滓、d滓、cc、c1、c滋、
滋eff,最大迭代次数为 G。 动态参数:初始分布均值

m沂RN(N 是问题维数),全局步长 滓沂R + ,进化路

径 p滓 = 0,pc = 0,协方差矩阵 C = I,迭代次数 g = 0。
静态参数的计算公式见文献[25]。

(2)抽样。 通过对多元正态分布进行抽样生成

搜索种群,抽样公式为

yk = BDN(0,I) ~ N(0,C) (7)
xk =m + 滓yk ~ N(m,滓2C) (8)

式中摇 xk———种群的第 k 个个体

yk———均值为 0 的多元正态分布

(3)优选重组,即均值更新,具体计算公式为

掖yk业 棕 = 移
滋

i = 1
棕iyi:姿 (9)

m饮m + 滓 掖y业 棕 = 移
滋

i = 1
棕ixi:姿 (10)

其中 移
滋

i = 1
棕i = 1摇 (棕1逸…逸棕滋逸0)

yi:姿 =
xi:姿 -m

滓
式中摇 xi:姿———种群排名第 i 的个体

对于最小化问题,其排名由目标函数从小到大

的排序决定。
(4)步长控制。 首先更新步长进化路径 p滓,即

p滓饮(1 - c滓)p滓 + c滓(2 - c滓)滋effC - 1
2 掖y业 (11)

式中摇 滋eff———方差有效选择质量,且 1臆滋eff臆滋
步长 滓 的更新公式为

滓饮滓 (exp
c滓
d (
滓

椰p滓椰
E椰N(0,I)椰 ) )- 1 (12)

式中摇 d滓———接近 1 的阻尼系数

E椰N(0,I)椰———正态分布随机向量范数的

期望
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(5)协方差矩阵调整。 更新进化路径

pc饮(1 - cc)pc + h滓 cc(2 - cc)滋eff掖y业 棕 (13)
式中 h滓是 Heaviside 函数,可以在椰p滓椰较大时使

pc更新停顿,从而避免协方差矩阵 C 在线性环境中

轴线过快增长。 协方差矩阵的调整公式为

C饮(1 - c1 - c滋)C + c1(pcpT
c + 啄(h啄)C) +

c滋 移
滋

i = 1
棕iyi:姿yT

i:姿 (14)

其中 啄(h滓) = (1 - h滓)cc(2 - cc)
式中摇 c1———C 的秩为 1 的更新学习率

c滋———C 的秩为 滋 的更新学习率

(6)终止判断。 若 g < G,令 g = g + 1 并转步

骤(2),否则算法结束。

步骤(5)中,协方差矩阵 C 结合了秩 滋、秩 1
更新率,前者可以充分利用当前代的信息,后者利

用了代与代之间的信息,二者的有机结合,避免了

算法求解精度上对种群大小的过分依赖,以及进

化过程中种群“早熟冶的问题;同时引入进化路径

来引导种群的寻优搜索,提高了算法的寻优效率

和可靠性。 C 的更新机制,使得算法在寻优过程中

具有确定性。
图 6 为 CMA ES 算法的进化过程,其中“绎冶

表示种群的均值,“荫茵冶 表示种群中所有个体,
“荫冶表示种群中前 滋 个优秀个体,“银冶表示最优

值,虚线为种群分布形状。 可以看出种群的进化过

程随着优秀个体的引导接近最优值。

图 6摇 CMA ES 进化过程简示图

Fig. 6摇 Simplified diagram of evolution process of CMA ES
摇

2郾 2摇 初始均值确定

原始的 CMA ES 算法初始均值点随机产生,
从第 1 节唯一域的划分可以获知,随机产生的均值

点,可能不在需要求解的唯一域内。 同时在每个唯

一域内适应度函数都是单峰函数,如果均值点在每

个要求解的唯一域内,并且接近峰值,则可以大大地

缩小算法的搜索时间。 实现初始均值点的产生步骤

如下:
(1)采用佳点集[26]方法获得分布于唯一域边界

条件内的均匀点集,记为 Pb。
(2)如果求 fitness1,则将 Pb中的 兹2和 兹3代入第 1

节中的 Pn3,根据 Pn3大于(或小于)0 筛选符合唯一

域内的点集,并记为 PU;如果是求 fitness2,则跳过此

步骤。
(3)如果求 fitness1,将 PU代入适应度函数,选择

其中使得适应度最小的点作为初始均值点;如果求

fitness2,则将本步骤中方法的 PU改为 Pb。
佳点集计算公式[27]为

rk = ek 摇 (1臆k臆t) (15)
Pbi(k) = {{ r1 i},{ r2 i},…,{ rt i},i = 1,2,…,n}

(16)
式中摇 t———维数

{ rk i}———rk i 的小数部分

Pbi(k)中每个维度都在[0,1]内,可以映射至搜

索空间,即
xi(k) = (xmax

k - xmin
k ){ rk i} + xmin

k (17)
式中摇 xmin

k ———第 i 个点的第 k 维度的最小值

xmax
k ———第 i 个点的第 k 维度的最大值

2郾 3摇 逆解处理

从表 2 可看出,兹2和 兹3不全部位于[ - 仔,仔]之
间,可对求得的逆运动学解进行转换:如 兹i > 仔,则
兹i = 2仔 - 兹i;如 兹i < - 仔,则 兹i = 2仔 + 兹i;否则 兹i不

变,i = 1,2,…,6。

3摇 仿真算例

将进行两个仿真算例,算例 1 求本文所提的工

业机器人的 8 组逆解;算例 2 求文献[18]中仿人臂

前 6 个关节组成的 6R 机械臂的 8 组逆解。 每个案

例中都将用本文所提方法与文献[5]所提的数值法

进行比较。
用于仿真的计算机配置如下:操作系统为 64 位

Windows 7 专业版,处理器为 IntelCore i3 6100,
CPU 速度为 3郾 70 GHz,安装内存为 8郾 00 GB;仿真计

算软件为 Matlab 2016a。
3郾 1摇 算例 1

先在工业机器人唯一域 UD31中,利用式(3)与
CMA ES 算法分别对奇异点和非奇异点求逆解;然
后将求得的非奇异位置作为已知条件,摇用式(4)与
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CMA ES 算法求解 兹4和 兹5;最后求出所有唯一域中

的逆运动学解。 数值法采用 CMA ES 算法的初始

值进行迭代,直接求 UD31 非奇异位置的 6 个关

节角。
3郾 1郾 1摇 参数设置

兹1、兹4、兹6的取值范围均设为[ - 仔,仔]。 佳点集

的点数 n 设为 800,CMA ES 算法中的种群数 姿 =
100,优秀个体数 滋 = 50,初始步长 滓 = 0郾 1,终止条

件为 G = 100,或者 fitness1 ( fitness2) < 10 - 5 mm;数值法

的步长 琢 = 0郾 95,终止条件 G = 100,或者位姿误差

和 Eerr < 10 - 5 mm。
3郾 1郾 2摇 UD31中仿真结果

分别取非奇异位置的关节角 Q1 = [1, - 1郾 2,
2郾 2,0郾 5, - 1,2] rad 和奇异位置关节角 Q2 = [1,
- 2郾 465 226 450 132 348, 1郾 564 034 453 319 104,
0郾 5, - 1,2] rad,代入正向运动学式(2),得到位姿

T1、T2,然后在唯一域条件下,分别用 CMA ES 算法

对 T1、T2的位置单独求解 1 000 次。
图 7 和表 3 是 CMA ES 算法对位置求解的结

果,可以看出 CMA ES 算法在奇异位置和非奇异

位置上的求解误差和速度总体相差不大,适应度函

数几乎呈线性收敛。

图 7摇 UD31中 CMA ES 单次求解进化过程

Fig. 7摇 Single鄄time evolution of CMA ES in UD31

摇
摇 摇 图 8 和表 4 为求出的 T1前 3 个关节角作为已知

条件求解 UD31的 兹4和 兹5,由于只搜索两个关节角,
所以算法收敛迅速,求解速度比位置求解快将近一

表 3摇 UD31中 CMA ES 独立运行 1 000 次的 fitness1结果

Tab. 3摇 fitness1 results for CMA ES running independently
1 000 times in UD31

fitness1 非奇异位置 / mm 奇异位置 / mm
最小值 4郾 497 1 伊 10 - 7 9郾 446 9 伊 10 - 7

最大值 9郾 988 7 伊 10 - 6 9郾 990 3 伊 10 - 6

平均值 6郾 370 6 伊 10 - 6 6郾 243 2 伊 10 - 6

标准差 2郾 222 6 伊 10 - 6 2郾 235 6 伊 10 - 6

求解速度 / ( s·次 - 1) 0郾 003 1 0郾 003 3

图 8摇 CMA ES 单次求解 兹4和 兹5进化过程

Fig. 8摇 Single solution of 兹4 and 兹5 evolutionary processes

by CMA ES
摇

表 4摇 CMA ES 独立运行 1 000 次的 fitness2结果

Tab. 4摇 fitness2 results for CMA ES running
independently 1 000 times

fitness2
最小值 /

mm
最大值 /

mm
平均值 /

mm
标准差 /

mm

求解速度 /

( s·次 - 1)
非奇异

位置

2郾 001 6 伊

10 - 7

9郾 988 7 伊

10 - 6

5郾 455 2 伊

10 - 6

2郾 499 3 伊

10 - 6
0郾 001 8

倍。 兹6是代数公式求解,其速度为 10 - 4 ms /次,可以

忽略不计。
图 9 是数值法求 T1逆解的迭代过程图,从图中

可以看出,收敛速度很快,并且每次求解都收敛于

7郾 08 伊 10 - 7,独立运行 1 000 次测出的求解速度为

7郾 5 ms /次。

图 9摇 数值法迭代过程

Fig. 9摇 Numerical method iterative process
摇

从数据对比可以看出,在 6R 工业机器人逆运动

学求解中,CMA ES 算法的求解稳定性与精度比数
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值法稍微逊色,但求解时间优于数值法,CMA ES 算

法求一组逆运动学平均求解时间约 5郾 1 ms /次。
3郾 2摇 算例 2

对文献[18]中 KUKA 机器人的前 6 个关节求

逆运动学多解。 通过该机器人的雅可比奇异方程,
可以直接求出 兹2、兹4和 兹5(表 5),所以唯一域可以直

接由边界的方式划分, 划分方法参照第 1 节。
CMA ES 的适应度函数为位置与姿态的加权和[7],
位置误差的加权系数为 0郾 004,姿态误差的加权系

数为 1,兹1、兹3和 兹6的取值范围均为[ - 仔,仔]rad。 将

Q3 = [0郾 5,仔 / 4,0郾 25, - 仔 / 4,仔 / 4,1]rad 代入式(2)
得到目标位姿 T3。

在唯一域 UD1中对 CMA ES 和数值法进行求

解对比,结果见表 6。

表 5摇 KUKA 机器人的唯一域

Tab. 5摇 Uniqueness domains of KUKA robot rad

唯一域 兹2 兹4 兹5
UD1 [ - 仔,0] [ - 仔,0] [ - 仔 / 2,仔 / 2]
UD2 [ - 仔,0] [ - 仔,0] [仔 / 2,3仔 / 2]
UD3 [ - 仔,0] [0,仔] [ - 仔 / 2,仔 / 2]
UD4 [ - 仔,0] [0,仔] [仔 / 2,3仔 / 2]
UD5 [0,仔] [ - 仔,0] [ - 仔 / 2,仔 / 2]
UD6 [0,仔] [ - 仔,0] [仔 / 2,3仔 / 2]
UD7 [0,仔] [0,仔] [ - 仔 / 2,仔 / 2]
UD8 [0,仔] [0,仔] [仔 / 2,3仔 / 2]

摇 摇 从表 6 可以看出,在 KUKA 机器人逆运动学求

解中,CMA ES 算法的稳定性与精度同样稍逊于数

值法,求解速度却快了将近 3 倍。 表 7、8 为两款机

器人的 8 组逆解,各关节角均转换至[ - 仔,仔]。

表 6摇 UD1中 CMA ES 独立运行 1 000 次的绝对位置误差

Tab. 6摇 Absolute position error for CMA ES running independently 1 000 times in UD1

方法 最小值 / mm 最大值 / mm 平均值 / mm 标准差 / mm 求解速度 / ( s·次 - 1)
CMA ES 算法 6郾 898 7 伊 10 - 7 9郾 966 6 伊 10 - 6 6郾 309 9 伊 10 - 6 2郾 260 9 伊 10 - 6 0郾 018 9

数值法 6郾 529 1 伊 10 - 7 6郾 529 1 伊 10 - 7 6郾 529 1 伊 10 - 7 6郾 529 1 伊 10 - 7 0郾 054 8

表 7摇 工业机器人的 8 组逆运动学解

Tab. 7摇 Eight solutions of inverse kinematics of industry robot rad

兹i UD11 UD21 UD31 UD41 UD12 UD22 UD32 UD42

兹1 - 2郾 141 592 65 - 2郾 141 592 63 0郾 999 999 98 0郾 999 999 96 - 2郾 141 592 65 - 2郾 141 592 63 0郾 999 999 98 0郾 999 999 96
兹2 2郾 491 263 91 - 2郾 358 157 33 - 1郾 200 000 02 1郾 006 801 32 2郾 491 263 91 - 2郾 358 157 33 - 1郾 200 000 02 1郾 006 801 32
兹3 1郾 529 773 15 - 1郾 128 182 02 2郾 199 999 99 - 1郾 798 408 85 1郾 529 773 15 - 1郾 128 182 02 2郾 199 999 99 - 1郾 798 408 85
兹4 2郾 641 965 23 1郾 004 858 44 - 2郾 641 580 21 - 0郾 529 768 79 - 0郾 499 637 81 - 2郾 136 650 81 0郾 500 013 05 2郾 611 852 92
兹5 1郾 001 022 27 0郾 498 266 09 1郾 000 003 84 0郾 924 550 38 - 1郾 001 039 69 - 0郾 498 269 99 - 0郾 999 985 12 - 0郾 924 538 70
兹6 2郾 573 361 99 - 1郾 799 242 87 - 1郾 141 598 77 2郾 626 049 05 - 0郾 568 224 29 1郾 342 278 03 1郾 999 993 30 - 0郾 515 562 54

表 8摇 KUKA 机器人的 8 组逆运动学解

Tab. 8摇 Eight solutions of inverse kinematics of KUKA robot rad

兹i UD1 UD2 UD3 UD4 UD5 UD6 UD7 UD8

兹1 - 2郾 641 592 86 2郾 680 435 40 2郾 680 435 10 - 2郾 641 592 67 0郾 500 000 10 - 0郾 461 157 49 - 0郾 461 157 68 0郾 499 999 73
兹2 - 0郾 785 398 16 - 0郾 683 858 24 - 0郾 683 858 16 - 0郾 785 398 14 0郾 785 398 19 0郾 683 858 24 0郾 683 858 20 0郾 785 398 05
兹3 - 2郾 891 592 80 2郾 603 175 07 - 0郾 538 417 76 0郾 249 999 94 0郾 250 000 11 - 0郾 538 417 66 2郾 603 174 86 - 2郾 891 592 82
兹4 - 0郾 785 398 06 - 0郾 785 398 04 0郾 785 398 10 0郾 785 398 09 - 0郾 785 398 24 - 0郾 785 398 14 0郾 785 398 20 0郾 785 397 92
兹5 0郾 785 398 48 2郾 356 194 12 - 0郾 785 398 06 - 2郾 356 194 40 0郾 785 397 99 2郾 356 194 37 - 0郾 785 397 87 - 2郾 356 194 16
兹6 0郾 999 999 84 0郾 508 946 66 0郾 508 946 44 0郾 999 999 86 1郾 000 000 07 0郾 508 946 48 0郾 508 946 48 0郾 999 999 83

3郾 3摇 结果分析

从两个算例可以看出,在满足精度要求的前提

下,CMA ES 算法的求解速度明显优于文献[5]所
提的数值法。

KUKA 机器人中的逆运动学求解速度比工业机

器人求解速度慢,主要因为该机器人无法臂腕分离,
从而增加了算法的搜索维度,进而增加了求解过程

摇 摇

中的时间消耗。 经测算,CMA ES 算法中 68% ~
74%的时间消耗用于适应度函数计算,如果可以加

快该算法适应度函数的计算,则其求解速度将会得

到显著提高。 同时,CMA ES 算法的原理导致其进

化过程中,会向不可行域探索,从而在进化中产生无

效搜索,如果在这一方面也进行改进,则求解速度将

会有所提高。
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4摇 结论

(1)利用 det(J) = 0 及图像可视化方法,将钱

江一号 6R 工业机器人的关节空间划分为 8 个唯一

域,缩小了 CMA ES 算法的搜索空间;结合其臂腕

分离的特点,分别对手腕位置和接近矢量建立了适

应度函数,降低了算法的搜索维度。
(2)利用 CMA ES 算法在唯一域中进行有约

束寻优;采用佳点集算法均匀分布的特点,优化了算

法的初始均值点;应用同样的逆解唯一域划分方法

和算法,求解了一类 KUKA 仿人机械臂前 6 个关节

的 8 组逆解。
(3)在满足精度要求的前提下,与数值法相比,

本文提出的算法平均求解时间更短:在工业机器人

中,CMA ES 算法平均求解速度约为 5郾 1 ms /次,数值

法平均求解速度约为 7郾 5 ms /次;在 KUKA 机器人中,
CMA ES 算法平均求解速度约为 18郾 9 ms /次,数值法

平均求解速度约为 54郾 8 ms /次。 CMA ES 算法在

两款机器人中逆解的位置精度均能稳定在 10 - 6 mm
数量级。
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