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６支链台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ衍生构型位置正解半解析算法
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摘要：目前 ６支链 Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构位置正解无全解析解或全解析解推导困难，不利于程式化分析计算，本文设计

４种 ６支链台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ衍生构型，并构建了一种数值法和解析法相结合的半解析算法。通过添加 ６条虚拟支

链，４种衍生构型可重构为同一种 １２ ６台体型拓扑构型；推导了重构构型的协调方程，并针对 ４种衍生构型，推导

了虚拟支链长度的数值解；基于动平台上特征点之间的拓扑关系，推导了重构构型位置正解的全解析解。进一步

对比分析了半解析算法与传统数值法在计算位姿正解时的精度、效率和稳定性。数值算例表明，半解析算法的精

度与稳定性优于传统数值法至少２倍，但传统数值法的效率是半解析算法的７倍；同时得到了半解析算法的３点构

型选取原则。
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０　引言

１９６５年，ＳＴＥＷＡＲＴ［１］首次提出含 ６条相同支
链的并联机构，学者们将其称为 Ｓｔｅｗａｒｔ机构。与传
统的串联机构相比，并联机构具有输出精度高、结构

刚性好、承载能力强、便于控制等优点，成为国内外

机构学研究热点
［２－６］

。Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构主要有平台
型、台体型两大类，相比于前者而言，后者动、静平

台
［７］
上球铰链的球心可在空间任意布置，而不局限

于同一平面上，并且具有对称性和各向同性
［８］
，可

用于对精度和稳定性要求较高的场合
［９］
。因此，台

体型 Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构具有更广泛的应用领域，如六
维加速度传感器

［８－１０］
、飞行模拟器

［１１－１２］
、遥操作机

器人
［１３－１４］

等，但其理论研究难度更大。

由于涉及到至少 ６个输入量和 ６个输出量，而
且它们之间呈现强非线性耦合的关系，目前，台体型

Ｓｔｅｗａｒｔ并联机构的正向运动学问题并没有完全解
决。正向运动学是工作空间、奇异位型、动力学控制

等后续工作的基础，国内外学者对此进行了大量的

探索研究，主要方法有数值法和解析法两种
［１５－１７］

。

数值法主要通过 Ｎｅｗｔｏｎ法或拟 Ｎｅｗｔｏｎ法等数值逼
近迭代求解

［１８－２２］
。文献［１９］利用拟Ｎｅｗｔｏｎ法成功

求解３ ＲＰＳ和６ ＲＵＳ并联机构位置正解，计算效
率明显提高，然而，求解算法对初值较敏感，且在特

殊奇异位型下无法计算；文献［２３］利用粒子群算法
进行正解研究，能够得到所有可能的正解，但该算法

的收敛速度和计算效率还有待提高。解析法主要通

过消元得到单一参数多项式，不需要给定初值，就能

求得全部解。文献［２４］提出一种解析化方法用于
６ ＳＰＳ［２５］并联机构的正向运动学求解，但是该方法
消元复杂，不具有通用性，且不利于程式化；文

献［２６］针对 ６ ６平台型 Ｓｔｅｗａｒｔ机构，运用分次字
典序 Ｇｒｏｅｂｎｅｒ基法消元，得到一元 ２０次代数方程，
然而，获得的高次方程仍需要通过数值法求解；文

献［２７］指出，采用冗余驱动的思路可以设计出具有
全解析解的台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ机构，然而，由于添加了
多条支链，特别是引入了三重复合铰链，结构变得更

加复杂，不利于加工、装配及控制。

沈惠平等
［２８］
研究发现，并联机构位姿正解的求

解难度与机构的耦合度有关。为了构造低耦合度的

并联机构，同时舍弃三重复合铰链，本文设计结构简

单、易加工、易装配的 ６支链台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ衍生构
型，并构建一种数值法和解析法相结合、程式化程度

高的半解析算法，为 ６支链并联机构的工程应用奠
定理论基础。

１　Ｓｔｅｗａｒｔ衍生构型及重构构型

本文提出 ４种 ６支链并联机构的衍生构型，分
别是６ ６构型、６ ５构型、６ ４构型和 ６ ３构型
（前、后数字分别代表静、动平台上的球铰链个数，

下同），如图１所示。衍生构型由 １个边长为 ２Ｎ的
正方体状动平台、１个内边长为 ２（Ｎ＋Ｌ）的正方体
空壳状静平台以及 ６条完全相同的 ＳＰＳ（Ｓｐｈｅｒｉｃａｌ
ｐｒｉｓｍａｔｉｃｓｐｈｅｒｉｃａｌ）支链构成；初始状态下，６条支链
长度相等，动平台与静平台的几何中心重合，并且姿

态完全相同。与衍生构型相比，重构构型增加了

６条虚拟支链，每２条支链构成一组，６个二重复合球
铰链分别固结在动平台的６条棱边的中点；重构构型
的初始状态与衍生构型的初始状态相同，如图２所示。

图 １　Ｓｔｅｗａｒｔ机构的 ４种衍生机构

Ｆｉｇ．１　ＦｏｕｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｏｆＳｔｅｗａｒｔｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

图 ２　１２ ６台体型重构构型

Ｆｉｇ．２　１２ ６ｐｌａｔｆｏｒｍｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ
　

２　半解析算法

２１　基本思路
将数值法与解析法相结合的方法称为半解析算
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法，基本思路为通过数值法求解出 ６条虚拟支链的
长度，再通过解析法求解出重构构型的位置正解。

算法流程如图３所示。其中虚线表示传统数值法。

图 ３　半解析算法流程图

Ｆｉｇ．３　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ
　
２２　重构构型运动学正解的全解析解

由并联机构的支链长度计算动平台位姿的过程

称为“正向运动学方程的求解”。本文假设机构各

个几何参数已知，动平台为一个刚体，并且各个球副

之间不存在摩擦与间隙。

如图４所示，动平台几何中心为 Ｐ，其笛卡尔坐
标设为（ｘ０，ｙ０，ｚ０），动平台顶点及其坐标为 Ａｄ（ｘｄ，
ｙｄ，ｚｄ）（ｄ＝１，２，…，８），二重复合球铰链及其坐标为
Ｂｉ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）（ｉ＝１，２，…，６），１２个外球铰链的中心
点在静坐标系中的笛卡尔坐标为 ｂｊ（ｘｊ，ｙｊ，ｚｊ）（ｊ＝１，
２，…，１２）。根据重构构型中的几何约束关系，建立
二次相容方程

｜ｂｋ－Ｂｋ＋１２ ｜＝ｌｋ　（ｋ＝１，３，５，７，９，１１） （１）

｜ｂｋ－Ｂｋ
２
｜＝ｌｋ　（ｋ＝２，４，６，８，１０，１２） （２）

｜Ｂｒ－Ｐ 槡｜＝２Ｎ　（ｒ＝１，２，３） （３）

图 ４　位姿求解原理图

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎ
　

将二次相容方程（１）～（３）分成 ３组，每组二次
相容方程中的同构方程两两相减，得到１２个线性相
容方程，通过考虑线性方程组的求解理论，可以得到

点 Ｐ、Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３的部分坐标为

ｘ０
ｙ０
ｚ











０

＝１
８Ｌ

－１ １ １
１ －１ １









１ １ －１
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２
２＋ｌ

２
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２
８

ｌ２５－ｌ
２
６－ｌ

２
１１＋ｌ

２
１２

－ｌ２３＋ｌ
２
４＋ｌ

２
９－ｌ

２
１











０

（４）

ｚ１
ｙ[ ]
１

＝ｈ１
（ｌ２２－ｌ

２
１）／（２Ｌ）

Ｎｚ０－（Ｎ＋Ｌ）ｙ０＋（ｌ
２
１＋ｌ

２
７）／４－ｈ







２

（５）

ｘ２
ｙ[ ]
２

＝ｈ１
（ｌ２４－ｌ

２
３）／（２Ｌ）

Ｎｘ０－（Ｎ＋Ｌ）ｙ０＋（ｌ
２
３＋ｌ

２
９）／４－ｈ







２

（６）

ｘ３
ｚ[ ]
３

＝ｈ１
（ｌ２５－ｌ

２
６）／（２Ｌ）

Ｎｘ０－（Ｎ＋Ｌ）ｚ０－（ｌ
２
５＋ｌ

２
１１）／４＋ｈ







２

（７）

其中 ｈ１＝
１

２Ｎ＋Ｌ
Ｎ＋Ｌ １
Ｎ[ ]－１

ｈ２＝
ｘ２０＋ｙ

２
０＋ｚ

２
０

２
＋３Ｎ

２

２
＋（Ｎ＋Ｌ）

２

２
观察动平台特征点，发现 Ｐ、Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３４点构成

菱形，且对角线互相平分。因此有

ｘ１＝ｘ２＋ｘ３－ｘ０ （８）
ｚ２＝ｚ１＋ｚ０－ｚ３ （９）
ｙ３＝ｙ１＋ｙ０－ｙ２ （１０）

如图４所示，将动平台的前面、右侧面和上面中
心点的坐标分别记作 Ｐｆｒｏｎｔ、Ｐｒｉｇｈｔ、Ｐｔｏｐ。

根据特征点与 Ｐｆｒｏｎｔ、Ｐｒｉｇｈｔ、Ｐｔｏｐ之间的尺度关系，
计算其解析解

Ｐｆｒｏｎｔ＝
１
３
（Ｐ＋Ｂ３＋Ｂ５）－

１
３Ｎ
（Ｂ５－Ｂ３）×（Ｐ－Ｂ３）

（１１）

Ｐｒｉｇｈｔ＝
１
３
（Ｐ＋Ｂ１＋Ｂ２）－

１
３Ｎ
（Ｐ－Ｂ１）×（Ｂ２－Ｂ１）

（１２）

Ｐｔｏｐ＝
１
３
（Ｐ＋Ｂ４＋Ｂ６）－

１
３Ｎ
（Ｂ４－Ｐ）×（Ｂ６－Ｐ）

（１３）
这样，动平台的位置和姿态可分别表示为

Ｐ＝（ｘ０，ｙ０，ｚ０）
Ｔ

（１４）

Ｒ＝１
Ｎ
（Ｐｆｒｏｎｔ－Ｐ，Ｐｒｉｇｈｔ－Ｐ，Ｐｔｏｐ－Ｐ） （１５）

２３　基于协调方程求解虚拟支链的长度
动平台在运动过程中，杆长之间满足一定的几

何约束关系，即

｜Ｂ１－Ｐ｜
２＝ｘ２１－２ｘ１ｘ０＋ｘ

２
０＋ｙ

２
１－

２ｙ１ｙ０＋ｙ
２
０＋ｚ

２
１－２ｚ１ｚ０＋ｚ

２
０＝２Ｎ

２
（１６）
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｜Ｂ２－Ｐ｜
２＝ｘ２２－２ｘ２ｘ０＋ｘ

２
０＋ｙ

２
２－

２ｙ２ｙ０＋ｙ
２
０＋ｚ

２
２－２ｚ２ｚ０＋ｚ

２
０＝２Ｎ

２
（１７）

｜Ｂ３－Ｐ｜
２＝ｘ２３－２ｘ３ｘ０＋ｘ

２
０＋ｙ

２
３－

２ｙ３ｙ０＋ｙ
２
０＋ｚ

２
３－２ｚ３ｚ０＋ｚ

２
０＝２Ｎ

２
（１８）

｜Ｂ１－Ｂ２｜
２＝ｘ２１－２ｘ１ｘ２＋ｘ

２
２＋ｙ

２
１－

２ｙ１ｙ２＋ｙ
２
２＋ｚ

２
１－２ｚ１ｚ２＋ｚ

２
２＝２Ｎ

２
（１９）

｜Ｂ２－Ｂ３｜
２＝ｘ２２－２ｘ２ｘ３＋ｘ

２
３＋ｙ

２
２－

２ｙ２ｙ３＋ｙ
２
３＋ｚ

２
２－２ｚ２ｚ３＋ｚ

２
３＝６Ｎ

２
（２０）

｜Ｂ１－Ｂ３｜
２＝ｘ２１－２ｘ１ｘ３＋ｘ

２
３＋ｙ

２
１－

２ｙ１ｙ３＋ｙ
２
３＋ｚ

２
１－２ｚ１ｚ３＋ｚ

２
３＝２Ｎ

２
（２１）

｜Ｂ１－ｂ１｜
２＝ｘ２１＋［ｙ１－（Ｎ＋Ｌ）］

２＋（ｚ１＋Ｎ）
２＝ｌ２１
（２２）

｜Ｂ２－ｂ３｜
２＝（ｘ２＋Ｎ）

２＋［ｙ２－（Ｎ＋Ｌ）］
２＋ｚ２２＝ｌ

２
３

（２３）
｜Ｂ３－ｂ５｜

２＝（ｘ３－Ｎ）
２＋ｙ２３＋［ｚ３＋（Ｎ＋Ｌ）］

２＝ｌ２５
（２４）

为了降低上述 ９个协调方程的次数，通过
式（１６）、（２２）相减，式（１７）、（２３）相减，式（１８）、
（２４）相减，式（１９）、（２２）、（２３）相减，式（２０）、（２３）、
（２４）相减，式（２１）、（２２）、（２４）相减，得到 ６个低次
幂的协调方程为

ｆ（Ｘ）＝２ｘ１ｘ０＋２ｙ１ｙ０＋２ｚ１ｚ０－ｘ
２
０－ｙ

２
０－ｚ

２
０＋

３Ｎ２＋（Ｎ＋Ｌ）２－２ｙ１（Ｎ＋Ｌ）＋２ｚ１Ｎ－ｌ
２
１＝０

（２５）
ｇ（Ｘ）＝２ｘ２ｘ０＋２ｙ２ｙ０＋２ｚ２ｚ０－ｘ

２
０－ｙ

２
０－ｚ

２
０＋

３Ｎ２＋（Ｎ＋Ｌ）２－２ｙ２（Ｎ＋Ｌ）＋２ｘ２Ｎ－ｌ
２
３＝０

（２６）
ｖ（Ｘ）＝２ｘ３ｘ０＋２ｙ３ｙ０＋２ｚ３ｚ０－ｘ

２
０－ｙ

２
０－ｚ

２
０＋

３Ｎ２＋（Ｎ＋Ｌ）２＋２ｚ３（Ｎ＋Ｌ）－２ｘ３Ｎ－ｌ
２
５＝０

（２７）
ｕ（Ｘ）＝－２ｘ１ｘ２－２ｙ１ｙ２－２ｚ１ｚ２－２ｘ２Ｎ＋

２ｙ２（Ｎ＋Ｌ）－２Ｎ
２－２（Ｎ＋Ｌ）２＋

２ｙ１（Ｎ＋Ｌ）－２ｚ１Ｎ－２Ｎ
２＋ｌ２１＋ｌ

２
３＝０ （２８）

ｗ（Ｘ）＝－２ｘ２ｘ３－２ｙ２ｙ３－２ｚ２ｚ３－２ｘ２Ｎ＋

２ｙ２（Ｎ＋Ｌ）－２Ｎ
２－２（Ｎ＋Ｌ）２－

２ｚ３（Ｎ＋Ｌ）＋２ｘ３Ｎ－６Ｎ
２＋ｌ２３＋ｌ

２
５＝０ （２９）

ｈ（Ｘ）＝－２ｘ１ｘ３－２ｙ１ｙ３－２ｚ１ｚ３＋２ｘ３Ｎ－

２ｚ３（Ｎ＋Ｌ）－２Ｎ
２－２（Ｎ＋Ｌ）２＋

２ｙ１（Ｎ＋Ｌ）－２ｚ１Ｎ－２Ｎ
２＋ｌ２１＋ｌ

２
５＝０ （３０）

可以看出，方程（２５）、（２６）、（２７）消除了８次方
项；方程（２８）、（２９）、（３０）消除了６次方项。化简前
后协调方程数目由９个降为 ６个，最高次项数由 ４５
项降为９项。

协调方程可写成

Ｆ（Ｘ）＝
［ｆ（Ｘ） ｇ（Ｘ） ｖ（Ｘ） ｕ（Ｘ） ｗ（Ｘ） ｈ（Ｘ）］Ｔ＝０

（３１）
式中　Ｘ———６个未知杆长

将方程（３１）用泰勒公式展开
Ｆ（Ｘｎ）＋Ｆ′（Ｘｎ）（Ｘ－Ｘｎ）＋Ｏ（｜Ｘ－Ｘｎ｜

２
）＝０

（３２）

其中

Ｆ′（Ｘｎ）＝

ｆ（Ｘ）
ｌ１

ｆ（Ｘ）
ｌ２

…
ｆ（Ｘ）
ｌ６

ｇ（Ｘ）
ｌ１

ｇ（Ｘ）
ｌ２

…
ｇ（Ｘ）
ｌ６

ｖ（Ｘ）
ｌ１

ｖ（Ｘ）
ｌ２

…
ｖ（Ｘ）
ｌ６

ｕ（Ｘ）
ｌ１

ｕ（Ｘ）
ｌ２

…
ｕ（Ｘ）
ｌ６

ｗ（Ｘ）
ｌ１

ｗ（Ｘ）
ｌ２

…
ｗ（Ｘ）
ｌ６

ｈ（Ｘ）
ｌ１

ｈ（Ｘ）
ｌ２

…
ｈ（Ｘ）
ｌ





































６

式中　Ｆ′（Ｘｎ）———雅可比矩阵
忽略二阶无穷小量后

Ｘｎ＋１＝Ｘｎ－［Ｆ′（Ｘｎ）］
－１Ｆ（Ｘｎ） （３３）

为验 证 协 调 方 程 计 算 方 法 的 可 行 性，在

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ中进行虚拟仿真，如图５所示。

图 ５　１２ ６ＳＰＳ重构构型虚拟样机

Ｆｉｇ．５　Ｖｉｒｔｕａｌｐｒｏｔｏｔｙｐｅｏｆ１２ ６ＳＰＳｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ

ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ
　
取 Ｎ＝１５ｍｍ，Ｌ＝２５ｍｍ，任意给定动平台姿态

矩阵与移动路径为

Ｒ＝Ｒ（ｚ，γ）Ｒ（ｙ，β）Ｒ（ｘ，α）＝
ｃｏｓβｃｏｓγ ｃｏｓγｓｉｎαｓｉｎβ－ｓｉｎγｃｏｓα ｃｏｓαｓｉｎβｃｏｓγ＋ｓｉｎαｓｉｎγ
ｓｉｎγｃｏｓβ ｓｉｎαｓｉｎβｓｉｎγ＋ｃｏｓαｃｏｓγ ｓｉｎβｓｉｎγｃｏｓα－ｃｏｓγｓｉｎα
－ｓｉｎβ ｃｏｓβｓｉｎα ｃｏｓαｃｏｓ









β

（３４）
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Ｐ＝

２ｓｉｎ（ωｔ）
２ｃｏｓ（ωｔ）
ωｔ











２

（３５）

其中 α＝ｔ１８
ｒａｄ，β＝ｔ１２

ｒａｄ，γ＝ｔ９
ｒａｄ，ω＝１０ｒａｄ／ｓ，

如图６所示。

图 ６　动平台移动路径

Ｆｉｇ．６　Ｐａｔｈｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　

点 Ａｄ在静坐标系中的位置矢量为

Ａｄ＝ＲＡ
ｐ
ｄ＋Ｐ （３６）

式中　Ａｐｄ———Ａｄ在动坐标系中的位置矢量
首先通过反解，求出６条支链的长度，再运用协调

方程求解出６条虚拟支链长度，对比虚拟支链长度的
计算值与准确值，得到杆长计算误差。如图７所示。

由图７ａ可知，曲线光滑且连续，表明计算过程
没有产生算法奇异。由图７ｂ可知，计算值与准确值
吻合得较好，表明协调方程是正确的；微小的杆长计

算误差是由软件在数值计算过程中产生的舍入误差

等因素造成的。

３　数值性态分析

数值性态不仅与算法有关，还与构型有关。本

文将分别对比分析半解析算法与传统数值法在计算

　　

图 ７　协调方程的验证

Ｆｉｇ．７　Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙｅｑｕａｔｉｏｎｓ
　

衍生构型位姿正解时的精度、效率和稳定性。将两种

算法编写成 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ程序，使用的计算机 ＣＰＵ为
ＩｎｔｅｌＣＯＲＥＩ５ ４２００Ｕ，主频为２３０ＧＨｚ，内存为４ＧＢ。
３１　精度

传统数值法即牛顿法是一种被广泛使用的求解

并联机构正解的迭代算法。通过数值算例发现，初

值偏差对位姿正解计算误差的影响较小，因此，这里

仅分别对比半解析算法与传统数值法在计算衍生构

型位姿正解时的精度，如表 １所示。在虚拟样机中，
任意给定动平台一组位姿：ｘ０＝０１ｍｍ，ｙ０＝０１ｍｍ，
ｚ０＝０１ｍｍ；λ１＝００５，λ２＝００５，λ３＝００５，算法迭

代精度控制为 １０×１０－６，计算值取小数点后 ５位
有效数字。

表 １　位姿正解的精度对比

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｃｃｕｒａｃｙｏｆｆｏｒｗａｒｄ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ

衍生构型 算法 综合相对误差 δ／％

６ ６构型
传统数值法 ４４０２９２×１０－５

半解析算法 ８２８４５４×１０－７

６ ５构型
传统数值法 ４３１１４４×１０－４

半解析算法 ２１９００８×１０－４

６ ４构型
传统数值法 ３２９８８７×１０－３

半解析算法 １２６０５９×１０－５

６ ３构型
传统数值法 ６９２６８３×１０－４

半解析算法 ４３８７６２×１０－６

　　定义位姿正解的综合相对误差（位姿正解 ６个
变量的相对误差的平均值）δ为

δ＝ [ (１
６

ｘ０－ｘ０
ｘ )
０

２

(＋ ｙ０－ｙ０
ｙ )
０

２

(＋ ｚ０－ｚ０
ｚ )
０

２

(＋ λ１－λ１
λ )
１

２

(＋ λ２－λ２
λ )
２

２

(＋ λ３－λ３
λ )
３

]
槡

２

×１００％

（３７）
式中　ｘ０、ｙ０、ｚ０、λ１、λ２、λ３———位姿计算值

由表１可知，在计算过程中，半解析算法的综合
相对误差明显低于传统数值法。

３２　效率
算法效率（计算时间）τ与其使用的方法有关，

也与求解的具体构型有关。从不同算法和不同构型
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来研究初值偏差对效率的影响。在软件中通过

Ｔｉｍｉｎｇ指令获取算法的计算时间，分别计算对比同
种构型下两种算法所需计算时间的比值，选取最小

值作为两种算法的效率比值。通过数值算例发现，

算法的迭代精度与初值偏差对传统数值法的效率影

响较小，因此，本文仅列出了不同构型下传统数值法

的效率，如表２所示。对于半解析算法，迭代精度分
　　

别控制为 １０×１０－６与 １０×１０－９，将初值偏差从
５％变化到２５％，在不同的迭代精度下，对应的效率
如表３所示。

表 ２　传统数值法的效率

Ｔａｂ．２　Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ

构型 ６ ６构型 ６ ５构型 ６ ４构型 ６ ３构型

τ／ｍｓ １５６０ １５４０ １６００ １５４０

表 ３　半解析算法的效率

Ｔａｂ．３　Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｓｅｍｉａｎａｌｙｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｍｓ

初值偏差／％
迭代精度为１０×１０－６ 迭代精度为１０×１０－９

６ ６构型 ６ ５构型 ６ ４构型 ６ ３构型 ６ ６构型 ６ ５构型 ６ ４构型 ６ ３构型

５ １１０ １０９ １１０ １１０ １０９ １０９ １２５ １１０

１０ １１０ １２５ １０９ ７８ １４１ １２５ １２５ １２５

１５ １４１ １２５ １４１ １２５ １４０ １５６ １４１ １４０

２０ １４０ １４１ １２５ １２５ １７２ １５６ １５６ １２５

２５ １８８ １７２ 发散 １４０ ２０４ １８７ 发散 １０９

平均效率 １３７８０ １３４４０ １２１２５ １１５６０ １５３２０ １４６６０ １３６７５ １２１８０

　　由表２、３可知，传统数值法的效率优于半解析
算法。从算法的方程复杂程度分析，半解析算法方

程的最高次幂（８次）高于传统数值法的方程（３
次）。半解析算法的效率随着构型中二重复合球铰

链数目的增多而变高，且迭代精度越高，效率越低；

对于６ ４构型，当初值偏差达到 ２５％时，半解析算
法的计算结果发散。

３３　稳定性
稳定性的主要影响因素有初值偏差和计算步

长，考虑到位姿正解与初值偏差有关，与计算步长无

关，因此，从两种算法的最大初值偏差和迭代发散来

研究衍生构型的稳定性。在实际计算过程中，如初

值偏差过大，结果可能不收敛，计算失去了稳定性。

各变量计算许用区间宽度为

Ｑ＝［Ｘ－ΔＸ　Ｘ＋ΔＸ］ （３８）

其中 Ｘ ＝［ｘ０ ｙ０ ｚ０ λ１ λ２ λ３］
Ｔ

ΔＸ＝

［Δｘ０ｍａｘ Δｙ０ｍａｘ Δｚ０ｍａｘ Δλ１ｍａｘ Δλ２ｍａｘ Δλ３ｍａｘ］
Ｔ

式中　Ｘ———初始位姿

ΔＸ———位姿最大计算值
定义最大初值偏差（位姿正解 ６个变量的相对

许用区间宽度的平均值）Ｉｍａｘ为

Ｉｍａｘ＝ (１６
Δｘ０ｍａｘ
Ｍｘ０

＋
Δｙ０ｍａｘ
Ｍｙ０

＋
Δｚ０ｍａｘ
Ｍｚ０

＋

Δλ１ｍａｘ
Ｍλ１

＋
Δλ２ｍａｘ
Ｍλ２

＋
Δλ３ｍａｘ
Ｍλ )

３
×１００％ （３９）

式中　Ｍ———动平台位姿各变量（分量）的最大工作
范围

半解析算法与传统数值法在计算衍生构型时的

最大初值偏差如表 ４所示。由表 ４可知，半解析算
法的稳定性明显优于传统数值法。对于半解析算

法，６ ３构型稳定性优于其他构型，从拓扑结构分
析，该构型动平台上有３个二重复合球铰链，相比于
其他构型，该构型支链分布较集中；对于传统数值

法，６ ５构型稳定性最高，达到４６２％。

表 ４　衍生构型的最大初值偏差

Ｔａｂ．４　Ｍａｘｉｍｕｍｉｎｉｔｉａｌｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ％

衍生构型 半解析算法 传统数值法

６ ６构型 １０８１ １１０

６ ５构型 １０６０ ４６２

６ ４构型 １４４２ ２２８

６ ３构型 ５２６０ ２４６

４　结论

（１）设计了一类 ６支链台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ并联机
构及其衍生构型，对其进行拓扑结构分析，动平台

分别含有 ０、１、２、３个二重复合球铰链。针对 ６支
链并联机构正向运动学求解问题，构建了一种结

合数值法和解析法的半解析算法。通过数值法求

出虚拟支链长度，构成 １２ ６台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ并联
机构，利用其低耦合度和支链布局的高度对称性，

推导了一种全解析式正解算法，并可得到唯一解

析表达式。该方法同样适用于动平台上含 ３个以
上二重复合球面副、球铰中心不局限于动平台棱

边的中点、且耦合度小于 ２的台体型并联机构的
正向运动学求解。

（２）对比了半解析算法和传统数值法在计算 ６
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支链并联机构衍生构型时的精度、效率和稳定性。

半解析算法的精度和稳定性优于传统数值法至少 ２
倍，但传统数值法的效率为半解析算法的７倍。

（３）构型选取不仅与应用对象有关，还与算法
的数值性态有关。半解析算法在具体应用场合需要

合理选取衍生构型，其选取原则为：对精度要求较高

且效率和稳定性要求不高时，选用 ６ ６构型；对实

时性（或稳定性）要求较高且精度和稳定性（或实时

性）要求不高时，选用 ６ ３构型。当最大初值偏差
小于 １０６％时，４种衍生构型都适用；当最大初值偏
差大于１０６％且小于５２６％时，选用６ ３构型；当最
大初值偏差大于 ５２６％时，衍生构型都不适用。综
合考虑精度、效率和稳定性，６ ３构型优于其他
构型。
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