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无寄生运动非对称空间２Ｔ１Ｒ并联机构设计与运动学分析
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摘要：根据基于方位特征方程的并联机构设计理论与方法，设计了一种能实现空间两平移一转动（２Ｔ１Ｒ）且无寄生

运动的非对称并联机构（ＲＰａ‖３Ｒ）－Ｒ＋ＲＳＳ。对该机构进行了动平台方位特征（ＰＯＣ）、自由度（ＤＯＦ）以及耦合度

κ计算的拓扑特性分析，表明机构为零耦合度且具有部分运动解耦性；运用序单开链法的运动学原理，推导了求解

机构位置正反解的解析式；基于位置反解，分析了机构的位置工作空间形状与大小及其转动能力；探讨了机构发生

奇异位形的条件；对机构的速度和加速度进行了计算及仿真分析。结果表明：该机构运动学分析简单，转动能力

强，动力学性能较好。
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０　引言

三自由度的三维纯平移和三维纯转动并联机

构已得到了较多的研究与应用
［１－４］

，而具有转动和

移动混合输出的三自由度并联机构同样具有较好

的研究价值。有关一平移两转动（１Ｔ２Ｒ）并联机
构的研究，已有 ３ ＰＲＲＵ并联机构［５］

，Ｅｘｅｃｈｏｎ机
器人

［６－７］
中的 ２ ＵＰＲ ＳＰＲ并联机构，Ｔｒｉｃｅｐｔ和

ＴｒｉＶａｒｉａｎｔ机器人［８－１０］
中的３ ＵＰＳ ＵＰ和２ ＵＰＳ

ＵＰ并联机构。王飞博等［１１］
运用基于螺旋理论的



运动／力传递性能指标对 ３ ＰＲＲＵ、２ ＰＲＵ
ＰＲＲＵ和２ ＰＲＳ ＰＲＲＵ３种 １Ｔ２Ｒ并联机构进行
构型优选。汪满新等

［１２］
运用虚拟链法对 １Ｔ２Ｒ型

并联机构进行型综合，得到多种含冗余驱动／过约
束的新构型。ＨＵＮＴ［１３］提出一种动平台包含寄生
运动的 ３ ＰＲＳ并联机构，ＪＯＳＨＩ等［１４］

对此机构进

行了奇异分析。

目前，对两平移一转动（２Ｔ１Ｒ）机构研究相对较
少，但这类机构可用作空间抓放定位操作、娱乐设

备、调姿装备等，例：ＫＯＮＧ等［１５］
、杨宁等

［１６］
分别基

于螺旋理论对２Ｔ１Ｒ型并联机构的结构综合进行了
研究；ＲＥＦＡＡＴ等［１７］

根据位移李群理论对三自由度

混合运动并联机构进行型综合研究；张彦斌等
［１８］
根

据线性变换理论，对无奇异完全各向同性 ２Ｔ１Ｒ型
空间并联机构进行了结构综合，杨廷力等

［１９－２１］
基于

单开链单元理论对 ２Ｔ１Ｒ型并联机构进行了型综
合，得到多种含有平面闭回路结构的新型机构。

寄生运动，即伴随运动、派生运动、衍生运动，是

指并联机构动平台的运动输出量数目大于机构的自

由度（或驱动副数目）的那一部分运动，它是由独立

运动派生（或衍生）的。一般情况下不希望产生寄

生运动，因为对需要精确输出运动的机构来说，其运

动规划与控制比较复杂；但文献［２２－２３］却逆向思
考，提出了“少输入 多输出并联机构”的研究对象、

设计理论和方法，设计的系列含寄生运动的并联机

构，并应用于筛分
［２４－２５］

、康复
［２６－２７］

混合、娱乐等不

需要精确运动的装备上。

本文研究无寄生运动的 ２Ｔ１Ｒ机构。根据基于
方位特征（ＰＯＣ）的并联机构设计理论与方法［１９－２１］

，

设计一种能实现空间两平移一转动（２Ｔ１Ｒ）的并联
机构（ＲＰａ‖３Ｒ）－Ｒ＋ＲＳＳ；对该机构进行拓扑特
征、位置正反解求解、动平台工作空间及其转动能

力、奇异位形，以及速度与加速度的分析。

１　２Ｔ１Ｒ并联机构的设计及拓扑分析

１１　机构设计
根据基于方位特征（ＰＯＣ）方程的并联机构拓扑

结构设计理论和方法
［２０－２１］

，本文提出的 ２Ｔ１Ｒ并联
机构如图１所示，静平台 ０与动平台 １用一条无约
束支链（ＳＯＣ）和一条混合支链 ＨＳＯＣ联接。

混合支链包含支链Ⅰ、Ⅱ和转动副 Ｒ４，其组成
如下：静平台上的转动副 Ｒ１１连接驱动杆 ２的一端，
而其另一端用另一个平行轴线转动副 Ｒ１２连接于由
４个 Ｒ副（Ｒａ、Ｒｂ、Ｒｃ、Ｒｄ）组成的平行四边形的短边
杆５；另一短边杆５′再通过一个平行轴转动副 Ｒ１３连
接于子平台 １′的一侧，这一平行四边形型结构，记

作支链 Ｉ；同时，子平台 １′的另一垂直侧并联连接两
杆三平行轴线转动副（Ｒ２１‖Ｒ２２‖Ｒ２３）组（记作：支
链Ⅱ），从而支链Ⅰ、Ⅱ构成一个子并联机构。进一
步，子平台 １′与轴线平行于 Ｒ２３的转动副 Ｒ４串联连
接于动平台 １的另一端，至此，构成混合支链
（ＨＳＯＣ），其拓扑表示为 ＲＰａ－Ｒ‖Ｒ‖Ｒ－Ｒ（下划
线表示为驱动），简记为（ＲＰａ‖３Ｒ）－Ｒ。

图 １　非对称零耦合度（ＲＰａ‖３Ｒ）－Ｒ＋ＲＳＳ机构

Ｆｉｇ．１　Ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｎｄｚｅｒｏｃｏｕｐｌｉｎｇｄｅｇｒｅｅｍｅｃｈａｎｉｓｍ

（ＲＰａ‖３Ｒ）－Ｒ＋ＲＳＳ
　
而无约束支链为 Ｒ３１ Ｓ３１ Ｓ３２，记作：支链Ⅲ，其

杆８的两端分别通过球副 Ｓ３２、Ｓ３１与动平台 １、驱动
杆４的一端连接，驱动杆 ４的另一端通过平行于转
动副 Ｒ１１的转动副 Ｒ３１与静平台 ０连接，其拓扑表示
为 ＲＳＳ型。

因此，整个并联机构记为（ＲＰａ‖３Ｒ）－Ｒ＋ＲＳＳ。

１２　机构拓扑特性分析

１２１　机构的 ＰＯＣ计算
１２１１　并联机构的 ＰＯＣ方程［２２］

为

ＭＰａ＝∩
ｎ

ｉ＝１
Ｍｂｉ （１）

Ｍｂｉ＝∪
ｋ

ｊ＝１
Ｍｓｊ （２）

式中　ＭＰａ———机构动平台的 ＰＯＣ集
Ｍｂｉ———第 ｉ条支链末端的 ＰＯＣ集
Ｍｓｊ———支链中第 ｊ个子 ＳＯＣ的 ＰＯＣ集

１２１２　动平台的 ＰＯＣ集
（１）机构的拓扑结构
组成子并联机构的Ⅰ、Ⅱ支链的拓扑结构分

别为

ＳＯＣ１｛－Ｒ１１‖Ｒ１２（－Ｐ
４Ｒ－）‖Ｒ１３－｝

ＳＯＣ２｛－Ｒ２１‖Ｒ２２‖Ｒ２３－｝
静平台０上 Ｒ１１与 Ｒ２１为垂直布置，即 Ｒ２１⊥Ｒ１１；

Ｒ３１可任意布置，取 Ｒ３１‖Ｒ１１。选定动平台 １上的任
一点为基点 Ｏ′。

（２）确定混合支链 ＨＳＯＣ末端构件的 ＰＯＣ集
设 Ｈ为子并联机构子平台上的任一点，则子平

台产生的 ＰＯＣ集为
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表明子平台１′仅产生 ｏｙｚ平面内的二维平移。
而混合支链未端产生的 ＰＯＣ集为
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（３）确定动平台 ＰＯＣ集
因无约束支链 ＲＳＳ的 ＰＯＣ集为３Ｔ３Ｒ，因此，动

平台１的 ＰＯＣ集为

Ｍｐａ＝ＭＨＳＯＣ∩Ｍｂ２＝
ｔ２（⊥Ｒ２３）

ｒ１（‖Ｒ４
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表明动平台１仅产生在垂直于 Ｒ２３轴线平面（即 ｏｙｚ
平面）内的二维平移，以及绕 Ｒ４轴线的转动，而没有
其他的寄生运动或伴随运动。

１２２　机构自由度计算
１２２１　并联机构全周性自由度公式［２４］

为

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

ｖ

ｊ＝１
ξＬｊ （３）

其中 ξＬｊ { (＝ｄｉｍ ∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍ )ｂｉ ∪Ｍｂ（ｊ＋１ }） （４）

ｖ＝ｍ－ｎ＋１
式中　Ｆ———机构自由度

ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度
ｍ———运动副数　　ｎ———构件数
ｖ———独立回路数
ξＬｊ———第 ｊ个回路的独立位移方程数

∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂｉ———前 ｊ条支链组成的子并联机构的

ＰＯＣ集
Ｍｂ（ｊ＋１）———ｊ＋１条支链末端构件的 ＰＯＣ集

１２２２　机构的 ＤＯＦ计算
（１）确定独立回路的位移方程数
该机构可分解为２个独立回路，其组成分别为
ＨＳＯＣ１｛－Ｒ１１‖Ｒ１２（－Ｐ

４Ｒ－）‖Ｒ１３－
Ｒ２３‖Ｒ２２‖Ｒ２１－｝

ＳＯＣ３｛－Ｒ４－Ｓ３２－Ｓ３１－Ｒ３１－｝
它们的独立位移方程数计算如下：

①支链Ⅰ、Ⅱ组成的子并联机构为第 １个独立
回路，可得

ξＬ１＝ｄｉｍ｛ＭＳＯＣ１∪ＭＳＯＣ２｝＝

ｄｉｍ

ｔ１（⊥Ｒ１１）∪ｔ
１
（◇（ａｂｃｄ））

ｒ１（‖Ｒ１１







）
∪

ｔ２（⊥Ｒ２３）

ｒ１（‖Ｒ２３

































）

＝５

该子并联机构的 ＰＯＣ集为
ＭＰａ（１－２）＝ＭＳＯＣ１∩ＭＳＯＣ２＝

ｔ１（⊥Ｒ１１）∪ｔ
１
（◇（ａｂｃｄ））

ｒ１（‖Ｒ１１







）
∩
ｔ２（⊥Ｒ２３）

ｒ１（‖Ｒ２３







）
＝

ｔ２（⊥Ｒ２３）

ｒ[ ]０

可得该子并联机构的自由度为

Ｆ（１－２）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

１

ｊ＝１
ξＬｊ＝７－５＝２

此即表明，子平台 １′在 ｏｙｚ平面内产生的二维
平移，仅由该回路内的驱动副 Ｒ１１、Ｒ２１决定，因此，该
机构具有部分输入 输出运动解耦性。

②上述子并联机构与单开链 ＳＯＣ３组成第 ２个
回路，可得

ξＬ２＝ｄｉｍ ＭＰａ（１－２）∪
ｔ０

ｒ１（‖Ｒ４[ ]）∪ＭＳＯＣ{ }２ ＝
ｄｉｍ

ｔ２（⊥Ｒ２３）

ｒ[ ]０
∪

ｔ０

ｒ１（‖Ｒ４[ ]）∪ ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

（２）确定该并联机构的自由度

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

２

ｊ＝１
ξＬｊ＝（７＋７）－（５＋６）＝３

因此，该机构的自由度为 ３，可取静平台上的
Ｒ１１、Ｒ２１、Ｒ３１为驱动副。

注：若将该机构视为仅由产生 ２Ｔ１Ｒ的等效混
合支链和一条简单支链组成的一个独立回路，即

ＳＯＣ｛－Ｐ －Ｐ －Ｒ４－Ｓ３２－Ｓ３１－Ｒ３１－｝
则其独立位移方程数为

ξＬ＝ｄｉｍ｛ＭＨＳＯＣ∪Ｍｂ２｝＝

ｄｉｍ
ｔ２

ｒ１（‖Ｒ４[ ]）∪ ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

则机构自由度为

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

１

ｊ＝１
ξＬｊ＝９－６＝３

显然，自由度计算时，如将含回路的子并联机构

用等效支链替代，则计算过程比较方便。

１２３　机构耦合度 κ计算
（１）耦合度定义
由基于序单开链（ＳＯＣ）单元的机构组成原

理
［２２］
知，任意机构可分解为若干个基本运动链
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（Ｂａｓｉｃｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｃｈａｉｎ，ＢＫＣ）；而独立回路为 ｖ的
ＢＫＣ可进一步分解为 ｖ个单开链 ＳＯＣ（Δｊ）（ｊ＝１，２，
…，ｖ），而第 ｊ个单开链（ＳＯＣｊ）的约束度定义为

Δｊ＝∑
ｍｊ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｊ－ξＬｊ （５）

其中 Δｊ＝

Δ＋ｊ ＝１，２，…

Δ０ｊ＝０

Δ－ｊ ＝－１，－２
{

，…

式中　ｍｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的运动副数
Ｉｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的驱动副数

Δｊ有正、零、负３种形式，但须满足∑ Δｊ＝０。

因此，ＢＫＣ的耦合度 к定义为

κ＝１２
ｍｉｎ∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ｜ （６）

式中，ｍｉｎ∑
ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ｜表明 ＢＫＣ分解为 ｖ个 ＳＯＣ（Δｊ），

可有多种分配方案，应取（∑｜Δｊ｜）为最小者。
耦合度 к的物理意义：①к反映了 ＢＫＣ内各回

路变量之间的关联、依赖程度，且已证明：к值越大，
机构运动学、动力学问题求解的复杂度越高。②机
构的位置正解求解可转换为其各个 ＢＫＣ的位置求
解。③对于 к＝０的 ＢＫＣ，其每个回路的运动量解
析解都能独立求出；若 к＞０，意味着 ＢＫＣ的运动量
需多个回路方程联立求解，可用 к维搜索法或代数
法求得其位置正解或动力学逆解。

（２）机构耦合度 к计算
１２２节已计算出 ２个回路的独立位移方程

数，分别为 ξＬ１＝５，ξＬ２＝６，因此，它们的约束度 Δ１、
Δ２为

Δ１＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ１－ξＬ１＝７－２－５＝０

Δ２＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ２－ξＬ２＝７－１－６＝０

因此，该机构包含２个 ＢＫＣ，即第１个独立回路
为 ＢＫＣ１，第２个独立回路为 ＢＫＣ２。由式（６）得，耦
合度分别为：к１＝０、к２＝０；因此，它们运动学正解可
分别直接求出解析式。

２　机构的位置分析

２１　位置正解求解

２１１　坐标系的建立与参数标注
２Ｔ１Ｒ机构的运动学建模如图２所示，静坐标系

ｏｘｙｚ建立在静平台０的几何中心，且 ｘ轴与 Ａ１Ａ３连
线重合，ｙ轴与 Ａ１Ａ３连线垂直，ｚ轴由右手法则确定；
动坐标系 ｐｕｖｗ的原点 ｐ位于直线 Ｃ３Ｄ３中点，ｖ、ｕ轴

分别重合、垂直于直线 Ｃ３Ｄ３，ｗ轴同样由右手法则
确定。

图 ２　（ＲＰａ‖３Ｒ）－Ｒ＋ＲＳＳ机构的运动学建模

Ｆｉｇ．２　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｍｏｄｅｌｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍ（ＲＰａ‖３Ｒ）－Ｒ＋ＲＳＳ
　
该机构的结构参数为：静平台 ０上点 Ａ１、Ａ２和

Ａ３到原点 Ｏ的距离均为 ｌ，即 ＯＡｉ＝ｌ（ｉ＝１，２，３）；
Ｃ３Ｄ３＝ｌ８；杆２、３、４的长均为 ｌ１，即 ＡｉＢｉ＝ｌ１（ｉ＝１，
２，３）；杆６的长为 ｌ２，即 Ｂ１Ｃ１＝ｌ２；杆 ７、８的长分别
为 ｌ３、ｌ５，即 Ｂ２Ｃ２ ＝ｌ３，Ｂ３Ｃ３ ＝ｌ５；其余参数分别为
Ｃ１Ｄ１＝ｌ４；Ｄ１Ｅ＝ＥＣ２＝ｌ６；ＨＤ３＝ｌ７。

设 Ａ１Ｂ１、Ａ３Ｂ３与 ｘ轴正向的夹角为 θ１、θ３；Ａ２Ｂ２
与 ｙ轴正向的夹角为 θ２；求动平台１上 ｐ的坐标（ｘ，
ｙ，ｚ）及其姿态角 θ。
２１２　ＢＫＣ１的位置分析

在静坐标系 ｏｘｙｚ中，点 Ａｉ（ｉ＝１，２，３）、Ｂｉ（ｉ＝１，
２）的坐标分别为 Ａ１＝（ｌ，０，０）、Ａ２＝（０，ｌ，０）、Ａ３＝
（－ｌ，０，０）；Ｂ１＝（ｌ＋ｌ１ｃｏｓθ１，０，ｌ１ｓｉｎθ１）、Ｂ２＝（０，ｌ＋
ｌ１ｃｏｓθ２，ｌ１ｓｉｎθ２）。

由１２１节可知：机构运动过程中，子平台１′仅
产生沿 ｚ、ｙ轴的平移，即 ｘＣ２＝０；则 Ｃ１、Ｃ２的坐标分
别为 Ｃ１＝（ｌ－ｌ６，ｙＣ２－ｌ６，ｚＣ２－ｌ４）、Ｃ２＝（０，ｙＣ２，ｚＣ２）。

于是，由杆长约束 Ｂ１Ｃ１＝ｌ２，Ｂ２Ｃ２＝ｌ３，有位置
约束方程

（ｘＣ１－ｘＢ１）
２＋（ｙＣ１－ｙＢ１）

２＋（ｚＣ１－ｚＢ１）
２＝ｌ２２

（ｘＣ２－ｘＢ２）
２＋（ｙＣ２－ｙＢ２）

２＋（ｚＣ２－ｚＢ２）
２＝ｌ{ ２

３

（７）
简化式（７）得

ａｙＣ２＋ｂｚＣ２＝ｃ （８）

其中 ａ＝２（ｙＢ２－２ｌ６）　　ｂ＝２（ｚＢ２－ｌ４－ｘＢ１）

ｃ＝ｌ２２－ｌ
２
３－（ｌ－ｌ６－ｘＢ１）

２－ｌ２６－（ｌ４＋ｘＢ１）
２＋ｙ２Ｂ２＋ｚ

２
Ｂ２

若 ａ＝０且 ｂ＝０，则
ｃ＝ｌ２２－ｌ

２
３－（ｌ－ｌ６－ｘＢ１）

２

但因 ｌ２＜ｌ３，则 ｃ＜０，因此，ａ、ｂ不同时为零。于是
（１）当 ａ＝０时

ｚＣ２＝ｃ／ｂ

ｙＣ２＝± ｌ２３－（ｚＣ２－ｚＢ２）槡
２＋ｙＢ

{
２

（９）
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（２）当 ａ≠０时

ｚＣ２＝
ｅ± ｅ２－４槡 ｄｇ

２ｄ

ｙＣ２＝
ｃ－ｂｚＣ２










ａ

（１０）

其中　ｄ＝ａ２＋ｂ２　　ｅ＝２（ｂｃ＋ｚＢ２ａ
２－ａｂｙＢ２）

ｇ＝－ａ２（ｙ２Ｂ２＋ｚ
２
Ｂ２
－ｌ２３）－ｃ

２＋２ａｃｙＢ２
２１３　ＢＫＣ２的位置求解

当Ｃ１、Ｃ２的坐标求出后，Ｈ点坐标为（－ｌ６，ｙＣ２－

ｌ６，ｚＣ２）；将动坐标系沿 ｖ轴平移
ｌ８
２
的距离，使 ｐ点与

Ｄ３点重合，得新的动坐标系 ｐ′ｕ′ｖ′ｗ′，则 ｐ′点（Ｄ３点）

的坐标
ＯｔＰ′为

ｘ′＝－ｌ６－ｌ７
ｙ′＝ｙＣ２－ｌ６

ｚ′＝ｚＣ
{

２

（１１）

而 Ｃ３点的坐标为

Ｃ３＝
Ｏ
Ｐ′Ｒ

Ｐ′Ｃ３＋
ＯｔＰ′＝

ｘ′
ｌ８ｃｏｓθ＋ｙ′

ｌ８ｓｉｎθ＋









ｚ′

（１２）

其中，Ｃ３点在动坐标系 ｐ′ｕ′ｖ′ｗ′下的坐标为（０，
ｌ８，０）；而动坐标系 ｐ′ｕ′ｖ′ｗ′相对于静坐标系的旋转

矩阵
Ｏ
Ｐ′Ｒ为

Ｏ
Ｐ′Ｒ＝Ｒ（ｆ，θ）＝

１ ０ ０
０ ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
０ ｓｉｎθ ｃｏｓ









θ

因此，由 Ｄ３、Ｃ３点坐标，易求解 ｐ点的坐标（ｘ，
ｙ，ｚ）。

进一步，由杆长约束 Ｂ３Ｃ３＝ｌ５，得位置方程

（ｘＢ３－ｘＣ３）
２＋（ｙＢ３－ｙＣ３）

２＋（ｚＢ３－ｚＣ３）
２＝ｌ２５

（１３）
将式（１３）整理化简得

ａ１ｓｉｎθ＋ｂ１ｃｏｓθ＋ｃ１＝０ （１４）
其中 ａ１＝２ｃ２ｌ８　　ｂ１＝２ｂ２ｌ８

ｃ１＝ａ２＋ｂ２＋ｃ２＋ｌ
２
８－ｌ

２
５　　ａ２＝（ｘＢ３－ｘ）

２

ｂ２＝（ｙＢ３－ｙ）
２　　ｃ２＝（ｚＢ３－ｚ）

２

解得 θ＝２ａｒｃｔａｎ
ａ１± ａ２１＋ｂ

２
１－ｃ槡

２
１

ｂ１－ｃ１
（１５）

从而求得该机构动平台１的姿态角。
２２　位置逆解求解

已知：动平台１上ｐ的坐标（ｘ，ｙ，ｚ）和姿态角θ，
求输入角 θ１、θ２、θ３。

Ｃ３、Ｄ３、Ｈ点的坐标分别为

Ｃ３ (＝ ｘ，ｌ８ｃｏｓ
θ
２
＋ｙ，ｌ８ｓｉｎ

θ
２
＋ )ｚ

Ｄ３＝（２ｘ－ｘＣ３，２ｙ－ｙＣ３，２ｚ－ｚＣ３）
Ｈ＝（－ｌ６，ｙＤ３，ｚＤ３）

而 Ｃ１、Ｃ２点的坐标分别为
Ｃ１＝（ｌ６，ｙＨ，ｚＨ－ｌ４）　Ｃ２＝（０，ｙＨ＋ｌ６，ｚＨ）
由杆６、７、８的３个杆长约束，可建立方程
（ｘＣ１－ｘＢ１）

２＋（ｙＣ１－ｙＢ１）
２＋（ｚＣ１－ｚＢ１）

２＝ｌ２２

（１６）
（ｘＣ２－ｘＢ２）

２＋（ｙＣ２－ｙＢ２）
２＋（ｚＣ２－ｚＢ２）

２＝ｌ２３

（１７）
（ｘＣ３－ｘＢ３）

２＋（ｙＣ３－ｙＢ３）
２＋（ｚＣ３－ｚＢ３）

２＝ｌ２５

（１８）
由式（１６）～（１８）可得

θｉ＝２ａｒｃｔａｎ
２ｌ１ｚｉ± ４ｚ２ｉｌ

２
１－ｍｉｎ槡 ｉ

ｍｉ
　（ｉ＝１，２，３）

（１９）
其中 ｚ１＝ｚＣ１　ｚ２＝ｚＣ２　ｚ３＝ｚＣ３
ｍ１＝ｌ

２－２ｌ１ｌ＋ｌ
２
１－ｌ

２
２＋ｙ

２
Ｃ１
＋ｚ２Ｃ１＋ｘ

２
Ｃ１
－２ｌｘＣ１＋２ｌ１ｘＣ１

ｎ１＝ｌ
２＋２ｌ１ｌ＋ｌ

２
１－ｌ

２
２＋ｙ

２
Ｃ１
＋ｚ２Ｃ１＋ｘ

２
Ｃ１
－２ｌｘＣ１－２ｌ１ｘＣ１

ｍ２＝ｌ
２＋ｌ２１－２ｌ１ｌ－ｌ

２
３＋ｘ

２
Ｃ２
＋ｙ２Ｃ２＋ｚ

２
Ｃ２
－２ｌｙＣ２＋２ｌ１ｙＣ２

ｎ２＝ｌ
２＋ｌ２１＋２ｌ１ｌ－ｌ

２
３＋ｘ

２
Ｃ２
＋ｙ２Ｃ２＋ｚ

２
Ｃ２
－２ｌｙＣ２－２ｌ１ｙＣ２

ｍ３＝ｌ
２－ｌ２５＋２ｌ１ｌ＋ｌ

２
１＋２ｌｘＣ３＋２ｌ１ｘＣ３＋ｘ

２
Ｃ３
＋ｙ２Ｃ３＋ｚ

２
Ｃ３

ｎ３＝ｌ
２－ｌ２５－２ｌ１ｌ＋ｌ

２
１＋２ｌｘＣ３－２ｌ１ｘＣ３＋ｘ

２
Ｃ３
＋ｙ２Ｃ３＋ｚ

２
Ｃ３

综上可知，当动平台 ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）已知时，输入角
θ１、θ２、θ３各有两组解，即 Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３点的坐标各有两
组解，故逆解数为８，因此，动平台有８种构型。
２３　正逆解验算

参考 ＡＢＢ机器人 Ｉ４Ｒ的尺寸参数，输入杆和平
行四边形的尺寸参数与之相同

［２８］
，即 ｌ１＝３５０ｍｍ、

ｌ２＝７５０ｍｍ；其他结构参数分别为 ｌ＝３００ｍｍ、ｌ３＝
ｌ５＝８００ｍｍ、ｌ４＝４０ｍｍ、ｌ６＝１５０ｍｍ、ｌ７＝７０ｍｍ、ｌ８＝
３９０ｍｍ。

取３个输入角 θ１、θ２、θ３分别为３６０８°、６６７４°、
１６１８６°。由 Ｍａｔｌａｂ计算得该机构的位置正解，如
表１所示。

表 １　位置正解数值

Ｔａｂ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅｓｏｆｄｉｒｅｃｔｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ

序号 ｘ／ｍｍ ｙ／ｍｍ ｚ／ｍｍ θ／（°）

１ －２２０ －５２８８９４７ ５２７３０２５ －１２３３２５３

２ －２２０ －２００４８５ ７４１５４１６ １５２５３９

　　对应１组解的机构三维构型如图３所示。
取表 １中的 １组解的数据，代入逆解式（１９），

计算求得８组逆解数值，如表２所示。
由表２知，第１组逆解数值，与正解求解时 ３个

设定的输入角一致，因此，正逆解公式推导正确。
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图 ３　对应 １组解的机构构型

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎ１
　

表 ２　位置逆解数值

Ｔａｂ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅｓｏｆｉｎｖｅｒｓｅｋｉｎｅｍａｔｉｃ （°）

序号 θ１ θ２ θ３

１ ３６０８００ ６６７４００ １６１８６００

２ ３６０８００ －１６７４６６２ １６１８６００

３ ３６０８００ －１６７４６６２ －６６２６６

４ ３６０８００ ６６７４００ －６６２６６

５ １６９９００１ ６６７４００ １６１８６００

６ １６９９００１ －１６７４６６２ １６１８６００

７ １６９９００１ －１６７４６６２ －６６２６６

８ １６９９００１ ６６７４００ －６６２６６

３　机构的工作空间和转动能力分析

图 ５　机构工作空间各点的转角范围

Ｆｉｇ．５　Ｒａｎｇｅｏｆｒｏｔａｔｉｏｎａｌａｎｇｌｅｏｆａｎｙｐｏｉｎｔｉｎｗｏｒｋｓｐａｃｅ
　

３１　工作空间分析
采用极坐标空间三位搜索法，基于机构的位置

逆解，查找该机构工作空间内所有满足杆长约束、转

角约束、干涉约束的点，即预先设定该机构工作空间

的 ｚ向高度范围，通过改变搜索半径以及搜索角度，
找到工作空间的边界。

设定搜索范围为：０≤ｚ≤１２００ｍｍ，－π≤θ≤
π，０≤ρ≤３００ｍｍ；基于位置逆解式（１９），由 Ｍａｔｌａｂ
软件编程，得到机构可达工作空间如图４所示。

由图４可知：
（１）机构的工作空间为平行于 ｙｏｚ面的一个“桥

孔型”平面区域，且相对于 ｘ轴（Ｔ Ｔ直线）具有良

图 ４　机构的工作空间

Ｆｉｇ．４　ＷｏｒｋｓｐａｃｅｏｆＰＭ
　
好的对称性，这与实际结构关于 Ｔ Ｔ对称一致。

（２）当 ｚ≤４００ｍｍ时，该机构的工作空间不连
续，存在空洞。

（３）当４１０ｍｍ≤ｚ≤１５００ｍｍ时，“桥孔型”平
面型工作空间连续，为可达工作空间；在可达空间内

会存在运动奇异现象，具体分析详见第４节。
３２　转动能力分析

机构的动平台转角分析是评估并联机构转动角

度能够到达的范围。同样，基于机构的位置逆解方

程，采用极限边界搜索法，可以求出机构动平台基点

在工作空间内任意位置时的转角范围。

由１２１节机构的 ＰＯＣ分析可知，动平台 １的
运动输出为 ｏｙｚ平面内的两维平移２Ｔ；当 ４００ｍｍ≤
ｚ≤１２００ｍｍ时，由 Ｍａｔｌａｂ计算出基点在 ｏｙｚ平面上
各点时，则转角 θ的运动范围如图５所示。

由图 ５可知，机构工作空间内各点的转角 θ的
范围较大，由图５可看出：

（１）动平台处于点 Ａ（０，９００）、Ｂ（－６００，７００）

时，其转角范围分别为［－１８０°，１８０°］、［－１２０°，
９０°］。

（２）Ａ点分别处于红色、蓝色区域内，机构的转
角能达到［－１８０°，１８０°］，约占总区域面积的 ７０％，
表明机构的动平台１具有较大的转动能力。
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４　机构的奇异性分析

４１　机构奇异性原理
设机构动平台末端执行器的输出速度为 Ｖ＝

［ｙ· ｚ· θ
·
］
Ｔ
，３ 个 输 入 角 速 度 为 ω ＝

［θ
·

１ θ
·

２ θ
·

３］
Ｔ
，则支链Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ满足的３个位置约

束方程（１６）～（１８）可统一表达为 ｆ（ｙ，ｚ，θ）＝０，全
微分后可表示为

ＪｐＶ＝Ｊｑω （２０）
其中

Ｊｐ＝

ｖ１１ ｖ１２ ｖ１３
ｖ２１ ｖ２２ ｖ２３
ｖ３１ ｖ３２ ｖ











３３

　Ｊｑ＝

ｕ１１
ｕ２２

ｕ











３３

ｕ１１＝２（ｚＣ１－ｚＢ１）ｌ１ｃｏｓθ１＋２（ｘＣ１－ｘＢ１）ｌ１ｓｉｎθ１
ｕ２２＝２（ｚＢ２－ｚＣ２）ｌ１ｃｏｓθ２＋２（ｙＣ２－ｙＢ２）ｌ１ｓｉｎθ２
ｕ３３＝２（ｚＢ３－ｚＣ）ｌ１ｃｏｓθ３＋２（ｘＣ３－ｘＢ３）ｌ１ｓｉｎθ３
ｖ１１＝２ｙＣ１　ｖ２１＝２（ｙＣ２－ｙＢ２）　ｖ３１＝２ｙＣ３
ｖ１２＝２（ｚＣ１－ｚＢ１）　ｖ２２＝２（ｚＣ２－ｚＢ２）

ｖ３２＝２（ｚＣ３－ｚＢ３）
ｖ１３＝ｌ８ｙＣ１ｓｉｎθ　ｖ２３＝ｌ８（ｙＣ２－ｙＢ２）ｓｉｎθ
ｖ３３＝２ｌ８（ｘＢ３－ｘＣ３）ｃｏｓθ－ｌ８ｙＣ３ｓｉｎθ

依据Ｊｐ、Ｊｑ矩阵是否奇异，将机构的奇异位形分为如下
３类：①当 ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０时，机构发生输入奇异。②当
ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０时，机构发生输出奇异。③当 ｄｅｔ（Ｊｑ）＝
ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０时，机构发生综合奇异。
４２　奇异位形分析
４２１　输入奇异

机构发生输入奇异，意味着每条支链靠近驱动

杆的两根杆处于折叠在一起或完全展开状态。这

时，动平台的自由度数减少。此时，ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０，该
行列式方程解的集合 Ｋ为

Ｋ＝｛Ｋ１∪Ｋ２∪Ｋ３｝ （２１）
且３种情况分别为：①Ｋ１ ＝｛（ｘＣ１ －ｘＢ１）ｓｉｎθ１ ＋
（ｚＢ１－ｚＣ１）ｃｏｓθ１＝０｝，即 Ａ１、Ｂ１、Ｃ１三点在 ｏｘｚ平面上
的投影共线。②Ｋ２＝｛（ｙＣ２－ｙＢ２）ｓｉｎθ２＋（ｚＢ２－ｚＣ２）·
ｃｏｓθ２＝０｝，即 Ａ２、Ｂ２、Ｃ２三点共线。③Ｋ３＝｛（ｚＢ３ －
ｚＣ３）ｃｏｓθ３＋（ｘＣ３ －ｘＢ３）ｓｉｎθ３＝０｝，即 Ａ３、Ｂ３、Ｃ３三点
在 ｏｘｚ平面上的投影共线。

满足 Ｋ１的三维构型如图６所示。
４２２　输出奇异

机构发生输出奇异，意味着每条支链靠近动平

台的杆处于折叠在一起或完全展开的状态，此时的

动平台自由度数增多，即使锁住输入，动平台也可能

存在自由度输出。设

（ｗｉ１，ｗｉ２，ｗｉ３）＝ｅｉ　（ｉ＝１，２，３） （２２）

图 ６　输入奇异位形

Ｆｉｇ．６　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｉｎｐｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ
　

（ｗｋ１，ｗｋ２，ｗｋ３，ｗｋ４）＝Ｅｋ　（ｋ＝１，２，３） （２３）
若 ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０，则向量 ｅ１、ｅ２、ｅ３有如下 ２种

情况：

（１）存在２个向量线性相关
①若 ｅ１＝ｋｅ２，取 ｗ１２＝ｋｗ２２，则

ｋｗ２３＝ｋｌ８（ｙＣ２－ｙＢ２）ｓｉｎθ≡ｗ１３
即 Ｅ１≡ｋＥ２，其三维构型为向量 ｌＢ１Ｃ１、ｌＢ２Ｃ２在 ｏｙｚ

平面上的投影相互平行，如图７所示。

图 ７　输出奇异位形（例 １）

Ｆｉｇ．７　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｏｕｔｐｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ（ｅｘａｍｐｌｅ１）
　
②若 ｅ２＝ｋｅ３，取 ｗ２１＝ｋｗ３１，则
ｋｗ３３＝ｋ［２ｌ８（ｘＢ３－ｘＣ３）ｃｏｓθ－ｌ８ｙＣ３ｓｉｎθ］

若 ｋｗ３３＝ｗ２３，则 ｌ８（ｘＢ３－ｘＣ３）ｃｏｓθ＝ｌ８ｙＣ３ｓｉｎθ，当 θ满

足
ｙＢ３－ｙＣ３
ｘＢ３－ｘＣ３

＝－１
ｔａｎθ
，即有 Ｅ２≡ｋＥ３。其三维构型为向

量 ｌＢ２Ｃ２、ｌＢ３Ｃ３在 ｏｙｚ平面上的投影相互平行，如图 ８
所示。

图 ８　输出奇异位形（例 ２）

Ｆｉｇ．８　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｏｕｔｐｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ（ｅｘａｍｐｌｅ２）
　
同理可得：ｅ１＝ｋｅ３，Ｅ１≡ｋＥ３。
（２）存在３个向量线性相关
若 ｅ１＝ｋ１ｅ２＋ｋ２ｅ３（ｋ１ｋ２≠０），即

ｗ１ｉ＝ｋ１ｗ２ｉ＋ｋ２ｗ３ｉ　（ｉ＝１，２，３）
ｋ１ｗ２３＋ｋ２ｗ３３＝ｋ１ｌ８（ｙＣ２－ｙＢ２）ｓｉｎθ＋
ｋ２［２ｌ８（ｘＢ３－ｘＣ３）ｃｏｓθ－ｌ８ｙＣ３ｓｉｎθ］≠ｗ１３

同理，可得：任意 ３个向量（ｋ１ｋ２≠０）均线性无
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关则第２种情况都不成立。
４２３　综合奇异

此时，ｄｅｔ（Ｊｑ）＝ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０，即输入奇异和输

出奇异同时发生。在此位形下，动平台将失去原有

的运动特性。因此，取满足输入奇异中的 Ｋ１、Ｋ２、Ｋ３
的条件，代入输出奇异分析中，此时，输出奇异不成

立，故该机构不存在综合奇异。

５　机构速度和加速度分析

５１　速度公式推导

当机构非奇异时，Ｊｐ可逆，可得

Ｖ＝Ｊ－１ｐ Ｊｑω （２４）

式（２４）即为动平台原点的输出速度。

５２　加速度公式推导

进一步，对式（２４）求导得到

ＪｐＶ
·

－Ｊｑω
· ＋Ｊ＝０ （２５）

其中 Ｊ＝［ｊ１ ｊ２ ｊ３］Ｔ

ｊ１＝

 (ｙ
ｆ１
 ) (ｙ

ｄｙ
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当机构不存在奇异性时，Ｊｐ可逆，则

Ｖ
·

＝Ｊ－１ｐ Ｊｑω
· －Ｊ－１ｐ Ｊ （２６）

式（２６）即为动平台原点的加速度公式。
５３　速度和加速度算例验证

取驱动副输入角速度分别为 θ
·

１＝５（°）／ｓ、θ
·

２＝

５（°）／ｓ、θ
·

３ ＝５（°）／ｓ，则其角加速度均为 ０。由
Ｍａｔｌａｂ软件编程计算，得到动平台的速度与加速度
分别如表３、４所示。

表 ３　动平台的速度分析

Ｔａｂ．３　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ

序号 ｖｙ／（ｍｍ·ｓ
－１） ｖｚ／（ｍｍ·ｓ

－１） ｗ／（（°）·ｓ－１）

１ －１０２６ －０７３２ －９４６４

２ －０４４２ －０４０２ －１０２５０

３ ０４６３ ０２０４ －１１５０３

４ １５４６ ０７８３ －１３８５３

５ ３５０２ １７２４ －１８１０８

表 ４　动平台的加速度分析

Ｔａｂ．４　Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ

序号 ａｙ／（ｍｍ·ｓ
－２） ａｚ／（ｍｍ·ｓ

－２） ａｗ／（（°）·ｓ
－２）

１ ０５１４ ０３６３ －０８５７

２ ０６４２ ０４５５ －０９８２

３ ０８５１ ０５２３ －１５３２

４ １３７９ ０６２８ －２７４７

５ ２７４８ ０８７６ －６９７９

　　将该并联机构的三维模型，通过 Ｓｏｌｉｄｗｏｒｋｓ导
入到 ＡＤＡＭＳ软件中进行仿真，得到动平台的速度
与加速度曲线分别如图９、１０所示。

图 ９　动平台的速度曲线

Ｆｉｇ．９　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　
由表４及图１０可知：
（１）由Ｍａｔｌａｂ计算得到加速度（表４，ｔ＝２ｓ时，ａｙ＝

０６４２ｍｍ／ｓ２，ａｚ＝０４５５ｍｍ／ｓ
２
，ａｗ＝－０９８２（°）／ｓ

２
与
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图 １０　动平台的加速度曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｃｕｒｖｅｓｏｆａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　
运用ＡＤＡＭＳ仿真得到的加速度（图１０，ｔ＝２ｓ时ａｙ＝

０６４ｍｍ／ｓ２，ａｚ＝０４５ｍｍ／ｓ
２
，ａｗ＝－０９８（°）／ｓ

２
）完

全一致，从而验证了推导的速度与加速度公式的正

确性。

（２）机构动平台的速度、加速度曲线，变化较平
　　

稳、连续，表明机构的动力学性能较好。

６　结论

（１）提出了一种空间 ２Ｔ１Ｒ无寄生运动的非全
对称并联机构（ＲＰａ‖３Ｒ）－Ｒ＋ＲＳＳ；该机构耦合度
为零且具有部分运动解耦性；给出了该机构位置正、

反解的解析式。

（２）当４１０ｍｍ≤ｚ≤１５００ｍｍ时，平行于 ｙｏｚ面
的“桥孔型”平面型工作空间连续，为有效作业区

域，且具有较好的对称性。

（３）机构平台转动能力分析表明：动平台转角 θ
的范围较大，能达到［－１８０°，１８０°］的区域约占总区
域７０％，动平台具有较大的转动能力。

（４）机构速度与加速度仿真曲线表明，机构动
平台加速度变化较平稳，具有较好的动力学性能。
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