
２０１７年 １０月 农 业 机 械 学 报 第 ４８卷 第 １０期

ｄｏｉ：１０．６０４１／ｊ．ｉｓｓｎ．１０００１２９８．２０１７．１０．０５０

３ Ｐ（４Ｓ）并联机构分析与多目标性能优化

赵星宇１，２　赵铁石１，２　云　轩１，２　王文超１，２　田　昕１，２　李忠杰１，２

（１．燕山大学河北省并联机器人与机电系统实验室，秦皇岛 ０６６００４；

２．燕山大学先进锻压成形技术与科学教育部重点实验室，秦皇岛 ０６６００４）

摘要：针对 ３ Ｐ（４Ｓ）并联平台，首先对其进行了位置反解，提出了由 ＢＰ神经网络和拟 Ｎｅｗｔｏｎ法相结合的混合数

值法，并以此对机构进行了位置正解，求解精度可达到１０－８数量级，求解时间在 ２０ｍｓ内。然后通过对位置解求导

可得到机构动平台和分支杆件的速度和加速度。根据运动学分析的结果，应用牛顿欧拉方法构建该机构的动力学

模型，并对机构的数值算例进行了动力学仿真验证。最后综合考虑机构的动力学性能、刚度性能和速度性能，分别

推导了其评价指标，并应用改进的加权求和法对该机构进行多目标的尺寸优化。通过多目标的尺寸优化，该机构

的动力学性能和速度性能提升了 ２倍，刚度性能提升了 ３倍。
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　　引言

多维并联激振平台可以为振动测试提供稳定的

复合多自由度激振，模拟设备的运动状态，有效提高

测试效率
［１－２］

。因此，近年来多维并联激振平台在

国内外得到了广泛的研究和发展
［３－６］

。德国 Ｉｎｓｔｒｏｎ



公司的六自由度振动台，主要应用于整车的振动模

拟及疲劳测试。英国 Ｓｅｒｖｏｔｅｓｔ公司的高频六自由度
振动台，采用３ ２ １结构布置，主要应用于车载发
动机的振动测试。中国科学院长春光学机械研究所

基于 Ｓｔｅｗａｒｔ构型模拟多维扰动。上海交大自主研
发的多维电动振动台，用于多维振动模拟。

同一构型的振动台，当其结构参数不同时，性能

存在较大的差异。通过优化尺寸参数来提升机构性

能，这是机构学领域值得研究的课题。ＡＬＴＵＺＡＲＲＡ
等

［７］
基于操作灵活度以及工作空间对 ４ ＰＲΠＲＲ

机构进行了尺寸优化，齐明等
［８］
通过求解雅可比矩

阵，获得３ ＰＵＳ／ＰＵ三自由度机构的全域条件数，
并进行几何参数优化。

本文同时考虑机构的动力学性能、速度性能和

刚度性能，分别给出其评价指标，并将进行多目标的

尺寸优化。对 ３ Ｐ（４Ｓ）激振平台应用 ＢＰ神经网
络

［９－１２］
与拟 Ｎｅｗｔｏｎ法［１３－１４］

相结合的混合数值法对

该机构进行位置正解分析，进而建立其运动学和动力

学模型，并用动力学仿真软件进行仿真验证，最后根据

改进的加权求和法对机构性能进行多目标优化。

１　３ Ｐ（４Ｓ）机构运动学分析

１１　位置正解分析
图１为本文所研究的 ３ Ｐ（４Ｓ）激振平台三维

造型，图２为机构简化图。该机构由上平台、基座以
及３个 Ｐ（４Ｓ）分支组成。每个分支均为１个移动副
和４个球副组成的闭环子链，４个球副中心点呈平
行四边形布置，由于在运动过程中闭环不会出现扭

曲，所以在分析过程中，闭环机构可等效为以上下边

中点以球副中心点铰接而成的等效杆件 ｃｉｄｉ（ｉ＝１，
２，３）。基座底面呈正三角形分布，其外接圆的半径
为 ｒｂ，各分支的移动副与基座底面呈倾角 φ布置。
分支的４Ｓ闭环子链上下边长为 ｄ，左右边边长为 Ｌ。
上平台呈３个长边和 ３个短边的对称六边形布置，
其外接圆的半径为 ｒａ，相邻球副在上平台中心连线
的夹角的一半为 θ＝ａｒｃｓｉｎ（ｄ／（２ｒａ））。以基座底面
中心为原点建立固定坐标系｛Ｏ｝，其 Ｘ轴沿分支 １
轴线在底面投影线方向，Ｚ轴竖直向上。以上平台
中心为原点建立动坐标系｛Ｐ｝，其 Ｘ轴垂直于分支
１中闭环子链的短边，Ｚ轴竖直向上。以下平台 ３
个顶点为原点分别建立分支坐标系｛ｕｉ｝（ｉ＝１，２，
３），ｘｉ轴垂直 Ｏｕｉ，ｙｉ轴沿 ｃｉｕｉ方向。由文献［１５］可
得，在机构呈平行四边形布置时，机构能实现三维线性

平动，则动平台的３个姿态角参数（α，β，γ）均为０。
任意时刻，各分支上边中点 ｄｉ（ｉ＝１，２，３）在

｛Ｐ｝系均表示为

图 １　３ Ｐ（４Ｓ）并联机构

Ｆｉｇ．１　３ Ｐ（４Ｓ）ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

图 ２　３ Ｐ（４Ｓ）并联机构简化图

Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈｏｆ３ Ｐ（４Ｓ）ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
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Ｔ

＝
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２
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ｒｐｃｏｓθ











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


０ ０ ０

（１）

从｛Ｐ｝系到｛Ｏ｝系再到分支坐标系｛ｕｉ｝（ｉ＝１，
２，３）进行坐标变换，得出 ｄｉ（ｉ＝１，２，３）在分支坐标
系 ｕｉ（ｉ＝１，２，３）的表示为

ｕ１ｄ１
ｕ２ｄ２
ｕ３ｄ３













１

＝ＯｕｉＴ
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１ ０ ０ ｘＰ
０ １ ０ ｙＰ
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

０ ０ ０ １

Ｐｄ１
Ｐｄ２
Ｐｄ３













１

（２）

其中
Ｏ
ｕｉ
Ｔ＝

Ｒ（ｚ，αｉ）Ｒ（ｘ，－φ）
Ｏｕｉ[ ]０ １

由文献［１６］得，Ｒ（ｚ，αｉ）Ｒ（ｘ，－φ）表示坐标变

换的旋转矩阵
Ｏｕｉ＝［ｒｂｃｏｓγｉ ｒｂｓｉｎγｉ ０］

Ｔ
（ｉ＝１，２，

３），γ１＝０°，γ２＝１２０°，γ３＝２４０°，α１＝９０°，α２＝２１０°，
α３＝３３０°。任意时刻，闭环子链的下边中点 ｃｉ（ｉ＝
１，２，３）在坐标系｛ｕｉ｝（ｉ＝１，２，３）中可表示为

ｕ１ｃ１
ｕ２ｃ２

ｕ３ｃ[ ]３ ＝
０ ０ ０
ｌ１ ｌ２ ｌ３









０ ０ ０

（３）

式中　ｌ１、ｌ２、ｌ３———直线驱动输入参数
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根据闭环子链呈平行四边形布置的几何关系，

任意时刻闭环子链的上边中点 ｄｉ（ｉ＝１，２，３）和下边
中点 ｃｉ（ｉ＝１，２，３）之间的距离恒等于左右边长 Ｌ。
此关系可表达为

Ｌ＝

（
ｕ１ｃ１ｘ－

ｕ１ｄ１ｘ）
２＋（ｕ１ｃ１ｙ－

ｕ１ｄ１ｙ）
２＋（ｕ１ｃ１ｚ－

ｕ１ｄ１ｚ）槡
２

（
ｕ２ｃ２ｘ－

ｕ２ｄ２ｘ）
２＋（ｕ２ｃ２ｙ－
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２

（
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２＋（ｕ３ｃ３ｙ－

ｕ３ｄ３ｙ）
２＋（ｕ３ｃ３ｚ－

ｕ３ｄ３ｚ）槡










２

（４）
将式（３）代入式（４），整理可得

ｌ１＝
ｕ１ｄ１ｙ－ Ｌ２－（ｕ１ｄ１ｘ）

２－（ｕ１ｄ１ｚ）槡
２

ｌ２＝
ｕ２ｄ２ｙ－ Ｌ２－（ｕ２ｄ２ｘ）

２－（ｕ２ｄ２ｚ）槡
２

ｌ３＝
ｕ３ｄ３ｙ－ Ｌ２－（ｕ３ｄ３ｘ）

２－（ｕ３ｄ３ｚ）槡










２

（５）

将式（２）代入式（５），即完成了机构的位置反
解，通过给定位置参数可得出对应的输入行程。

采用混合数值法求解机构的位置正解。如图 ３
所示，首先以行程参数（ｌ１，ｌ２，ｌ３）作为输入参数，动
平台中心位置参数（ｘｐ，ｙｐ，ｚｐ）作为输出参数，隐藏
层节点数的确定方法为首先任意给出一个初值，然

后采用逐步增长法
［１７］
将隐藏层节点数确定为 １０。

这样，一个由３个输入层和３个输出层组成的ＢＰ神
经网络已构造完成。通过式（５）的位置反解以及给
定的机构结构参数后，可得到大量训练样本，本文采

用 ＬＭ数值优化算法训练以上所构建的 ＢＰ神经网
络，ＬＭ数值优化算法可以提高训练速度、减小收敛
误差。将所构建的 ＢＰ神经网络，进行离线训练后，
其输出结果的精度可达到１０－４级。

为了进一步提高输出精度，将任意输入行程代

入神经网络的输入层，经过以上所训练好的 ＢＰ神
经网络的预测，得出机构对应位姿参数的初解。将

此初解作为拟牛顿法的初值 Ｔ０进行迭代，并规定迭

代误差 ε为１０－７，得出对应位姿参数的精确结果
（ｘｐ，ｙｐ，ｚｐ）。

图 ３　混合数值法结构简图

Ｆｉｇ．３　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｈｙｂｒｉｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ
　
　　表１为通过式（５）得出的 ５组位置数值算例，
将其代入混合数值法求解，机构的结构参数为 ｒａ＝
０２５ｍ，ｒｂ＝０６７ｍ，Ｌ＝０３８ｍ，φ＝３０°，所选计算机
主频为３２ＧＨｚ，求解结果如表 ２所示，求解精度为
１０－８数量级，迭代步数为３，求解效率在２０ｍｓ以内。

表 １　数值算例

Ｔａｂ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｅｘａｍｐｌｅ ｍ

序号
给定位姿 输入行程

ｘｐ ｙｐ ｚｐ ｌ１ ｌ２ ｌ３
１ ０ ０ ０５９２ ０４２ ０４２ ０４２

２ －００７０ ０ ０５５７ ０４３ ０３７ ０３７

３ －００２０ －００２０ ０５３７ ０３８ ０３７ ０３５

４ ００３０ －００１０ ０５６５ ０３８ ０４１ ０４０

５ ００２０ ００１０ ０５７６ ０４０ ０４１ ０４１

表 ２　混合数值法计算结果

Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｈｙｂｒｉｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ

序号
求解精度 求解效率

ｘｐ／ｍ ｙｐ／ｍ ｚｐ／ｍ Ｅ３ 迭代次数 时间／ｍｓ

１
目标值 ０ ０ ０５９２

４５１×１０－８ ３ １９
求解值 ００００００００２４５ ００００００００６３５ ０５９１９９９９５２８

２
目标值 －００７０ ０ ０５５７

４８１×１０－８ ３ １８
求解值 －００６９９９９９５６７ －０００００００９３５２ ０５５６９９９９６３７

３
目标值 －００２０ －００２０ ０５３７

６０８×１０－８ ３ １８
求解值 －００２０００００５３９ －００２０００００８６７ ０５３６９９９９５８２

４
目标值 ００３０ －００１０ ０５６５

７０８×１０－８ ３ １８
求解值 ００３００００５６１０ －００１００００８７２０ ０５６５００００６９１

５
目标值 ００２０ ００１０ ０５７６

５７３×１０－８ ３ １８
求解值 ００１９９９９９３１２ ００１０００００１５４ ０５７５９９９９１２４
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１２　速度分析
图４为该机构的 Ｐ（４Ｓ）分支简化图，其中 ｅｉ、

ｍｉ、ｎｉ、ｓｉ均为其所在方向上的单位向量，ｐ、ｏ分别为
上下平台中心点，ｃ、ｄ分别为等效上下铰链点，ｕ为
移动副端点，ｑｉ为驱动分支 ｉ（ｉ＝１，２，３）的驱动行
程，ｌ为４Ｓ分支等效杆长，为定值，ｒａｃｏｓθ为上平台
中心到短边距离，为定值，ｒｂ为下平台外接圆半径，
为定值，向量 ｒ为动系原点 ｐ在定系中的位置矢量。

图 ４　Ｐ（４Ｓ）分支等效图

Ｆｉｇ．４　ＥｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｋｅｔｃｈｏｆＰ（４Ｓ）ｌｉｍｂ
　
向量 ｒ可表示为

ｒ＝ｒｂｅｉ＋ｑｉｍｉ＋ｌｎｉ＋ｒａｃｏｓθｓｉ （６）
对式（６）求导可得

ｖ＝ｑ·ｉｍｉ＋ｌｎ
·

ｉ＝ｑ
·

ｉｍｉ＋ｌ（ωｉ×ｎｉ） （７）
式中　ｖ———上平台速度矢量

ｑ·ｉ———第 ｉ个驱动分支的驱动速度
ωｉ———杆件运动角速度

式（７）两端同时左乘 ｎＴｉ，再对左侧矩阵取逆，整
理可得整个机构速度映射为

ｑ· ＝

ｎＴ１ｍ１
ｎＴ２ｍ２

ｎＴ３ｍ











３

－１ ｎＴ１
ｎＴ２
ｎＴ











３

ｖ＝Ｊｖ （８）

式（７）两端同时右叉乘 ｎＴｉ，整理可得

ωｉ＝
１ [ｌ ｎ^ｉ＋（ｍｉ×ｎｉ）

ｎＴｉ
ｎＴｉｍ

]
ｉ

ｖ＝Ｊωｉｖ （９）

式中　Ｊωｉ———分支杆件角速度对上平台速度的映
射矩阵

ｎ^ｉ———单位向量 ｎｉ的反对称矩阵
若 ｎｉ＝［ｘｉ　ｙｉ　ｚｉ］

Ｔ
，则

ｎ^ｉ＝

０ －ｚｉ ｙｉ
ｚｉ ０ －ｘｉ
－ｙｉ ｘ











０

分支杆件质心点的位置矢量可表达为

ｒｄｉ＝ｒｂｅｉ＋ｑｉｍｉ＋
１
２
ｌｎｉ （１０）

对式（１０）求导，即为分支杆件的线速度

ｖｄｉ＝ (１２ Ｉ３＋ｍｉ
ｎＴｉ
ｎＴｉｍ

)
ｉ

ｖ＝Ｊｖｉｖ （１１）

式中　Ｉ３———３×３的单位矩阵
Ｊｖｉ———分支杆件线速度对上平台速度的映射

矩阵

１３　加速度分析
对式（７）求导，可得

ａ＝ｑ··ｉｍｉ＋ｌ（ω
·

ｉ×ｎｉ）＋ｌ［ωｉ×（ωｉ×ｎｉ）］ （１２）
式中　ａ———上平台加速度矢量

ｑ··ｉ———第 ｉ个驱动分支的广义驱动加速度

式（１２）两端同时左乘 ｎＴｉ，整理可得机构的加速
度映射关系

ｑ··＝Ｊａ＋ｖＴＨｖ （１３）

其中 Ｊ＝
ｎＴｉ
ｎＴｉｍｉ

　Ｈ＝［Ｈ１　Ｈ２　Ｈ３］
Ｔ

Ｈｉ＝
１
ｎＴｉｍ

(
ｉ

Ｉ３－
ｍｉｎ

Ｔ
ｉ

ｎＴｉｍ
)
ｉ

(
Ｔ

Ｉ３－
ｍｉｎ

Ｔ
ｉ

ｎＴｉｍ
)
ｉ

对式（１１）求导，整理可得分支杆件质心点线加
速度与上平台运动参数的映射关系。

　ａｄｉ＝ (１２ Ｉ３＋
ｍｉｎ

Ｔ
ｉ

ｎＴｉｍ
)
ｉ

ａ＋ｖＴ １
２
（ｍｉＨｉ）ｖ （１４）

将式（９）求导，整理可得分支杆件角加速度与
平台运动参数的映射关系

αｄｉ＝
１ (ｌ
（ｍｉ×ｎｉ）ｎ

Ｔ
ｉ

ｎＴｉｍｉ
＋ｎ^ )ｉ ａ＋

ｖＴ １
ｌ
（（ｍｉ×ｎｉ）Ｈｉ）ｖ （１５）

式中，“”表示矩阵广义标量积。

１４　运动学数值算例

给定机构与１１节相同的结构参数，并给定运
动 ｘ＝０００１ｓｉｎ（４０πｔ）和 ｙ＝０００１ｓｉｎ（４０πｔ），将数
值算例和结构参数代入式（８）和式（１３），通过
Ｍａｔｌａｂ编程可得驱动速度和加速度的理论曲线，如
图５、６所示。

图 ５　驱动单元速度理论曲线

Ｆｉｇ．５　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｔｈｅｏｒｙｃｕｒｖｅｓｏｆｄｒｉｖｅｕｎｉｔ
　

然后将给定机构的三维造型导入 ＡＤＡＭＳ中，
并给定与上述数值算例相同的运动规律进行仿真验

证，将所得到机构驱动输入的速度以及加速度到
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Ｍａｔｌａｂ中进行显示，得到运动仿真曲线如图 ７、８所
示，其单位和图 ５、６相同。在图 ７、８曲线上任取若
干点，与理论计算所得曲线图 ５、６中对应的值进行
比较。经对比，两者完全相等，因此完成了运动学理

论模型与仿真模型的相互验证。

图 ６　驱动单元加速度理论曲线
Ｆｉｇ．６　Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙｃｕｒｖｅｓｏｆｄｒｉｖｅｕｎｉｔ

　

图 ７　驱动单元速度仿真曲线
Ｆｉｇ．７　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｄｒｉｖｅｕｎｉｔ

　

图 ８　驱动单元加速度仿真曲线
Ｆｉｇ．８　Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｄｒｉｖｅｕｎｉｔ

　

２　３ Ｐ（４Ｓ）机构动力学分析

２１　机构等效惯性力矩
根据牛顿 欧拉法，由于上平台只具有三维移

动自由度，所以只存在惯性力对驱动的等效力矩映

射，其计算式为

τＩ１＝Ｊ
Ｔ
１ｍａ （１６）

其中 Ｊ１＝Ｊ
－１

式中　Ｊ１———上平台速度对驱动速度的映射矩阵
ｍ———上平台质量

因为滑块与直线电动机固连，所以滑块运动规

律和电动机驱动一致，其计算式为

τＩ２＝∑
３

ｉ＝１
ＪＴｅｉｍｅｑ

··

ｉ＝

∑
３

ｉ＝１
ＪＴｅｉｍｅ

ｎＴｉ
ｎＴｉｍｉ

ａ＋ｖＴ∑
３

ｉ＝１
（ＪＴｅｉｍｅＨｉ）ｖ（１７）

式中　Ｊｅｉ———滑块与驱动速度之间映射矩阵
ｍｅ———驱动滑块质量

由于分支杆件运动形式包括移动和转动，所以

其对驱动力的映射中存在惯性力和惯性力矩，可得

τＩｆ３＝∑
３

ｉ＝１
ＪＴｖｄｉｍｄａｄｉ＝∑

３

ｉ＝１

ｍｄ
２
ＪＴ (ｖｄｉ Ｉ３＋

　　
ｍｉｎ

Ｔ
ｉ

ｎＴｉｍ
)
ｉ

ａ＋ｖＴ∑
３

ｉ＝１

ｍｄ
２
（ＪＴｖｄｉ（ｍｉＨｉ））ｖ （１８）

τＩＩ３ ＝∑
３

ｉ＝１
ＪＴωｄｉＩｄｉω

·

ｉ＋∑
３

ｉ＝１
ＪＴωｄｉωｄｉ×Ｉｄｉωｉ

[
＝

∑
３

ｉ＝１

ＪＴωｄｉＩｄｉ(ｌ
（ｍｉ×ｎｉ）ｎ

Ｔ
ｉ

ｎＴｉｍｉ
＋ｎ^ ) ]ｉ ａ＋

ｖ{Ｔ ∑
３

ｉ＝
[

１

１
ｌ
（（ＪＴωｄｉＩｄｉ）（（ｍｉ×ｎｉ）Ｈｉ））＋

ＪＴωｉＪ^
Ｔ
ωｄｉＩｄｉＪω ] }ｉ ｖ （１９）

其中 Ｉｄｉ＝
ＯＲｉＩｄｉｏ

ＯＲＴｉ
式中　ｍｄ———分支杆件质量

Ｊｖｄｉ———分支杆件质心点线速度对驱动速度
的映射矩阵

Ｊωｄｉ———分支杆件的角速度对驱动速度的映
射矩阵

Ｉｄｉ———在定系中分支杆件的转动惯量
Ｉｄｉｏ———分支杆件在以其质心为原点，坐标轴

Ｚ与杆件轴线平行的坐标系（本文中
将其简称为本坐标系）的转动惯量

ＯＲｉ———从本坐标系到定系的旋转变换矩阵

τＩｆ３和 τ
ＩＩ
３分别表示的是等效的分支杆件的等效

惯性力和力矩向驱动副的映射，而实际是由 ２个与
等效杆件相同的分支杆件组成的闭环结构，其运动

规律与所分析的虚设杆件完全一致，所以可用等效

杆件计算结果的两倍来等效。因此，构件的惯性力

映射到驱动关节的等效惯性力矩为

τＩ＝τＩ１＋τ
Ｉ
２＋２（τ

Ｉｆ
３＋τ

ＩＩ
３） （２０）

２２　机构等效重力矩
通过虚功原理，机构等效重力矩为

τＧ＝ＪＴ１ｍｇ＋∑
３

ｉ＝１
ＪＴｅｉｍｅｇ＋

２∑
３

ｉ＝１
［ＪＴｖｄｉｍｄｇ＋Ｊ

Ｔ
ωｄｉ（ｒｄｉ×ｍｄｇ）］ （２１）
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２３　机构动力学方程的建立
本文所研究机构构型主要应用于振动台，忽略

机构的所受外力，并忽略各关节间的摩擦，机构的动

力学方程可表达为

τＩ＋τＧ＋τＡ＝０ （２２）
式中　τＡ———广义驱动力矢量

将式（２０）、（２１）代入式（２２），整理可得
τＡ＝－（ＭＡＨ＋Ｖ

Ｔ
ＨＮＶＨ＋τ

Ｇ
） （２３）

其中　Ｍ ＝∑
３

ｉ＝１
ＪＴｅｉｍｅＪｉ＋∑

３

ｉ＝１

ｍｄ
２
ＪＴ (ｖｄｉ Ｉ３＋

ｍｉｎ
Ｔ
ｉ

ｎＴｉｍ
)
ｉ

＋

　ＪＴ１ｍ＋∑
３

ｉ＝１

ＪＴωｄｉＩｄｉ(ｌ
（ｍｉ×ｎｉ）ｎ

Ｔ
ｉ

ｎＴｉｍｉ
＋ｎ^ )ｉ

Ｎ＝∑
３

ｉ＝１
（ＪＴｅｉｍｅＨｉ）＋∑

３

ｉ＝１

ｍｄ
２
（ＪＴｖｄｉ（ｍｉＨｉ））＋

∑
３

ｉ＝
[

１

１
ｌ
（（ＪＴωｄｉＩｄｉ）（（ｍｉ×ｎｉ）Ｈｉ））＋

ＪＴωｉＪ^
Ｔ
ωｄｉＩｄｉＪω ]ｉ

２４　动力学数值算例
给出振动台的上平台质量 ｍ＝４１６ｋｇ，驱动滑

块质量 ｍｅ＝２５７ｋｇ，各分支杆件质量 ｍｄ＝１５９ｋｇ，
其在本坐标系的转动惯量 Ｉｄｉｏ＝ｄｉａｇ（Ｉｘｘ，Ｉｙｙ，Ｉｚｚ），其

中 Ｉｘｘ＝００２２３ｋｇ·ｍ
２
，Ｉｙｙ＝００２２３ｋｇ·ｍ

２
，Ｉｚｚ＝

１２７６×１０－４ｋｇ·ｍ２，其余结构参数与运动学数值算
例和正反解算例相同。并给定该机构在初始高度下

在 ＸＹ平面内的复合运动，具体表达式为 ｘｐ ＝
０００１ｓｉｎ（４０πｔ），ｙｐ＝０００１ｓｉｎ（４０πｔ），ｚｐ＝０５７。将
以上结构参数和运动参数代入到式（２３），应用
Ｍａｔｌａｂ进行计算，得到机构上述复合运动情况下的
驱动力受力曲线，如图 ９所示。为了验证理论计算
的结果，首先将机构的三维造型设定与实际加工一

致的材料后，将其导入到 ＡＤＡＭＳ动力学仿真软件，
添加各约束，为保持一致性，不设额外负载，并给定

相同的运动规律，运行仿真，将驱动副驱动力仿真数

值输出到 Ｍａｔｌａｂ，生成仿真曲线，如图 １０所示。将
图１０和图９的值进行比较，两者完全相等。因此完
成了动力学理论模型和动力学仿真模型的相互验

证。

３　３ Ｐ（４Ｓ）机构尺寸优化

３１　动力学性能指标
由于所研究振动台一般进行高频往复振动，主

要考虑动力学公式中的加速度项
［１８］
，所以动力学模

型可简化成

τＡ＝－ＭＡＨ （２４）

假设上平台产生单位加速度，设ＡＴＨＡＨ＝１，定义

图 ９　沿 ＸＹ轴复合运动驱动力理论曲线

Ｆｉｇ．９　ＴｈｅｏｒｙｃｕｒｖｅｓｏｆｄｒｉｖｉｎｇｆｏｒｃｅａｌｏｎｇＸＹａｘｉｓ

图 １０　沿 ＸＹ轴复合运动驱动力仿真曲线

Ｆｉｇ．１０　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｄｒｉｖｉｎｇｆｏｒｃｅａｌｏｎｇＸＹａｘｉｓ
　
拉格朗日函数

Ｌ＝ＡＴＨＭ
ＴＭＡＨ－λ（Ａ

Ｔ
ＨＡＨ－１） （２５）

将式（２５）求导，可得
Ｌ
λ
＝ＡＴＨＡＨ－１＝０

Ｌ
ＡＨ

＝２ＭＴＭＡＨ－２λＡＨ{ ＝０
（２６）

由式（２６）可得
ＭＴＭＡＨ＝λＡＨ （２７）

式中　λ———ＭＴＭ的特征值
若机构以实现相同运动所用驱动力最小为目

标，则需动力学传递系数越小越好。因此，将 λ槡 ｍａｘ

作为动力学性能评价指标，令

σ＝ λ槡 ｍａｘ （２８）
式中　σ———振动台动力学性能指标

σ数值越小，机构的动力学性能则越好，即选取
σ在工作空间 Ｗ的全域值 σ１为优化目标

［１９］
，即

σ１＝
∫ＷσｄＷ
∫ＷｄＷ

（２９）

３２　刚度性能指标
并联机构的简化刚度矩阵为

Ｋ＝ＪＴｋＪ （３０）
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为了更直观地判断机构刚度性能，对微位移 δＤ
向 δＦ方向进行投影，以此可以得到机构受力 δＦ方
向上的微位移 δＤ，从而得到移动方向刚度［２０－２１］

ＫＦ＝
｜δＦ｜２

δＤＴδＦ
＝ ｜δＦ｜２

δＦＴ（Ｋ－１）ＴδＦ
（３１）

设 δＦ＝Ｆｆ，其中 ｆ是 Ｆ方向上单位向量，将其
代入式（３１），可得到机构的方向刚度为

ＫＦ＝ｆ
ＴＫＴｆ （３２）

对 ＫＦ应用拉格朗日乘数法，求得其随 ｆ变化的

极值并求其特征值，将特征值中的极小值 λ槡 ｍｉｎ选

作刚度性能指标，令

σ ＝ λ槡 ｍｉｎ （３３）

式中　σ———振动台动力学性能指标
其数值越大，机构的刚度性能则越好。选取 σ在
工作空间 Ｗ的全域值 σ２为优化目标，即

σ２＝
∫ＷσｄＷ
∫ＷｄＷ

（３４）

３３　速度性能指标
给定驱动关节一个可以沿关节空间的任意方向

单位速度向量，即可得出驱动输入速度的三维球体，

其表达式为

ｑ·Ｔｑ· ＝ｖＴＪＴＪｖ＝１ （３５）
通过式（３５）可得到所有驱动输入速度对应的

上平台输出速度集合，将其称为机构的广义速度椭

球。椭球的主轴半径的长度是矩阵 ＪＴＪ的特征值的
平方根，主轴方向与其特征值对应的特征向量相同。

图１１和图１２为振动台在初始位置（结构参数
与之前数值算例相同）的输入速度球体和输出速度

椭球，可以看出，输入速度变化，对应的输出速度变

化程度不同，这说明机构在该机构参数下的速度传

递能力不同。从图 １１和图 １２还可看出，输出椭球
越接近于球体（即其长短轴的长度越接近），机构速

度传递性能越相近，其速度性能越好。

图 １１　关节空间速度向量分布图

Ｆｉｇ．１１　Ｖｅｃｔｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｊｏｉｎｔｓｐａｃｅｖｅｌｏｃｉｔｙ
　

因此，可把输出速度椭球长半轴数值 σｍａｘ（Ｊ）
与短半轴 σｍｉｎ（Ｊ）之比作为振动台速度性能评价指

图 １２　操作空间末端速度向量分布图

Ｆｉｇ．１２　Ｖｅｃｔｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｅｎｄｓｐａｃｅｖｅｌｏｃｉｔｙ
　
标，从而得到振动台的速度性能指标 σ^为

σ^＝
σｍａｘ（Ｊ）
σｍｉｎ（Ｊ）

（３６）

速度性能指标 σ^表示机构速度传递性能，当 σ^
越接近于１时，机构的速度各向同性（各方向上的
速度传递性能接近程度）越好，机构速度性能越好。

选取 σ^在工作空间 Ｗ的全域值 σ３作为速度优化目
标，即

σ３＝
∫Ｗσ^ｄＷ
∫ＷｄＷ

（３７）

３４　机构多目标优化的实现
通过以上分析，最终选取机构的全局最大动力

传递系数指标 σ１、全局最小方向刚度指标 σ２以及
全局速度各向同性指标 σ３作为振动台的优化目标，
对其进行综合考虑。

在加权求和法的基础上，得出一种归一加权求

和法，主要是将各优化目标看作同等重要，有效避免

不同指标的侧重不均，从而实现振动台多目标优化。

首先通过遗传算法分别对各优化目标进行单目

标多变量优化，得出各指标在参数变化范围内的最

大值 σｍａｘ（ｘ）和最小值 σｍｉｎ（ｘ），并将每个目标函数

表示为
［２２－２３］

ｆｉ（ｘ）＝
σｉ（ｘ）－σｉｍｉｎ（ｘ）
σｉｍａｘ（ｘ）－σｉｍｉｎ（ｘ）

（３８）

目标函数 ｆｉ（ｘ）表示各计算指标在变化范围内
所占的比值，可起到消除不同优化目标对优化结果

影响不均的作用，使每个优化目标对优化结果同等

重要。式（３８）可简化为
ｆｉ（ｘ）＝ωｉσｉ（ｘ）－ｇｉ （３９）

其中　ωｉ＝
１

σｉｍａｘ（ｘ）－σｉｍｉｎ（ｘ）
ｇｉ＝σｉｍｉｎ（ｘ）ωｉ

则机构综合优化目标函数可表示为

ｆｍｉｎ（ｘ）＝∑
３

ｉ＝１
ｆｉ＝∑

３

ｉ＝１
（ωｉσｉ（ｘ）－ｇｉ） （４０）

优化流程如图 １３所示，初始化机构参数后，求
出满足 工作 空间要 求 的 末 端 位 姿 参 数，　根 据
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式（２８）、（３３）和式（３６）计算动力学性能指标、刚度
性能指标和速度性能指标，然后通过式 （２９）、
式（３４）和式（３７）得出全局动力学性能指标、全局刚
度性能指标和全局速度性能指标，通过式（３８）～
（４０）得出机构综合优化目标函数。遗传算法的参
数设定首先通过多次试验法确定种群数量 ５０，遗传
算法终止代数为１００，并应用算数交叉法，将精英个
体数设定为 ２，交叉概率设定为 ０８，对父代染色体
的选择采用轮盘式选择法，选择自适应变异法计算，

得到优化结果如图１４所示。

图 １３　机构多目标性能优化流程简图

Ｆｉｇ．１３　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｍｕｌｔｉｔａｒｇｅｔｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　

图 １４　机构综合性能优化结果

Ｆｉｇ．１４　Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ
　
由图１４可知，从第７０代以后开始接近收敛，此

时，机构综合优化目标函数的最小值为 ｆｍｉｎ（ｘ）＝
０１３７，多目标优化后的尺寸如表３所示。

将表３中多目标优化前后的结构参数分别代入
式（２８）和式（２９）中，通过 Ｍａｔｌａｂ数值计算，得出机
构在优化前和优化后的结构尺寸下的动力学性能指

标图谱和等高线，如图１５～１８所示。机构的动力学

表 ３　多目标优化结果

Ｔａｂ．３　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｍｕｌｔｉｔａｒｇｅｔｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

参数　　 优化前 优化后

ｒａ／ｍ ０２５ ０２１

ｒｂ／ｍ ０６７ ０７１

Ｌ／ｍ ０３８ ０３８

ｄ／ｍ ０１２ ０１２

φ／（°） ３０ ３５

性能指标变化范围从优化前的［２４，４２］下降至优化
后的［１４，１７］，动力学指标全域值从优化前的 σ１＝
２９９２０５下降至优化后的 σ１ ＝１５２４３４。由此可
知，通过多目标尺寸优化，机构动力学性能提高到优

化前的２倍。

图 １５　优化前动力学性能指标图谱

Ｆｉｇ．１５　Ａｔｌａｓｏｆｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘ

ｂｅｆｏｒｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　

图 １６　优化前动力学性能指标等高线

Ｆｉｇ．１６　Ｃｏｎｔｏｕｒｏｆｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘ

ｂｅｆｏｒｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　

图 １７　优化后动力学性能指标图谱

Ｆｉｇ．１７　Ａｔｌａｓｏｆｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　
将表３中多目标优化前后的结构参数分别代入

式（３３）和式（３４）中，通过 Ｍａｔｌａｂ数值计算，可得出
机构在优化前和优化后的结构尺寸下的刚度性能指
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标图谱和等高线，如图１９～２２所示。机构的刚度性
能指标变化范围从优化前的［００４，０１６］提升至优
化后的［０３，０４］，其刚度指标的全域值从优化前

图 １８　优化后动力学性能指标等高线

Ｆｉｇ．１８　Ｃｏｎｔｏｕｒｏｆｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘａｆｔｅｒ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　

图 １９　优化前刚度性能图谱

Ｆｉｇ．１９　Ａｔｌａｓｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｂｅｆｏｒｅ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　

图 ２０　优化前刚度性能等高线

Ｆｉｇ．２０　Ｃｏｎｔｏｕｒｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｂｅｆｏｒｅ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　

图 ２１　优化后刚度性能图谱

Ｆｉｇ．２１　Ａｔｌａｓｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘａｆｔｅｒ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

图 ２２　优化后刚度性能等高线

Ｆｉｇ．２２　Ｃｏｎｔｏｕｒｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘ

ａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　
的 σ２＝０１３７３提升到优化后的 σ２＝０３５２２。由
此可知，通过多目标优化，机构刚度性能提高到优化

前的３倍。
将表３中多目标优化前后的结构参数分别代入

式（３６）和式（３７）中，通过 Ｍａｔｌａｂ数值计算，可得出
机构在优化前和优化后的结构尺寸下的速度性能指

标图谱和等高线，如图２３～２６所示。从图中可以看
出，尺寸优化前机构的速度性能指标的变动范围为

［９，１５］，其在优化前尺寸下的速度性能指标的全域
值为 σ３＝１０００７５。尺寸优化后速度性能指标的变
动范围为［４３，４８］，其全域值为 σ３＝４５３７０。由
此可知，通过多目标优化，机构速度性能提升到优化

前的２倍。

图 ２３　优化前速度性能图谱

Ｆｉｇ．２３　Ａｔｌａｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｂｅｆｏｒｅ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　

图 ２４　优化前速度性能等高线

Ｆｉｇ．２４　Ｃｏｎｔｏｕｒｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｂｅｆｏｒｅ

ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
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图 ２５　优化后速度性能图谱

Ｆｉｇ．２５　Ａｔｌａｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　

４　结论

（１）结合了 ＢＰ神经网络法和拟 Ｎｅｗｔｏｎ法，建
立了混合数值法求解３ Ｐ（４Ｓ）并联机构位置正解。
其求解精度远高于 ＢＰ神经网络，并有效避免了拟
Ｎｅｗｔｏｎ法求解正解受迭代初值影响大的问题，求解
效率也高于拟 Ｎｅｗｔｏｎ法，可实现高精度实时控制。

（２）建立了 ３ Ｐ（４Ｓ）振动台的运动学和动力
学模型，并用动力学仿真软件对所建立模型进行仿

　　

图 ２６　优化后速度性能等高线

Ｆｉｇ．２６　Ｃｏｎｔｏｕｒｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　
真验证，为以后分析振动台的振动特性提供了理论

基础。

（３）改进了加权求和法，将各优化目标的重要
程度转化为相近水平，从而对机构动力学性能、刚度

性能和速度性能进行了综合优化。经过多目标的尺

寸优化，该机构的动力学性能和速度性能提升了 ２
倍，刚度性能提升了３倍。
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