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摘要：基于一种具有两转动一移动（２Ｒ１Ｔ）３自由度的并联机构 ２ＲＰＵ／ＵＰＲ构造了 ５自由度混联机器人，该 ５自由

度混联机器人具有结构简单、运动学模型简单及模块化程度高的特点。为解决该 ５自由度混联机器人的动力学问

题，首先推导出了并联机构各分支和并联机构动平台独立运动参数之间的 ３×３速度雅可比方阵；然后求得了并联

机构各分支质心速度与动平台质心广义速度之间的速度映射矩阵，并建立了 ＵＰＲ分支和 ＲＰＵ分支的运动学模型，

且基于虚功原理建立了并联机构 ２ＲＰＵ／ＵＰＲ的动力学模型；其次运用达朗贝尔原理对并联机构所串联的单自由度

摆头进行受力分析，建立单自由度摆头和并联机构动平台之间的力学关系；最后运用 Ｍａｔｌａｂ和 ＡＤＡＭＳ仿真软件，

对机器人的理论动力学模型进行了仿真验证，通过所得结果的对比分析验证了理论模型的正确性。
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　　引言

近年来少自由度并联机构引起了广大学者的研

究
［１－２］

，尤其是具有两转动一移动（２Ｒ１Ｔ）的 ３自由
度并联机构，与具有５自由度和６自由度机构相比，
它具有结构简单，运动耦合较弱，易于实现控制，制

造成本低等特点
［１，３－４］

。然而，在工业机器人应用领

域，许多工作任务例如曲面加工、焊接、切割、装配、

分选等，其要求机器人末端操作器的空间自由度至

少为５，所以研究人员将串联和并联机构结合，构造
了多种５自由度串并混联机器人。混联机器人结合
了并联机构结构紧凑、刚度高、动态响应快和串联结

构灵活性好、工作空间大的特点，得到了广泛的关注

和研究
［５－７］

。

最为典型的是在 ２Ｒ１Ｔ并联机构上串接具有
２自由度的摆头而构成的 ５自由度混联机器人，比
如瑞典 ＮｅｏｓＲｏｂｏｔｉｃｓ公司开发研制的 Ｔｒｉｃｅｐｔ５自
由度混联机器人，瑞典 Ｅｘｅｃｈｏｎ公司开发的 Ｅｘｅ系
列５轴加工中心，以及天津大学开发的 Ｔｒｉｖａｒｉａｎｔ５
自由度混联机器人，它们分别是在 ２Ｒ１Ｔ机构
３ＵＰＳ／ＵＰ、２ＵＰＲ／ＳＰＲ及 ２ＵＰＳ／ＵＰ上串接 ２自由度
摆头构成的混联机器人（Ｒ、Ｐ、Ｓ和 Ｕ分别表示转动
副、移动副、球副和虎克铰）

［８－１３］
。目前，国内外学

者已对混联机器人作了大量研究，包括构型设计与

综合
［１４－１６］

、运动学
［５，１７］

与动力学研究
［１８］
等。其中

关于混联机器人动力学模型的研究工作尚不多见，

然而机器人动力学模型是进行动力学分析与综合的

基础，同时也是实现机器人高精度实时控制的前提。

动力学的分析结果可用于模拟仿真、驱动器选型、机

械振动分析及动力学优化等方面。

常采用的动力学建模方法主要有：拉格朗日方

程
［１９］
、牛 顿 欧 拉 法

［２０］
、Ｋａｎｅ方程［２１］

、达 朗 贝

尔
［２２－２３］

及虚功原理
［２４－２５］

等。其中拉格朗日方程需

要求取每个零部件的动能和势能，牛顿 欧拉法及

Ｋａｎｅ方程涉及到微分方程，这将导致混联机器人的
动力学计算量较大；达朗贝尔原理是利用物体所受

外力、动力及结构反力之和为零的原理构建动力学

关系方程；虚功原理是对于系统微小位移或变形，体

系上所有外力及内力所作虚功之和为零。虚功原理

和达拉贝尔原理基于其便于理解及易于建立的优

点，在机器人的动力学建模中得到了广泛的应用。

本文将结合虚功原理和达朗贝尔原理，对一种基于

２Ｒ１Ｔ并联机构２ＲＰＵ／ＵＰＲ［２６］构造的 ５自由度混联
机器人进行动力学分析，并借助 Ｍａｔｌａｂ和 ＡＤＡＭＳ
软件对 ５自由度混联机器人进行动力学仿真和
验证。

１　５自由度混联机器人构型描述

根据２Ｒ１Ｔ并联机构中转轴空间分布性质可将
该类并联机构分为 ３种类型：ＰＲＲ、ＲＲＰ和 ＲＰＲ。
２条转动轴线均靠近动平台的为 ＰＲＲ类型，如
３ＲＰＳ、２ＰＲＵ／ＰＲＳ并联机构；２条转动轴线均靠近定
平台的为ＲＲＰ类型，如２ＵＰＲ／ＳＰＲ、３ＳＰＲ并联机构；
１条轴线靠近定平台，另 １条轴线靠近动平台的为
ＲＰＲ并联机构，如 ２ＵＰＲ／ＲＰＵ、２ＲＰＵ／ＵＰＲ并联机
构。上述给出的几种并联机构中，所列举的 ＲＰＲ类
型的２种机构具有单自由度关节数目少的特点，且
２条转动轴线为连续转轴，具备运动学模型简单的
特点

［３，２６］
。

了解 ２Ｒ１Ｔ并联机构转轴空间性质，有助于快
速构造５自由度混联机器人。针对 ２Ｒ１Ｔ并联机构
的２个转动自由度，ＰＲＲ类体现的是动平台的转动
能力（调姿能力），故需串接 ２个具有大范围移动能
力的平台（ＰＰ）；ＲＲＰ类体现的是动平台大范围内
的移动能力，故需串接具有 ２个方向转动能力的摆
头（ＲＲ）；ＲＰＲ类体现的是动平台 １个方向的移动
能力和１个方向的转动能力，故需串接 １个单自由
度摆头和１个移动平台（ＲＰ）。５自由度混联机器
人的３种构型设计方案如表１所示。

表 １　构型方案设计

Ｔａｂ．１　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｄｅｓｉｇｎ

本文所研究的 ５自由度混联机器人为基于
２ＲＰＵ／ＵＰＲ并联机构所构造的混联机器人，对应于
表１中的Ⅲ型。文献［２６］已对 ２ＲＰＵ／ＵＰＲ并联机
构进行了详细的机构特征描述。该并联机构存在

２条连续转轴，其中１条靠近定平台，另 １条靠近动
平台。绕靠近动平台转轴的转动可直接用于末端刀

具１个方向的方位调整，绕靠近定平台转轴的转动
用于实现水平方向的大范围移动，故在动平台上方

串接１个轴线与靠近定平台转轴平行的单自由度摇
摆头，用于末端刀具另 １个方向的方位调整。可移
动工作台移动方向与并联机构靠近定平台的转轴平
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行，用于实现工件的移动，从而形成 ５轴联动，混联
机器人机构简图如图１所示。

图 １　５自由度混联机器人构型

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆ５ＤＯＦｈｙｂｒｉｄｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　

２　并联机构２ＲＰＵ／ＵＰＲ速度雅可比矩阵

如图１所示，在并联机构 ２ＲＰＵ／ＵＰＲ的动平台

建立连体坐标系 ｏｘｙｚ，在定平台上建立参考坐标系

ＯＸＹＺ。Ａ１、Ａ２和 Ａ３分别为３条分支与定平台相连的

运动副的中心点，ａ１、ａ２和 ａ３分别为３条分支与动平

台相连的运动副的中心点。动平台和定平台呈等腰

三角形，三角形的顶点分别为 ａ２和 Ａ２。在参考坐标

系中，定平台点 Ｏ为 Ａ１Ａ３的中点，Ｘ轴正向为由点

Ｏ指向点 Ａ３，Ｙ轴正向为由点 Ａ２指向点 Ｏ，Ｚ轴可根

据右手定则来确定；动坐标系 ｏｘｙｚ的建立方法与之
相同。分支１和３中 Ｒ副轴线、分支 １和 ３中 Ｕ副
连接分支的轴线以及分支 ２中 Ｕ副连接定平台的
轴线均平行于定坐标中的 Ｙ轴；分支 １和 ３中 Ｕ副
连接动平台的轴线、分支 ２中 Ｒ副轴线以及分支 ２
中 Ｕ副连接分支的轴线均平行于动坐标系中的 ｘ

轴。

如图 ２所示，为求取分支杆驱动速度和动平台
之间的速度映射矩阵，设 ｖ和 ｗ分别是动平台参考
点 ｏ的线速度和动平台的角速度矢量，分支杆的驱
动速度可表示为

ｖｒｉ＝ｖｉ·ｎｉ＝（ｖ＋ｗ×ｄｉ）·ｎｉ　（ｉ＝１，２，３） （１）

其中 ｎｉ＝（ａｉ－Ａｉ）／ｌｉ　ｄｉ＝ａｉ－ｏ

式中　ｖｉ———动平台铰链中心 ａｉ点的线速度矢量

ｎｉ———沿分支方向的单位矢量

ｄｉ———动平台参考点 ｏ到动平台铰链中心 ａｉ
点的矢径

ｌｉ———分支杆长

所以驱动杆的速度可整理成矩阵形式

ｖｒ＝ＪｍＶ （２）

其中　ｖｒ＝

ｖｒ１
ｖｒ２
ｖｒ











３

　Ｖ＝
ｖ[ ]ｗ　Ｊｍ＝

ｎＴ１ （ｄ１×ｎ１）
Ｔ

ｎＴ２ （ｄ２×ｎ２）
Ｔ

ｎＴ３ （ｄ３×ｎ３）











Ｔ

式中　ｖｒ———驱动杆速度
Ｖ———动平台广义速度
Ｊｍ———分支杆驱动速度和动平台参考点 ｏ速

度之间的速度映射矩阵

图 ２　分支 ｉ驱动速度

Ｆｉｇ．２　Ｄｒｉｖｉｎｇｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｌｉｍｂｉ
　
由式（２）可知 Ｊｍ为３×６型矩阵，为了得到并联

机构２ＲＰＵ／ＵＰＲ驱动速度和机构独立变量速度之
间的３×３型速度雅可比方阵，还需建立动平台和机
构独立变量之间的线速度和角速度解耦矩阵

［２７］
。

并联机构２ＲＰＵ／ＵＰＲ动平台的姿态变换矩阵 Ｔ
可以看作经过３次变换复合而成的矩阵，先绕定平
台 Ｙ轴转动 θ１，再沿 ｚ轴平移 λ，最后绕动平台 ｘ轴
转动 θ２，所以 Ｔ可表示为

Ｔ＝
Ｒ Ｐ
Ｏ[ ]０ ＝Ｒｏｔ（Ｙ，θ１）Ｔｒａｎｓ（ｚ，λ）Ｒｏｔ（ｘ，θ２）＝

ｃθ１ ｓθ１ｓθ２ ｓθ１ｃθ２ λｓθ１
０ ｃθ２ －ｓθ２ ０

－ｓθ１ ｃθ１ｓθ２ ｃθ１ｃθ２ λｃθ１













０ ０ ０ １

（３）

其中 ｃ表示余弦函数，ｓ表示正弦函数。
由式（３）可知动平台的位姿是关于机构独立变

量（θ１，θ２，ｚ）的函数。根据式（３）中旋转变换矩阵 Ｔ
的物理意义可知：ｘ＝λｓθ１，ｚ＝λｃθ１，则可推导出

ｘ＝ｚｔａｎθ１ （４）

又因为动平台的位置 Ｐ＝[ ]ｘ ｙ ｚＴ
是关于变量

θ１、θ２和 ｚ的函数，所以机构动平台的线速度可由机
构的独立变量参数表示为

ｖ＝

ｘ
θ１

ｘ
θ２

ｘ
ｚ

ｙ
θ１

ｙ
θ２

ｙ
ｚ

ｚ
θ１

ｚ
θ２

ｚ


















ｚ

ｖｇ＝Ｊｖｖｇ （５）
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其中

Ｊｖ＝

ｚｓｅｃθ１ ０ ｔａｎθ１
０ ０ ０









０ ０ １

　ｖｇ＝

θ
·

１

θ
·

２

ｚ











·

同理，并联机构的角速度可表达为动平台绕变

量（θ１，θ２，ｚ）角速度的线性叠加

ｗ＝Ｒθ１θ
·

１＋Ｒθ２θ
·

２＋Ｏ·ｚ
·＝

［Ｒθ１ Ｒθ２ Ｏ３×１］ｖｇ＝Ｊｗｖｇ （６）

根据式（３）中表示动平台位姿的旋转变换矩阵
的 意 义 可 知：Ｒθ１ ＝ ［０ １ ０］Ｔ 和 Ｒθ２ ＝

［ｃθ１ ０ －ｓθ１］Ｔ分别为动平台两次转动轴线的单

位矢量，所以矩阵 Ｊｗ可表示为

Ｊｗ＝

０ ｃθ１ ０

１ ０ ０
０ －ｓθ１









０

（７）

由式（５）～（７）可得

Ｖ＝
ｖ[ ]ｗ ＝

Ｊｖ
Ｊ[ ]
ｗ

ｖｇ＝Ｊｎｖｇ （８）

将式（８）代入式（２），可得并联机构的速度逆解
表达式为

ｖｒ＝ＪｍＪｎｖｇ＝Ｊｏｖｇ （９）
式中　Ｊｏ———３×３速度雅可比方阵

３　５自由度混联机器人逆动力学

３１　并联机构２ＲＰＵ／ＵＰＲ动力学分析
式（１）中，动平台铰链中心 ａｉ点的速度为分支

杆沿杆长方向的线速度矢量和分支杆转动形成的切

速度矢量的叠加，则可表示为

ｖｉ＝ｖｒｉｎｉ＋ｗｒｉ×ｌｉｎｉ （１０）
式中　ｗｒｉ———分支角速度

用 ｎｉ叉乘式（１０）两端并化简可得
ｎｉ×ｖｉ＝ｌｉｗｒｉ－ｌｉ（ｗｒｉ·ｎｉ）ｎｉ （１１）

对于 ＲＰＵ分支来说，分支角速度方向与 Ｒ副轴
线方向重合，即 ＲＰＵ分支角速度方向与分支垂直，
故有

ｗｒｉ·ｎｉ＝０　（ｉ＝１，３） （１２）
将式（１２）代入式（１１）整理可得 ＲＰＵ分支角速度表
达式为

　ｗｒｉ＝
ｎｉ×ｖｉ
ｌｉ
＝
ｎｉ×（ｖ＋ｗ×ｄｉ）

ｌｉ
　（ｉ＝１，３） （１３）

根据文献［２５，２７］中单位矢量的反对称矩阵的
概念及性质，可进一步将式（１３）表达为

ｗｒｉ＝ＪｗｉＶ　（ｉ＝１，３） （１４）

其中 Ｊｗｉ＝
１
ｌｉ
［^ｎｉ －ｎ^ｉｄｉ］

式中　ｎ^ｉ———单位矢量 ｎｉ的反对称矩阵
将式（１３）两端对时间 ｔ求导并整理可得分支角

加速度表达式为

εｒｉ＝
ｎ·ｉ×ｖｉ＋ｎｉ×ｖ

·

ｉ－ｖｒｉｗｒｉ
ｌｉ

　（ｉ＝１，３） （１５）

式中　εｒｉ———ＲＰＵ分支角加速度
对于 ＵＰＲ分支来说，连接定平台的铰链为 Ｕ

副，根据角速度的叠加性可得 ＵＰＲ分支角速度为

ｗｒｉ＝θ
·

ｉ１Ｒｉ１＋θ
·

ｉ２Ｒｉ２　（ｉ＝２） （１６）

其中 Ｒｉ１＝［０ １ ０］Ｔ　Ｒｉ２＝
Ｒｉ１×ｎｉ
｜Ｒｉ１×ｎｉ｜

式中　Ｒｉ１———Ｕ副连接定平台转动副轴线的单位
矢量

θ
·

ｉ１———Ｕ副连接定平台转动副轴线角速度
Ｒｉ２———Ｕ副连接分支杆转动副轴线的单位

矢量

θ
·

ｉ２———Ｕ副连接分支杆转动副轴线角速度
式（１６）两端同时叉乘 ｌｉｎｉ，并结合式（１０）可得

θ
·

ｉ１Ｒｉ１×ｌｉｎｉ＋θ
·

ｉ２Ｒｉ２×ｌｉｎｉ＝ｖｉ－ｖｒｉｎｉ＝

ｖｉ－（ｖｉ·ｎｉ）ｎｉ＝ｖｉ－ｎｉｎ
Ｔ
ｉｖｉ＝（Ｉ－ｎｉｎ

Ｔ
ｉ）ｖｉ＝

－ｎ^２ｉ（ｖ＋ｗ×ｄｉ）＝－ｎ^
２
ｉｖ＋ｎ^

２
ｉｄ^ｉｗ　（ｉ＝２）

（１７）
式（１７）两端分别同时点乘 Ｒｉ２和 Ｒｉ１可求得 ＵＰＲ分
支中构成 Ｕ副的两转动副的角速度为

θ
·

ｉ１＝
（^ｎ２ｉｖ－ｎ^

２
ｉｄ^ｉｗ）·Ｒｉ２

（Ｒｉ１×Ｒｉ２）·ｌｉｎｉ

θ
·

ｉ２＝
（－ｎ^２ｉｖ＋ｎ^

２
ｉｄ^ｉｗ）·Ｒｉ１

（Ｒｉ１×Ｒｉ２）·ｌｉｎ










ｉ

　（ｉ＝２） （１８）

将式（１８）代入式（１６）并化简可得
ｗｒｉ＝ＪｗｉＶ　（ｉ＝２） （１９）

其中

Ｊｗｉ＝
（Ｒｉ１Ｒ

Ｔ
ｉ２－Ｒｉ２Ｒ

Ｔ
ｉ１）^ｎ

２
ｉ

（Ｒｉ１×Ｒｉ２）·ｌｉｎｉ
－
（Ｒｉ１Ｒ

Ｔ
ｉ２－Ｒｉ２Ｒ

Ｔ
ｉ１）^ｎ

２
ｉｄ^ｉ

（Ｒｉ１×Ｒｉ２）·ｌｉｎ[ ]
ｉ

将式（１９）两端对时间 ｔ求导并整理可得

εｒｉ＝｛－θ
·

ｉ１Ｒｉ２×（ｖｉ－ｖｒｉｎｉ）＋（Ｒｉ１×Ｒｉ２）×

（ｖ·ｉ－ａｒｉｎｉ－ｖｒｉｗｒｉ×ｎｉ）－［（ｖｒｉｎｉ＋ｌｉｗｒｉ×ｎｉ）·

（Ｒｉ１×Ｒｉ２）］ｗｒｉ｝［ｌｉｎｉ·（Ｒｉ１×Ｒｉ２）］
－１　（ｉ＝２）

（２０）
式中　εｒｉ———ＵＰＲ分支的角加速度

如图１所示，并联机构 ２ＲＰＵ／ＵＰＲ每条分支杆
可分为两部分，将分支与定平台相连部分称为上伸

缩杆，将分支与动平台相连的部分称为下伸缩杆。

上伸缩杆质心到与定平台连接铰链中心的距离为

ｌｃｕｉ，下伸缩杆质心到与动平台连接铰链中心的距离
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为 ｌｃｌｉ。
设上伸缩杆质心线速度及角速度分别为 ｖｃｕｉ和

ｗｃｕｉ，则
ｖｃｕｉ＝ｗｒｉ×ｌｃｕｉｎｉ
ｗｃｕｉ＝ｗ{

ｒｉ

（２１）

将上述式（１４）和式（１９）代入式（２１），则分支杆
上伸缩杆的质心线速度和角速度可表达为

ｖｃｕｉ
ｗ[ ]
ｃｕｉ

＝
－ｌｃｕｉ^ｎｉＪｗｉＶ

Ｊｗｉ[ ]Ｖ
＝ＪｃｕｉＶ （２２）

其中 Ｊｃｕｉ＝
－ｌｃｕｉ^ｎｉＪｗｉ
Ｊ[ ]
ｗｉ

设上伸缩杆质心线加速度 ａｃｕｉ，则由式（２１）中
质心线速度表达式对时间 ｔ求导可得

ａｃｕｉ＝εｒｉ×ｌｃｕｉｎｉ＋ｌｃｕｉｗｒｉ×（ｗｒｉ×ｎｉ） （２３）
根据上述求解上伸缩杆的质心线速度和角速度

的方法，可求得下伸缩杆质心线速度及角速度 ｖｃｌｉ和
ｗｃｌｉ为

　
ｖｃｌｉ
ｗ[ ]
ｃｌｉ

＝
ｗｒｉ×（ｌｉ－ｌｃｌｉ）ｎｉ＋ｖｒｉｎｉ

ｗ[ ]
ｒｉ

＝ＪｃｌｉＶ （２４）

其中　Ｊｃｌｉ＝
－（ｌｉ－ｌｃｕｉ）^ｎｉＪｗｉ＋［ｎｉｎ

Ｔ
ｉ －ｎｉｎ

Ｔ
ｉｄ^ｉ］

Ｊ







ｗｉ

设下伸缩杆质心线加速度 ａｃｌｉ，则由式（２４）中
质心线速度表达式对时间 ｔ求导可得
ａｃｌｉ＝（ｌｉ－ｌｃｌｉ）εｒｉ×ｎｉ＋（ｌｉ－ｌｃｌｉ）ｗｒｉ×（ｗｒｉ×ｎｉ）＋

ａｒｉｎｉ＋２ｖｒｉ（ｗｒｉ×ｎｉ） （２５）
为方便建立混联机器人的动力学模型，先对并

联机构２ＲＰＵ／ＵＰＲ进行动力学建模。设 ３条分支
中上伸缩杆和下伸缩杆的结构和质量分别相同，

ｍｕ、ｍｌ、ｍｍｐ分别为上伸缩杆、下伸缩杆、动平台的质
量；Ｇｕ、Ｇｌ、Ｇｍｐ分别为上伸缩杆、下伸缩杆、动平台
的重力；ｆｕｉ、ｆｌｉ、ｆｍｐ分别为上伸缩杆、下伸缩杆、动平
台的惯性力；ｎｕｉ、ｎｌｉ、ｎｍｐ分别为上伸缩杆、下伸缩杆、
动平台的惯性矩，则

Ｇｕ＝ｍｕｇ

Ｇｌ＝ｍｌｇ

Ｇｍｐ＝ｍｍｐｇ

ｆｕｉ＝－ｍｕａｃｕｉ
ｆｌｉ＝－ｍｌａｃｌｉ
ｆｍｐ＝－ｍｍｐａ

ｎｕｉ＝－ＲｕｉＩｕｉＲ
Ｔ
ｕｉεｒｉ－ｗｒｉ×（ＲｕｉＩｕｉＲ

Ｔ
ｕｉｗｒｉ）

ｎｌｉ＝－ＲｌｉＩｌｉＲ
Ｔ
ｌｉεｒｉ－ｗｒｉ×（ＲｌｉＩｌｉＲ

Ｔ
ｌｉｗｒｉ）

ｎｍｐ＝－ＲｍｐＩｍｐＲ
Ｔ
ｍｐεｒｉ－ｗｒｉ×（ＲｍｐＩｍｐＲ

Ｔ
ｍｐｗｒｉ





















）

（２６）

其中 Ｒｕｉ＝Ｒｌｉ
式中　ｇ———重力加速度，方向沿 Ｚ轴正向

Ｉｕｉ、Ｉｌｉ、Ｉｍｐ———上伸缩杆、下伸缩杆、动平台相
对于质心连体坐标系惯性矩阵

Ｒｕｉ、Ｒｌｉ、Ｒｍｐ———上伸缩杆、下伸缩杆、动平台
连体坐标系相对于基坐标系

的姿态矩阵

ａ、ε———动平台的质心线加速度、角加速度
根据虚功原理可得

ＦＴｑｖｒ＋∑
３

ｉ＝
(

１
［ｆＴｕｉ＋Ｇ

Ｔ
ｕ ｎＴｕｉ］

ｖｃｕｉ
ｗ[ ]
ｃｕｉ

＋

［ｆＴｌｉ＋Ｇ
Ｔ
ｌ ｎＴｌｉ］

ｖｃｌｉ
ｗ[ ] )
ｃｌｉ

＋

［ＦＴｅ＋ｆ
Ｔ
ｍｐ＋Ｇ

Ｔ
ｍｐ ＴＴｅ＋ｎ

Ｔ
ｍｐ］Ｖ＝０ （２７）

其中 Ｆｑ＝［Ｆｑ１ Ｆｑ２ Ｆｑ３］Ｔ

式中　Ｆｑ———分支杆驱动力
Ｆｅ———等效加载于动平台质心的外力
Ｔｅ———等效加载于动平台质心的外力矩

将上述式（８）、（９）、（２２）和式（２４）代入式（２７）
并整理可得驱动力表示式

ＦＴｑ [＝－ ∑
３

ｉ＝１
（［ｆＴｕｉ＋Ｇ

Ｔ
ｕ ｎＴｕｉ］ＪｃｕｉＪｎ＋

［ｆＴｌｉ＋Ｇ
Ｔ
ｌ ｎＴｌｉ］ＪｃｌｉＪｎ）＋

［ＦＴｅ＋ｆ
Ｔ
ｍｐ＋Ｇ

Ｔ
ｍｐ ＴＴｅ＋ｎ

Ｔ
ｍｐ］Ｊ ]ｎ Ｊ－１ｏ （２８）

当已知动平台速度、加速度、等效外力及等效外力矩

时，可由式（２８）求得并联机构驱动分支的驱动力。
３２　单自由度摆头的动力学分析

由于该５自由度混联机器人的串联部分又分为
串联单自由度摆头和移动平台两部分，且移动平台

与并联部分和单自由度摆头所组成的４自由度混联
部分相独立，所以移动平台的动力学问题简单且对

其余结构没有影响。在此仅考虑单自由度摆头的动

力学模型。为求得单自由度摆头的驱动力矩，并求

得作用在动平台质心的等效外力和外力矩的 Ｆｅ和
Ｔｅ，需对安装于动平台上的单自由度摆头单独进行
受力分析。设单自由度摆头与动平台连接铰链到动

平台参考点 ｏ的距离为 ｌ１，摆头长度为 ｌ２，摆头与动
平台连接铰链到摆头质心的距离为 ｌｓ，其受力模型
如图３所示。

设摆头末端速度及加速度分别为 Ｖｏ＝
ｖｏ
ｗ[ ]
ｏ

和

Ａｏ＝
ａｏ
ε[ ]
ｏ

；ｍｏ、Ｇｏ、ｆｏ及 ｎｏ分别为摆头的质量、重

力、惯性力及惯性矩，则

Ｇｏ＝ｍｏｇ

ｆｏ＝－ｍｏａｏ
ｎｏ＝－ＲｏＩｏＲ

Ｔ
ｏεｏ－ｗｏ×（ＲｏＩｏＲ

Ｔ
ｏｗｏ

{
）

（２９）
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图 ３　单自由度摆头

Ｆｉｇ．３　ＴｉｌｔｉｎｇｈｅａｄｗｉｔｈｓｉｎｇｌｅＤＯＦ
　
式中　Ｉｏ———摆头相对质心连体坐标系的惯性矩阵

Ｒｏ———连体坐标系相对基坐标系姿态矩阵
达朗贝尔原理为物体所受外力、动力及结构反

力之和为零的原理，所以可根据达朗贝尔原理建立

单自由度摆头的力学平衡方程

Ｆ′Ｒ＋Ｆ＋Ｇｏ＋ｆｏ＝０

Ｔ′Ｒ＋Ｔ＋ｎｏ＋Ｆ×ｄｏ１＋（Ｇｏ＋ｆｏ）×ｄｏ２{ ＝０

（３０）

其中　 ｄｏ１＝Ｒｏ［０ ０ －ｌ２］Ｔ

ｄｏ２＝Ｒｏ［０ ０ －ｌｓ］Ｔ

根据力的相互性可知

ＦＲ
Ｔ[ ]
Ｒ

＝
Ｆ＋Ｇｏ＋ｆｏ

Ｔ＋ｎｏ＋Ｆ×ｄｏ１＋（Ｇｏ＋ｆｏ）×ｄｏ[ ]
２

（３１）
由式（３１）可得到控制摆头转动电动机的驱动

力矩为

ＴＭ＝［０ １ ０］ＲＴＴＲ （３２）
式中　ＴＭ———摆头转动电动机的驱动力矩

将式（３１）中求得的力和力矩向动平台质心 ｏ
点进行等效，则可求得作用于 ｏ点的等效外力和等
效外力矩，等效外力 Ｆｅ和等效外力矩 Ｔｅ可表示为

Ｆｅ
Ｔ[ ]
ｅ

＝
ＦＲ

ＴＲ＋ＦＲ×ｄｏ[ ]
３

（３３）

其中 ｄｏ３＝Ｒ［０ ０ －ｌ１］Ｔ

将式（３３）中的 Ｆｅ和 Ｔｅ代入式（２８），即可求得
并联机构２ＲＰＵ／ＵＰＲ３条分支驱动力。

４　数值仿真

混联机器人结构及物理参数见表２。
运用上述理论模型和机构参数，在 Ｍａｔｌａｂ中进

行编程计算求解，得到驱动力如图 ４所示，其中 Ｆｒｉ
为第 ｉ分支的驱动力，ＴＭ为单自由度摆头的驱动
力矩。

为验证理论模型的正确性，采用系统动力学分

析软件ＡＤＡＭＳ对机构进行动力学仿真，将建立好

表 ２　结构及物理参数

Ｔａｂ．２　Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌａｎｄｐｈｙｓｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 数值

定平台铰链中心点 Ａ１坐标 （－０４１，０，０）

定平台铰链中心点 Ａ２坐标 （０，－０５０６，０）

定平台铰链中心点 Ａ３坐标 （０４１，０，０）

动平台铰链中心点 ａ１坐标 （－０２，０，０）

动平台铰链中心点 ａ２坐标 （０，－０２４６，０）

动平台铰链中心点 ａ３坐标 （０２，０，０）

摆头铰链到 ｏ点距离 ｌ１／ｍ ０２５５

摆头长度 ｌ２／ｍ ０３６０

摆头铰链到质心距离 ｌｓ／ｍ ０１８０

摆头末端外力 Ｆ／Ｎ ［１００　２００　３００］Ｔ

摆头末端外力矩 Ｔ／（Ｎ·ｍ） ［０　６０　０］Ｔ

上伸缩杆惯性矩阵 Ｉｕｉ／（ｋｇ·ｍ
２） ｄｉａｇ（３５，３５，０２）

下伸缩杆惯性矩阵 Ｉｌｉ／（ｋｇ·ｍ
２） ｄｉａｇ（３８，３８，０７５）

动平台惯性矩阵 Ｉｍｐ／（ｋｇ·ｍ
２） ｄｉａｇ（３５，３，１５）

摆头惯性矩阵 Ｉｏ／（ｋｇ·ｍ
２） ｄｉａｇ（１，１，１）

上伸缩杆质量 ｍｕ／ｋｇ ５０

下伸缩杆质量 ｍｌ／ｋｇ １３０

动平台质量 ｍｍｐ／ｋｇ １１２

摆头质量 ｍｏ／ｋｇ ３０

摆头末端位置向量 Ｐｏ ［０　０　１７５］Ｔ

摆头姿态矩阵 Ｒｏ ｄｉａｇ（１，１，１）

摆头末端初始速度 ｖ０／（ｍ·ｓ
－１） ［０　０　０］Ｔ

摆头末端加速度 ａ０／（ｍ·ｓ
－２） ［００１　０　０］Ｔ

运动时间 ｔ／ｓ ８

图 ４　Ｍａｔｌａｂ仿真曲线

Ｆｉｇ．４　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｆｒｏｍＭａｔｌａｂｓｏｆｔｗａｒｅ
　
的三维模型导入到 ＡＤＡＭＳ软件中，并添加相关运
动副约束，设置５自由度混联机器人的驱动模型，使
其与上述规划的运动模型一致，虚拟样机模型如

图５所示，仿真结果如图６所示。
通过对比图 ４和图 ６的仿真曲线，可以得出上

述５自由度混联模型动力学模型的正确性。

５　结论

（１）根据２Ｒ１Ｔ并联机构中转轴空间分布性质
将该类并联机构分为 ３种类型：ＰＲＲ、ＲＲＰ和 ＲＰＲ；
并给出了根据不同类型的 ２Ｒ１Ｔ并联机构构造 ５自
由度混联机器人的设计方案。
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图 ５　结构模型

Ｆｉｇ．５　ＳｔｒｕｃｔｕｒａｌｍｏｄｅｌｉｎＡＤＡＭＳｓｏｆｔｗａｒｅ
　
（２）建立了动平台和机构独立变量之间的线速

度和角速度解耦矩阵，并且推导了并联机构 ２ＲＰＵ／
ＵＰＲ驱动速度和机构独立变量速度之间的 ３×３型
速度雅可比方阵。

（３）求得了并联机构各分支中上伸缩杆和下伸缩
杆质心速度及动平台质心广义速度之间的速度映射矩

　　

图 ６　ＡＤＡＭＳ仿真曲线

Ｆｉｇ．６　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｆｒｏｍＡＤＡＭＳｓｏｆｔｗａｒｅ
　
阵，运用虚功原理建立了并联机构的动力学模型。

　　（４）运用达拉贝尔原理对并联机构所串联的单
自由度摆头进行受力分析，建立了单自由度摆头和

并联机构动平台之间的力学关系，求解了作用于动

平台参考点的等效力／力矩。
（５）基于虚功原理和达拉贝尔原理得出了该

５自由度混联机器人的动力学模型。运用 Ｍａｔｌａｂ和
ＡＤＡＭＳ仿真软件，对机器人的理论动力学模型进行
了仿真，验证了模型的正确性。
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