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Ｔｒｉｐｏｄ并联机器人工作空间完全解析与实验验证
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摘要：针对 Ｔｒｉｐｏｄ并联机器人工作空间一般用数值搜索方法研究，难以给出边界曲面准确表达的问题，提出一种曲

面扫略分析与机械结构形位分析结合的方法来解析 Ｔｒｉｐｏｄ并联机器人的工作空间。以正逆解的算法为基础，得到

并联机器人各单开链扫略空间范围及其包络曲面表达式，用三维软件布尔运算得出各支链公共的工作空间，在考

虑虎克铰约束和杆件干涉的情况下，再依据机械结构形位分析得到机器人实际工作空间及边界曲面表达式，并对

工作空间的奇异性进行了分析。通过三坐标测量仪器测出实际的工作空间与理论分析解析出来的空间进行对比

来验证解析方法的正确性，从而为机器人机械结构参数设计和工作空间计算奠定基础。

关键词：并联机器人；曲面扫略分析；形位分析；工作空间；边界曲面表达式

中图分类号：ＴＰ２４２ 文献标识码：Ａ 文章编号：１０００１２９８（２０１７）０７０３６８０８

收稿日期：２０１６ １０ ３１　修回日期：２０１６ １１ ２８
基金项目：国家自然科学基金项目（５１３７５５０７）、重庆市基础与前沿研究计划项目（ｃｓｔｃ２０１６ｊｃｙｊＡ０２５３）和流体传动与机电系统国家重点实

验室开放基金项目（ＧＺＫＦ ２０１５０３）
作者简介：牟家旺（１９９２—），男，博士生，主要从事智能控制、机器人与流体传动研究，Ｅｍａｉｌ：ｍｏｕｊｉａｗａｎｇ＠ｑｑ．ｃｏｍ
通信作者：于今（１９６４—），男，副教授，主要从事流体传动与智能控制、机器人研究，Ｅｍａｉｌ：ｙｊ９３＠ｃｑｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＷｏｒｋｓｐａｃｅＲｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＴｒｉｐｏｄＰａｒａｌｌｅｌＭａｎｉｐｕｌａｔｏｒａｎｄ
ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌＶｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ＭＯＵＪｉａｗａｎｇ１　ＹＵＪｉｎ１　ＷＵＣｈａｏｙｕ１　ＣＨＥＮＧＭｉｎ１，２　ＱＩＡＮＸｉａｏｗｕ３

（１．ＴｈｅＳｔａｔｅＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌＴｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓ，ＣｈｏｎｇｑｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ４０００４４，Ｃｈｉｎａ
２．ＳｔａｔｅＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＦｌｕｉｄＰｏｗｅｒａｎｄＭｅｃｈａｔｒｏｎｉｃＳｙｓｔｅｍｓ，ＺｈｅｊｉａｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｈａｎｇｚｈｏｕ３１００２７，Ｃｈｉｎａ

３．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＰｈｙｓｉｃｓａｎｄＣｈｅｍｉｓｔｒｙ，ＺｈｅｎｊｉａｎｇＣｏｌｌｅｇｅ，Ｚｈｅｎｊｉａｎｇ２１２００２，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＡｉｍｉｎｇａｔｔｈｅｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙｏｆｕｓｉｎｇａｃｃｕｒａｔｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｆｏｒｍｕｌａｓｔｏｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅＴｒｉｐｏｄｐａｒａｌｌｅｌ
ｒｏｂｏｔｗｏｒｋｓｐａｃｅｂｏｕｎｄａｒｙｓｕｒｆａｃｅｓ，ａｍｅｔｈｏｄｃａｌｌｅｄｓｕｒｆａｃｅｓｗｅｅｐａｎａｌｙｓｉｓｃｏｍｂｉｎｅｄｗｉｔｈｔｈｅｓｈａｐｅｏｆ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎａｌｙｓｉｓｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄｔｏｇｉｖｅａｎａｃｃｕｒａｔｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｔｏｔｈｅｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆＴｒｉｐｏｄ
ｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ．ＯｎａｃｃｏｕｎｔｏｆｔｈｅＴｒｉｐｏｄｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ，ｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ
ｗａｓｓｅｔｕｐａｎｄｔｈｅａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔａｎｄｔｈｅｄｒｉｖｉｎｇｍｏｄｅｏｆｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔｗｅｒｅ
ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆｆｏｒｗａｒｄａｎｄｉｎｖｅｒｓｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｔｈｅｓｃｏｐｅｏｆｓｗｅｅｐｉｎｇ
ｓｐａｃｅａｎｄｅｎｖｅｌｏｐｅｓｕｒｆａｃｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｔｈｉｓｓｗｅｅｐｉｎｇｓｐａｃｅｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｏｎｅｏｆｔｈｅｒｏｂｏｔｐａｒａｌｌｅｌ’ｓｏｐｅｎ
ｃｈａｉｎｓｗｅｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｓｉｘｅｎｖｅｌｏｐｅｓｕｒｆａｃｅｓｗｅｒｅｄｒａｗｎｉｎｓｅｑｕｅｎｃｅａｎｄｔｈｅｏｖｅｒｌａｐｐａｒｔｏｆｔｈｅ
ｓｉｘｓｗｅｅｐｉｎｇｓｐａｃｅｗａｓｓｏｌｖｅｄ．Ｉｎ３Ｄｓｏｆｔｗａｒｅ，ｔｈｅｐｕｂｌｉｃｗｏｒｋｓｐａｃｅｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｕｓｉｎｇｂｏｏｌｅａｎ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｔｈｅｎ，ｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｏｆｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｓｈａｐｅａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｐｈｙｓｉｃａｌ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ，ｔｈｅａｃｔｕａｌｗｏｒｋｓｐａｃｅａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓｕｒｆａｃｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆｒｏｂｏｔｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ．
Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｏｆｔｈｅｏｂｔａｉｎｅｄｗｏｒｋｓｐａｃｅｗａｓａｎａｌｙｚｅｄ．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ
ｗｏｒｋｓｐａｃｅｍｅａｓｕｒｅｄｂｙｔｈｅｔｈｒｅｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｍｅａｓｕｒｉｎｇｉｎｓｔｒｕｍｅｎｔａｎｄｔｈｅｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙ３Ｄ
ｓｏｆｔｗａｒｅ，ｔｈｅｖａｌｉｄｉｔｙｏｆｔｈｉｓａｎａｌｙｔｉｃｍｅｔｈｏｄｗａｓｖｅｒｉｆｉｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｅｒｒｏｒａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｃｈｌａｙｅｄ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｎｅｘｔｓｔｅｐｔｏｆｉｇｕｒｅｏｕｔｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｍｅｃｈａｎｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｎｔｈｅｗｏｒｋｓｐａｃｅａｎｄｄｏ
ｓｏｍｅｗｏｒｋｏｎｔｈｅｓｉｚｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ；ｓｕｒｆａｃｅｓｗｅｅｐａｎａｌｙｓｉｓ；ｓｈａｐｅａｎａｌｙｓｉｓ；ｗｏｒｋｓｐａｃｅ；ｂｏｕｎｄａｒｙｓｕｒｆａｃｅ

ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ



　　引言

自从 ＣＬＡＶＥＬ［１］提出 Ｄｅｌｔａ三自由度并联机器
人以来，由于其具有更好的承载能力、运动精度和刚

度而被广泛应用于工程中，也一直是国际上研究的

热点。国内外研究的少自由度并联机器人多为转动

副的 Ｄｅｌｔａ机器人，而 Ｔｒｉｐｏｄ并联机器人是以平移
副代替转动副，在大尺寸结构参数的情况下，电机的

负载转动惯量更小，有更好的应用前景。在把并联

机器人应用于工程实际过程中，首先需要解决的问

题就是确定一个已知机械结构参数的机器人工作空

间。现有 Ｔｒｉｐｏｄ并联机器人并联空间的研究很多，
大多采用数值法中的三维搜索法

［２－３］
或者用计算机

辅助模拟法确定工作空间
［４］
。ＧＯＳＳＥＬＩＮ［５］则利用

圆弧相交的方法来确定６自由度并联机器人的定姿
态工作空间，并给出了工作空间的 ３维表示，此法
以求工作空间的边界为目的，且可以直接计算工作

空间的体积。ＦＩＣＨＥＲ［６］采用固定 ６个位姿参数中
的３个姿态参数和一个位置参数，而变换其他 ２个
参数研究了 ６自由度并联机器人的工作空间。
ＭＡＳＯＲＹ等［７］

同时考虑到各关节转角的约束、各杆

长的约束和机构各构件的干涉来确定并联机器人的

工作空间，且采用数值积分的方法计算工作空间的

体积，比较接近实际。采用数值法虽然直观，但是

存在计算时间长，边界曲面存在误差，不能求解完全

的解。ＬＩ等［８］
提出一种综合考虑空间利用率和全

局空间灵活度的工作空间优化方法，其核心的工作

空间求解还是采用数值搜索法。

相对于解析法，数值法求解无法获得准确的边

界曲面方程，只能有直观的认识，无法准确获取空间

尺寸与机械结构尺寸的数学关系，从而无法根据空

间需求定向地调整机械结构参数
［９－１１］

。

本文采用曲面扫略分析结合机械结构形位约束

的数形方法，以正逆解
［１２－１４］

的算法为基础，分析方

程特点得到并联机器人单开链子空间范围，求解边

界曲面的解析表达式，从而得出空间尺寸与机械结

构尺寸的关系，为以空间尺寸为标准的设计提供理

论依据。

１　Ｔｒｉｐｏｄ机器人运动学模型建立

Ｔｒｉｐｏｄ并联机构由上、下 ２个等边三角形平台
及３条完全相同的支链组成，如图１所示，每条支链
都由１个平移运动的电缸（平移副 Ｐ）和１个平行四
边形机构组成，电缸与上面静平台以一个固定角度

固连，电缸滑块与平行四边形机构以虎克铰（Ｕ副）
连接，　平行四边形与下面的动平台也以虎克铰（Ｕ

副）连接。由空间自由度计算公式可知，此机构有

３个自由度，动平台只能实现 ３个方向的平动。根
据运动副的连接顺序，Ｔｒｉｐｏｄ机器人又叫 ３ ＰＵＵ
型并联机器人。

图 １　并联机器人三维模型

Ｆｉｇ．１　３Ｄｍｏｄｅｌｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
在静平台上固连基坐标 ＯＸＹＺ，坐标原点位于

静平台中心，Ｘ轴过点 Ａ１，Ｙ轴平行于 Ａ２Ａ３。ＯＡ１到
Ａ１Ｂ、ＯＡ２到Ａ２Ｂ、ＯＡ３到 Ａ３Ｂ的转角分别为α１、β１、θ１，
静平台为边长为 Ｌ的等边三角形，动平台为边长为
Ｒ的等边三角形，平行四边形杆件机构简化为一个
杆，如图２中 ＣｉＤｉ长度为 Ｍ。滑块距离 Ａｉ点的距离
为滑块的滑行距离 ｓｉ；根据杆长约束建立方程式

｜ＣｉＤ
→
ｉ｜槡
２ ＝Ｍ （１）

图 ２　并联机器人运动简图

Ｆｉｇ．２　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
设坐标系 ＯＸＹＺ中 Ｃｉ、Ｄｉ的坐标为（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）、

（Ｘｉ，Ｙｉ，Ｚｉ），则式（１）可整理为

（ｘｉ－Ｘｉ）
２＋（ｙｉ－Ｙｉ）

２＋（ｚｉ－Ｚｉ）
２＝Ｍ２ （２）

以第２条支链为例，平移坐标系ＯＸＹＺ原点到 Ａ２
得到坐标系 Ｏ′Ｘ′Ｙ′Ｚ′，绕 Ｚ′轴逆时针旋转坐标系
Ｏ′Ｘ′Ｙ′Ｚ′，角度为 β１，使 Ｘ轴平行于 ＯＡ２得到坐标系
Ｏ″Ｘ″Ｙ″Ｚ″，再绕 Ｙ″轴顺时针旋转坐标系 Ｏ″Ｘ″Ｙ″Ｚ″，角
度为 β２，使 Ｚ″轴平行于电缸方 向得到 坐标 系
ＯＸＹＺ。则在坐标系 ＯＸＹＺ下 Ｃ２点的坐标为
（Ｈ，０，ｓ２），则在坐标系 ＯＸＹＺ下的坐标（ｘ２，ｙ２，ｚ２）为
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在动平台上固连坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１，坐标原点位
于动平台中心点 Ｏ１，Ｘ１轴过点 Ｄ１，Ｙ１轴平行于
Ｄ２Ｄ３。在坐标系 ＯＸＹＺ中，令坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１的原
点坐标为（Ｘ，Ｙ，Ｚ），研究机器人的工作空间即研究
动平台中心点，即 Ｏ１（Ｘ，Ｙ，Ｚ）可到达的运动空间，
则 Ｄ２坐标为

Ｘ２＝Ｘ－槡
３
６
Ｒ

Ｙ２＝Ｙ－
Ｒ
２

Ｚ２＝













Ｚ

（４）

将式（３）、（４）代入式（２）

[
中得到

Ｘ (－ 槡３６Ｒ－槡３６Ｌ－Ｈｃｏｓβ１ｃｏｓβ２＋ｓ２ｃｏｓβ１ｓｉｎβ ) ]２

２

[
＋

Ｙ (－ Ｒ
２
－Ｌ
２
－Ｈｃｏｓβ２ｓｉｎβ１＋ｓ２ｓｉｎβ１ｓｉｎβ ) ]２

２

＋

［Ｚ－（ｓ２ｃｏｓβ２－Ｈｓｉｎβ２）］
２＝Ｍ２ （５）

同理其他２

[
条支链的方程为

Ｘ (－ 槡３３Ｌ－槡３３Ｒ＋Ｈｃｏｓα１＋ｓ１ｓｉｎα ) ]１

２

＋Ｙ２＋

［Ｚ－（ｓ１ｃｏｓα１－Ｈｓｉｎα１）］
２＝Ｍ２ （６

[
）

Ｘ (－ 槡３６Ｒ－槡３６Ｌ－Ｈｃｏｓθ１ｃｏｓθ２＋ｓ３ｃｏｓθ１ｓｉｎθ ) ]２

２

[
＋

Ｙ (－ Ｌ
２
－Ｒ
２
－Ｈｃｏｓθ２ｓｉｎθ１＋ｓ３ｓｉｎθ１ｓｉｎθ ) ]２

２

＋

［Ｚ－（ｓ３ｃｏｓθ２－Ｈｓｉｎθ２）］
２＝Ｍ２ （７）

在已知电缸行程 ｓ１、ｓ２、ｓ３情况下，３个未知数
３个方程联立方程式（５）～（７）得到动平台中心坐
标（Ｘ，Ｙ，Ｚ），即为３ ＰＵＵ机器人运动学正解；在已
知动平台中心坐标（Ｘ，Ｙ，Ｚ）的情况下联立方程
式（５）～（７）得到每个电缸的行程 ｓｉ，即为 ３ ＰＵＵ
机器人运动学逆解。

２　工作空间解析

观察式（５）～（７）为空间球面方程形式，令所描
述的球面分别表示为 ψｉ（ｉ＝１，２，３）。球心的坐标
在机械结构参数 Ｌ、Ｒ、Ｈ、αｉ、βｉ、θｉ为定值时，球面 ψｉ
只随着 ｓｉ的变化而移动。当电缸的行程 ｓｉ变化时，
圆心的轨迹分别为

ｘ１ (－ 槡３３Ｌ－槡３３Ｒ＋Ｈｃｏｓα )１
ｓｉｎα１

＝
ｚ１＋Ｈｓｉｎα１
ｃｏｓα１

＝ｓ１

ｙ１＝０ （ｓｍｉｎ＜ｓ１＜ｓｍａｘ










）

（８）

ｘ２ (－ 槡３６Ｒ－槡３６Ｌ－Ｈｃｏｓβ１ｃｏｓβ )２
ｃｏｓβ１ｓｉｎβ２

＝

ｙ２ (－ Ｒ
２
－Ｌ
２
－Ｈｃｏｓβ２ｓｉｎβ )１

ｓｉｎβ１ｓｉｎβ２
＝

ｚ２－Ｈｓｉｎβ２
ｃｏｓβ２

＝ｓ２　（ｓｍｉｎ＜ｓ２＜ｓｍａｘ） （９）

ｘ３ (－ 槡３６Ｒ－槡３６Ｌ－Ｈｃｏｓθ１ｃｏｓθ )２
ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２

＝

ｙ３ (－ Ｌ
２
－Ｒ
２
－Ｈｃｏｓθ２ｓｉｎθ )１

ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２
＝

ｚ３－Ｈｓｉｎθ２
ｃｏｓθ２

＝ｓ３　（ｓｍｉｎ＜ｓ３＜ｓｍａｘ） （１０）

上述３条轨迹分别记作 Ｌｉ（ｉ＝１，２，３）。当电缸
的行程 ｓｉ变化时，球面 ψｉ的圆心沿着空间直线 Ｌｉ连
续移动，球面 ψｉ扫过的三维空间就是动平台中心 Ｏ１
在支链 ｉ约束下的变化范围，如图３所示。

图 ３　单开链子空间边界截面图

Ｆｉｇ．３　Ｓｅｃｔｉｏｎａｌｖｉｅｗｏｆｓｉｎｇｌｅｏｐｅｎｃｈａｉｎｓｕｂｓｐａｃｅ

ｂｏｕｎｄａｒｙ
　
根据球面在空间中的扫略过程分析可知，每个

支链空间的外边界面可分为 ３部分，前后两端各有
２个半球面，中间为空间圆柱面，圆柱面轴线过 Ｌｉ，
如图４所示。
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图 ４　单开链子空间三维图

Ｆｉｇ．４　３Ｄｍｏｄｅｌｏｆｓｉｎｇｌｅｏｐｅｎｃｈａｉｎｓｕｂｓｐａｃｅ
　
当给定 ｓｉ变化范围时，两端球面的方程已知，则

求解单支链运动空间边界曲面方程的问题简化为求

中间空间圆柱面方程的问题。由于此空间圆柱面的

准线和母线方程都容易求得，联立２个方程，则可以
求出空间任意方向圆柱面的表达式。由下文可知，

圆柱面不是空间的边界面，所以方程结果不在文中

详细描述。

根据上述分析，并代入并联机器人机械结构参

数：Ｌ＝１３００４１ｍｍ，Ｒ＝１０３９２３ｍｍ，Ｍ＝６１０ｍｍ，
Ｈ＝９８５ｍｍ，α１＝－５２°，β１＝－１２０°，β２ ＝－５２°，
θ１＝１２０°，θ２ ＝－５２°。当 ３个支链约束下确定的
３个三维空间求交集时，得到的公共空间就是动平
台中心 Ｏ１在不考虑其他约束条件下的理想可达空
间，如图５所示。

图 ５　理想可达空间三视图

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｒｅｅｖｉｅｗｓｏｆｉｄｅａｌｒｅａｃｈａｂｌｅｓｐａｃｅ
　

结合机器人的机械结构形位特征，对上述可达

空间进行形位分析。当式（５）～（７）中 ｓｉ取最小值
时，得到的３个球面分别为 ３个支链中一条支链滑
块在上极限位置，另外 ２个支链滑块任意运动得到
的面。根据实际情况中电缸和平行四边形连杆机构

的安装位置约束可知，动平台中心 Ｏ１只可能出现在
以这３个球面为上边界面的以下空间中，否则平行

四边形机构将会和电缸发生干涉，所以在上述动平

台 Ｏ１理想可达空间中切去这 ３个球体的空间，得到
考虑了杆件干涉、不考虑虎克铰限制的可达空间，如

图６所示。

图 ６　工作空间三视图

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｒｅｅｖｉｅｗｓｏｆｗｏｒｋｓｐａｃｅ
　
空间由上下各 ３个球面包络出来，黑色上凹面

是式（５）取 ｓｉ为最小值时确定的球面，黑色下凸面是
式（５）取ｓｉ为最大值时确定的球面，红色上凹面是式（６）
取 ｓｉ为最小值时确定的球面，红色下凸面是式（６）取
ｓｉ为最大值时确定的球面，黄色上凹面是式（７）取 ｓｉ
为最小值时确定的球面，黄色下凸面是式（７）取ｓｉ为
最大值时确定的球面。

３　虎克铰约束分析

研究的 Ｔｒｉｐｏｄ机器人虎克铰结构如图７所示。

图 ７　虎克铰结构图

Ｆｉｇ．７　ＤｉａｇｒａｍｏｆＨｏｏｋｅｈｉｎｇｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
　
与传统的虎克铰不同，所设计的虎克铰第 １个

自由度的旋转副 Ｕ１在物理上没有角度限制，可以
３６０°的旋转，旋转轴为 Ｕ１第 ２个自由度的旋转副
Ｕ２有角度限制，旋转轴为 Ｕ１，建立虎克铰的简化模
型，如图８所示。

过轴线 Ｕ１，垂直于 Ｕ２轴线创建平面 ２，其法向
量设为 ｎ１；过 Ｕ２旋转副的对称中心，平行于轴线
Ｕ２并垂直于轴线 Ｕ１创建平面１，其法向量设为 ｎ２。
以第２条支链为例，由于旋转副 Ｕ１没有结构上的
角度限制，所以虎克铰的约束主要来自于旋转副

Ｕ２，由结构特点可知，旋转副 Ｕ２的旋转范围关于平
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图 ８　虎克铰角度说明图

Ｆｉｇ．８　ＤｉａｇｒａｍｏｆＨｏｏｋｅｈｉｎｇｅａｎｇｌｅ
　
面１对称，设杆件 Ｃ２Ｄ２与平面 １的夹角为 γ２１，所以
与平面１的法向量 ｎ１的夹角为 ９０°－γ２１，根据几何
关系可知

γ２１＝ａｒｃｓｉｎ
ｎＴ１Ｃ２Ｄ

→
２

｜Ｃ２Ｄ
→
２｜｜ｎ１｜

（１１）

根据实际的结构限制可知，－４０°≤γ２１≤４０°，
由于 ｎ１为平面１的法向量，可得

ｎ１＝ －槡３
２

１
２[ ]０

Ｔ

（１２）

由前文论述可知

Ｃ２Ｄ
→
２＝（ｘ２－Ｘ２，ｙ２－Ｙ２，ｚ２－Ｚ２）

｜Ｃ２Ｄ
→
２｜＝{ Ｍ

（１３）

将式（３）、（４）、（１２）、（１３）代入式（１１）中，并代
入机器人结构参数，可得

－４０°≤γ２１＝ａｒｃｓｉｎ槡
３Ｘ－Ｙ
１２２０≤

４０° （１４）

整理可得

１２２０ｓｉｎ（－４０°）≤槡３Ｘ－Ｙ≤１２２０ｓｉｎ４０° （１５）
同样的方法可得到其他 ２条支链的方程，支链

１为
６１０ｓｉｎ（－４０°）≤Ｙ≤６１０ｓｉｎ４０° （１６）

支链３为

１２２０ｓｉｎ（－４０°）≤ 槡－３Ｘ－Ｙ≤１２２０ｓｉｎ４０°
（１７）

将上述表达式（１５）～（１７）表示成几何描述即
为工作空间必须为表达式所表示的６个平面包围的
范围内，如图９所示。

由图 ９可知，用扫略分析结合机械结构形位分
析方法得到的工作空间（图６）都在虎克铰约束范围
内，满足虎克铰约束条件。

４　奇异性分析

奇异位形是当机构进入某种临界状态时所具有

图 ９　虎克铰约束的范围

Ｆｉｇ．９　ＲａｎｇｅｏｆＨｏｏｋｅｈｉｎｇｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ
　
的特定形态，在这种临界状态下，机构的实际自由度

不再与理论自由度相等，即存在两种情况：一是机构

丧失了应有的自由度；二是机构获得了额外的自由

度。机构自由度的丧失意味着机构某种功能的丧失；

机构获得额外的自由度则意味着即使锁定所有的驱

动输入，机构在外力的作用下仍能运动，导致机构失

控。一般而言，机构奇异位形研究的内涵体现在２个
方面：对于确定的机构，找出它的所有奇异位形以及

如何有效地避免机构奇异位形。分析式（５）～（７）可
知，其描述的是动平台坐标Ｏ１（Ｘ，Ｙ，Ｚ）与电缸位移
Ｓ（ｓ１，ｓ２，ｓ３）的关系，可表示为

Ｆ（Ｑ，Ｓ）＝Ｏ （１８）
式中　Ｑ———动平台位置矢量

Ｓ———平移驱动副的位置矢量
对零矢量方程（１８）中各分量 Ｑ、Ｓ、Ｏ分别对时间求
导，可得

ＪＱＱ
·

＋ＪＳＳ
·

＝０ （１９）

其中 ＪＱ＝
Ｆ
Ｑ
　ＪＳ＝

Ｆ
Ｓ

由式（１９）可知当 ｄｅｔ（ＪＳ）＝０时，存在非零向量
Ｑ产生零矢量 Ｓ，当 ｄｅｔ（ＪＱ）＝０时，存在非零向量 Ｓ
产生零矢量 Ｑ，第１种情况即为逆运动学奇异，给定
一个指定的运动方向，却得不到驱动的平移量，这一

类情况多发生于机器人工作空间边界处，所有图５所
示的工作空间边界（其中包括单支链工作空间球体

交界处）都是奇异位置，第 ２种情况即为正运动学
奇异，给定驱动的平移量，末端动平台位置矢量不

变，即无论驱动如何运动，动平台始终不变。由于这

一类奇异位置会在工作空间内部，所以本文主要讨

论这一类奇异位置。令 Ｊ＝－Ｊ－１Ｓ ＪＱ时，则 Ｓ
·

＝ＪＱ
·

。

将式（５）～（７）对时间 ｔ进行求导，得到

ｓ
·

１

ｓ
·

２

ｓ
·













３

＝

ｍ
ｔ

－２Ｙ
ｔ

ｎ
ｔ

ｌ
ｒ

ｐ
ｒ

ｑ
ｒ

ｕ
ｓ

ｖ
ｓ

ｗ

















ｓ

Ｘ
·

Ｙ
·

Ｚ













·

（２０）
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其中 ｍ＝－２（Ｘ＋０７９ｓ１－７５１４）
ｎ＝２（０６２ｓ１－Ｚ＋７７６）
ｌ＝－２（Ｘ－０３９ｓ２＋３７５７）
ｐ＝－２（Ｙ－０６９ｓ２＋６５０）
ｑ＝２（０６２ｓ２－Ｚ＋７７６）
ｕ＝－２（Ｘ－０３９ｓ３＋３７５７）
ｖ＝－２（Ｙ＋０６８ｓ３－６５０）
ｗ＝２（０６２ｓ２－Ｚ＋７７６）

则

　　　Ｊ＝

ｍ
ｔ

－２Ｙ
ｔ

ｎ
ｔ

ｌ
ｒ

ｐ
ｒ

ｑ
ｒ

ｕ
ｓ

ｖ
ｓ

ｗ

















ｓ

（２１）

即 Ｊ是该并联机构的雅可比矩阵，当 ｄｅｔ（Ｊ）＝
０时，表明机构位于奇异位，机构丧失一个自由度。
求｜Ｊ｜＝０，经过化简得到

｜Ｊ｜＝ｍ
ｔ

１ －２Ｙ
ｍ

ｎ
ｍ

０ ｑ
ｒ
＋２Ｙｐ
ｍｒ

ｌ
ｒ
－ｎｐ
ｍｒ

０ ｖ
ｓ
＋２Ｙｕ
ｍｓ

ｗ
ｓ
－ｎｕ
ｍｓ

＝０ （２２）

由此得到

ｍｑ＋２Ｙｑ
ｔｒ

＝ｍｗ－ｎｕ
ｍｓ

＝ｍｌ－ｎｑ
ｍｒ

＝ｍｖ＋２Ｙｕ
ｔｓ

（２３）

则 ｑｗ＝ｌｖ，ｐｗ＝ｕｌ，ｐｖ＝ｑｕ，然后代入方程（５）～（７）。
得到当 Ｘ＝Ｙ＝Ｚ＝０时，｜Ｊ｜＝０，也就是静平台的原
点位置时，此时上下平台半径相等，三分支平行，机

构位于奇异位置。由于 Ｚ＝０，所以静平台与动平台
在同一平面。但此位置实际上是机构不能达到的位

置，所以工作空间除边界外内部不存在奇异位置。

５　样机工作空间扫描实验验证

为验证所提出的工作空间解析方法的正确性，

进行了样机工作空间扫描实验。实验所用 ３ ＰＵＵ
并联机器人如图１０所示，并联机器人机械结构参数
与上述理论分析的机器人参数相同。采用 ＦＡＲＯ
公司 激 光 跟 踪 仪 Ｖａｎｔａｇｅ（测 试 精 度 为 （１６＋
０８）μｍ／ｍ）和相应的辅助装夹设备来实时测量动
平台中心的位置。

空间扫描方法具体如下：３ ＰＵＵ机器人在手
动模式下，选定一个 Ｚ平面进行扫描，扫描的轨迹
为先从（Ｘ，Ｙ）＝（０，０）的点开始，Ｘ单轴运动到负极
限位置，再将 Ｙ轴单轴在 Ｘ、Ｚ坐标固定的条件下从
负极限运动到正极限位置，激光跟踪仪以 Ｙ轴运动
５ｍｍ为一个步长，记录一个点的坐标位置。当 Ｙ轴

图 １０　测试设备现场图

Ｆｉｇ．１０　Ｓｃｅｎｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｅｓｔｅｑｕｉｐｍｅｎｔ
　
运动到正极限位置后，Ｘ坐标增加 １０ｍｍ，再重复上
述 Ｙ轴操作，完成整个 Ｚ平面的扫描。测试现场图
如图１０所示。由于难以对机器人完整的工作空间
进行直接对比，为了验证理论计算的结果，任意选取

２个 Ｚ切面来进行平面比较，比较理论计算和实验
测试得到的空间切面是否相同，验证理论结果的正

确性。由理论分析结果可知，工作空间上下两部分

的切面形状存在较大的差异，所以在上下两部分分

别选取２个平面进行验证，一个平面为 Ｚ＝７５０ｍｍ
所对应的平面；另一个平面为 Ｚ＝１０００ｍｍ所对应
的平面；将理论分析空间切面和实验测试空间切面

的数据放一起对比，如图１１、１２所示。

图 １１　Ｚ＝７５０ｍｍ理论和测试数据对比

Ｆｉｇ．１１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｏｒｙａｎｄｔｅｓｔｄａｔａｏｆ

Ｚ＝７５０ｍｍｐｌａｎｅ

图 １２　Ｚ＝１０００ｍｍ理论和测试数据对比

Ｆｉｇ．１２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｏｒｙａｎｄｔｅｓｔｄａｔａｏｆ

Ｚ＝１０００ｍｍｐｌａｎｅ
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如图１１、１２所示，２个切面的大小、形状基本一
致。为了证明理论和实际测试数据吻合，以每个测

试边界点为圆心画圆，使每个圆与理论数据曲线相

切，记录每个圆的半径。以测试点的 Ｘ轴坐标为横
坐标，以对应圆的半径为纵坐标，作出理论与测试数

据分析图，如图１３所示。
由图１３可知，２个平面的误差范围绝对值最大

为３３３７ｍｍ，都小于５ｍｍ，即小于一个步长。考虑
到测试数据由于机器人安装误差、控制器运动控制

误差和测试误差的细微影响，上述误差在允许范围

内，可以证明理论和实际测试数据吻合，理论分析结

果正确。

６　结论

（１）建立 Ｔｒｉｐｏｄ并联机器人运动学模型，并得
出了机器人运动学正逆解。

（２）在正逆解的基础上，提出了一种 Ｔｒｉｐｏｄ并
联机器人工作空间解析方法：通过分析曲面扫略范

围结合机械结构形位约束得到工作空间包络曲面的

数学模表达，从而根据曲面表达式建立工作空间重

要尺寸参数和机械结构参数之间的数学关系，从而

获得了精确的机器人三维工作空间表达式，解决了

常用数值分析法所不能解决的问题。

（３）考虑了虎克铰的限制，并做了理论分析，得
出分析所得工作空间满足虎克铰的限制；并做了空

　　

图 １３　Ｚ＝１０００ｍｍ与 Ｚ＝７５０ｍｍ平面误差

Ｆｉｇ．１３　ＥｒｒｏｒａｎａｌｙｓｉｓｏｆｄａｔａｏｆＺ＝１０００ｍｍａｎｄ

Ｚ＝７５０ｍｍｐｌａｎｅ
　
间奇异性分析，没有奇异点出现。

（４）最后，用实验测试的空间三维扫描数据和
理论计算工作空间进行对比，结果一致，证明了所提

出的工作空间解析方法的正确性，从而为机器人工

作空间计算、机械结构参数设计等提供了理论依据。
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