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车用永磁同步电机稳定性分析
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摘要：采用多参数统一方法，将永磁同步电机数学模型中多个参数变化的特性综合到两个参数的变化上，给出了平

衡点的稳定性判别条件，推导了平衡点产生 Ｈｏｐｆ分岔及叉形分岔的条件。仿真分析了永磁同步电机的平衡点随

这两个参数变化的规律，得到了平衡点的叉形分岔点以及亚临界 Ｈｏｐｆ分岔点。分析得到了永磁同步电机中的不

同动力学现象，解释了不同动力学现象产生的机理。
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　　引言

在各 种 车 用 驱 动 电 机 中，永 磁 同 步 电 机

（ＰＭＳＭ）是重要的发展方向之一。ＰＭＳＭ既具有交

流电动机运行可靠的优点又具有直流电动机调速性

能好的优点，且无需励磁绕组，具有体积小、效率高、

高转矩密度及高功率密度等优点
［１］
，非常适用于车

辆驱动领域
［２］
。ＰＭＳＭ是多变量强耦合的非线性系



统
［３－５］

，将其应用于电动汽车中时，由于受到温度、

噪声等因素影响，ＰＭＳＭ的参数并不是固定不变的，
各项参数会在某个区间内变化，这就可能造成转速

或转矩的剧烈振荡、控制性能不稳定以及不规则的

电磁噪声等有害现象，影响 ＰＭＳＭ在汽车中的正常
使用，因此在设计 ＰＭＳＭ时需要研究参数波动对电
机稳定性的影响。在分析参数波动对电机的稳定性

影响时采用的动态分析方法有时域仿真法、小信号

分析法和非线性理论相关分析法等，如文献［６］应
用时域分析方法分析了 ＰＭＳＭ调速系统的动、静态
性能。文献［７－８］建立了 ＰＭＳＭ系统的小信号模
型，通过线性理论中状态转移矩阵特征根判别法分

析了参数对电机局部稳定性的影响。文献［９－１１］
应用非线性动力学相关理论研究了 ＰＭＳＭ的不稳
定动力学行为及其控制问题等。通过非线性理论判

断参数变化对 ＰＭＳＭ稳定性影响的文献相对较少，
本文将应用非线性动力学相关理论分析 ＰＭＳＭ模
型在不同参数下的动力学行为。

本文采用多参数统一方法
［１２］
，将 ＰＭＳＭ模型中

多个参数变化的特性综合到两个参数的变化上，推

导 ＰＭＳＭ平衡点的稳定性条件以及分岔条件，应用
Ｍａｔｌａｂ软件仿真分析平衡点的分岔行为，通过单参
数分岔图分析平衡点随单个参数变化的规律。通过

数值仿真分析永磁同步电机在不同参数下的动力学

行为，并通过分析对应参数下平衡点的数目、平衡点

的稳定性、初始条件以及 Ｐｏｉｎｃａｒé截面图揭示
ＰＭＳＭ产生相应动力学行为的机理。通过分析参数
对 ＰＭＳＭ稳定性的影响，为 ＰＭＳＭ的设计提供参
考。

１　永磁同步电机数学模型

目前所研究的 ＰＭＳＭ数学模型为三维自治系
统

［１１］

ｄｉｄ
ｄｔ
＝（ｕｄ－Ｒ１ｉｄ＋ωＬｑｉｑ）／Ｌｄ

ｄｉｑ
ｄｔ
＝（ｕｑ－Ｒ１ｉｑ－ωＬｄｉｄ＋ωψｆ）／Ｌｑ

ｄω
ｄｔ
＝［ｎｐψｆｉｑ＋ｎｐ（Ｌｄ－Ｌｑ）ｉｄｉｑ－ＴＬ－βω］













 ／Ｊ

（１）
式中　ｉｄ———ｄ轴定子电流

ｉｑ———ｑ轴定子电流

ω———转子机械角速度
ｕｄ———ｄ轴电压　　ｕｑ———ｑ轴电压
ＴＬ———外部转矩　　Ｌｄ———ｄ轴电感
Ｌｑ———ｑ轴电感　　ψｆ———永久磁通

Ｒ１———定子电阻

β———粘性阻尼系数
Ｊ———转动惯量
ｎｐ———极对数

直接对 ＰＭＳＭ动态模型进行分析相对复杂，一
般通过仿射变换及时间尺度变换等将 ＰＭＳＭ系统
转换为无量纲模型

［１１］

ｄ槇ｉｄ

ｄ槇ｔ
＝－
Ｌｑ
Ｌｄ

槇ｉｄ＋槇ω槇ｉｑ＋槇ｕｄ

ｄ槇ｉｑ

ｄ槇ｔ
＝－槇ｉｑ－槇ω槇ｉｄ＋ 槇γω＋槇ｕｑ

ｄ槇ω

ｄ槇ｔ
＝σ（槇ｉｑ－槇ω）＋ε槇ｉｄ槇ｉｑ－槇Ｔ















 Ｌ

（２）

其中　γ＝
ｎｐψ

２
ｆ

Ｒ１β
　σ＝

Ｌｑβ
Ｒ１Ｊ
　 槇ｕｑ＝

ｎｐＬｑψｆｕｑ
Ｒ２１β

槇ｕｄ＝
ｎｐＬｑψｆｕｄ
Ｒ２１β

　ε＝
Ｌｑβ

２
（Ｌｄ－Ｌｑ）
ＬｄＪｎｐψ

２
ｆ

　 槇ＴＬ＝
Ｌ２ｑＴＬ
Ｒ２１Ｊ

对于均匀气隙的 ＰＭＳＭ，有 Ｌｄ＝Ｌｑ。为研究

ＰＭＳＭ本体的固有特性，令其输入 槇ｕｄ＝０，槇ｕｑ＝０，

槇ＴＬ＝０，则式（２）变为

ｄ槇ｉｄ

ｄ槇ｔ
＝－槇ｉｄ＋槇ω槇ｉｑ

ｄ槇ｉｑ

ｄ槇ｔ
＝－槇ｉｑ－槇ω槇ｉｄ＋ 槇γω

ｄ槇ω

ｄ槇ｔ
＝σ（槇ｉｑ－槇ω















 ）

（３）

式（３）中仅有 γ、σ两个参数，但每一个参数都
代表了实际 ＰＭＳＭ中的多个参数，在对式（３）分析
时可以将式中的两个参数作为互不影响的独立参数

分析，得出稳定区域。将实际 ＰＭＳＭ的参数无量纲
化后代入，即可判断实际 ＰＭＳＭ模型中单个或多个
参数同时变化时 ＰＭＳＭ能否稳定运行。例如，若判

断 Ｌｑ对电机性能的影响，得到 Ｌｑ＝
Ｒ１Ｊ
β
σ，在其它参

数不变情况下，通过研究 σ对电机的影响即可得到
Ｌｑ对电机性能的影响。

２　平衡点稳定性及分岔行为分析

２１　平衡点稳定性分析

当 ＰＭＳＭ在稳态情况时，式（３）的平衡点（槇ｉｄ０，

槇ｉｑ０，槇ω０）存在关系
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－槇ｉｄ０＋槇ω０
槇ｉｑ０＝０

－槇ｉｑ０－槇ω０
槇ｉｄ０＋ 槇γω０＝０

σ（槇ｉｑ０－槇ω０）










＝０



槇ｉｄ０＝槇ω
２
０

槇ｉｑ０＝槇ω０

槇ω０（槇ω
２
０－γ＋１）










＝０

可知：当 γ＞１时，式（３）存在 ３个平衡点，分别为

（０，０，０），（γ－１， γ槡 －１， γ槡 －１），（γ－１，

－ γ槡 －１，－ γ槡 －１）；当 γ≤１时，式（３）仅存在 １
个平衡点（０，０，０）。

平衡点处的局部稳定性可以通过动力系统特征

方程的特征值来描述，当特征值全为负或出现复根

时，复根的实部为负，则平衡点是稳定的。系统的特

征方程可以表示为 ｄｅｔ（λＩ－Ｊ）＝０，其中 λ为特征
值，Ｉ为单位矩阵，Ｊ为平衡点处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩
阵

［１３］
。对于维数较高的系统，直接计算特征方程的

特征根以判断系统的平衡点的稳定性相对复杂，一

般采用 Ｒｏｕｔｈ Ｈｕｒｗｉｔｚ准则进行判断。
式（３）平衡点的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵为

Ｊ＝

－１ 槇ω０ 槇ｉｑ０

－槇ω０ －１ －槇ｉｄ０＋γ

０ σ －













σ

为了便于计算，根据 槇ｉｄ０、
槇ｉｑ０、槇ω０的关系，将式（３）的平

衡点表示为（槇ω２０，槇ω０，槇ω０）并代入特征方程 ｄｅｔ（λＩ－
Ｊ）＝０得

λ３＋（σ＋２）λ２＋（１＋ 槇σω２０－σγ＋槇ω
２
０＋

２σ）λ＋３ 槇σω２０－σγ＋σ＝０ （４）
根据 Ｒｏｕｔｈ Ｈｕｒｗｉｔｚ准则，平衡点局部稳定的

条件为

σ＞－２

３ 槇σω２０－γσ＋σ＞０

（σ＋２）（１＋ 槇σω２０－σγ＋槇ω
２
０＋２σ）－

　（３槇ω２０＋γ－１）σ













＞０

（５）

２２　平衡点的分岔分析
平衡点失稳将会导致不同形式的分岔，故推导

平衡点产生 Ｈｏｐｆ分岔的条件，Ｈｏｐｆ分岔是平衡点
失稳常见的动态分岔现象。系统产生 Ｈｏｐｆ分岔的
条件为

［１３－１５］

Ｒｅ（λ）｜ｃ＝ｃ０＝０

Ｉｍ（λ）｜ｃ＝ｃ０≠０

ｄ
ｄｃ
Ｒｅ（λ）｜ｃ＝ｃ０≠









 ０

（６）

其中，ｃ０是系统发生 Ｈｏｐｆ分岔时 ｃ的关键值。
若式（４）中存在一个纯虚数的非零特征根 λ＝

ｎｊ且 ｎ≠０，可得

－ｎ３ｊ－（σ＋２）ｎ２＋（１＋ 槇σω２０－σγ＋槇ω
２
０＋

２σ）ｎｊ＋３ 槇σω２０－σγ＋σ＝０
将实部和虚部分离得

ｎ２＝１＋ 槇σω２０－σγ＋槇ω
２
０＋２σ

ｎ２＝（３ 槇σω２０－σγ＋σ）／（σ＋２{ ）

可得平衡点发生 Ｈｏｐｆ分岔的必要条件为
σ＋２＞０

１＋ 槇σω２０－σγ＋槇ω
２
０＋２σ＞０

（－σ２－２）ω２０＋（γ－２）σ
２＋（γ－４）σ

{
－２＝０

另外，当 γ＞１时，式（３）存在 ３个平衡点，特征
根有１个为正，当 γ＜１时，式（３）仅存在 １个平衡
点，且 ３个特征根都满足 Ｒｅ（λ）＜０，可以判断
式（３）在 γ＝１处 发 生 了 叉 形 分 岔 （ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ
ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ）。

２３　平衡点的分岔图

通过 Ｍａｔｌａｂ软件数值模拟平衡点随参数变化
的双参数分岔图和单参数分岔图。

参数（γ，σ）平面的分岔图如图 １所示，图中
ｓｕｂＨ曲线表示亚临界 Ｈｏｐｆ分岔曲线，ＢＰ表示叉形
分岔曲线，ｓｕｂＨ曲线和 ＢＰ分岔线将参数平面分为
３个区域，通过分析知区域 Ａ内存在 １个稳定的平
衡点。当这个稳定的平衡点穿越 ＢＰ曲线进入区域
Ｂ后失稳，并且产生２个新的稳定平衡点，故参数区
域 Ｂ内存在 ２个稳定平衡点和 １个不稳定平衡点，
当参数区域 Ｂ内的平衡点穿越 ｓｕｂＨ曲线进入区域
Ｃ时，２个稳定的平衡点失稳，故参数区域 Ｃ内存在
３个不稳定平衡点。

图 １　γ σ平面上的分岔图

Ｆｉｇ．１　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓｅｔｓｏｆγ σ
　
令参数 σ＝１０并将参数 γ作为分岔参数，可得

式（３）的平衡点曲线如图 ２所示，图中实线代表稳
定的平衡点，虚线代表不稳定的平衡点，ＢＰ代表叉
形分岔点，分岔参数为 γ＝１，ｓｕｂＨ１、ｓｕｂＨ２表示亚
临界 Ｈｏｐｆ分岔点（分岔参数为 γ＝１７５），ＬＰＣ１、
ＬＰＣ２分别表示亚临界 Ｈｏｐｆ分岔点 ｓｕｂＨ１和 ｓｕｂＨ２
分岔所产生的不稳定极限环。可见随着参数γ的增
加，稳定的平衡点 Ｅ１在 ＢＰ处由于发生叉形分岔失
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图 ２　平衡点的单参数分岔曲线

Ｆｉｇ．２　Ｓｉｎｇｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ
　
稳变为不稳定平衡点 Ｅ′１，并产生 ２个新的稳定平衡
点 Ｅ２、Ｅ３，在 ｓｕｂＨ１、ｓｕｂＨ２处稳定平衡点 Ｅ２、Ｅ３由
于发生亚临界 Ｈｏｐｆ分岔而失稳。

３　ＰＭＳＭ动力学行为仿真

当平衡点的稳定性及个数发生改变时，ＰＭＳＭ
会展现出不同的动力学行为，根据式（３），通过数值
仿真分析参数 γ变化时，ＰＭＳＭ的不同动力学行为。

令参数 σ＝１０，γ＝０５，该组参数在图 １中的区
域 Ａ内，可知 ＰＭＳＭ此时仅具有 １个稳定的平衡点

（０，０，０），将初始值设为 槇ｉｄ＝２０Ａ，槇ｉｑ＝１Ａ，槇ω＝
１ｒａｄ／ｓ。通过仿真得到的相图以及时间历程图如
图３所示，由于此时仅存在１个稳定的平衡点，随着
时间的推移，ＰＭＳＭ运行轨迹最终将稳定在平衡点
（０，０，０），可见在这组参数下 ＰＭＳＭ可以稳定运行。

图 ３　σ＝１０，γ＝０５时 ＰＭＳＭ的相图和时间历程

Ｆｉｇ．３　ＰｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓａｎｄｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒＰＭＳＭａｔ

σ＝１０ａｎｄγ＝０５
　

令参数 σ＝１０，γ＝１０，该组参数在图 １区域 Ｂ
内，式（３）此时存在 ２个稳定的平衡点 Ｅ２（９，３，３）、
Ｅ３（９，－３，－３）以及１个不稳定平衡点 Ｅ′１（０，０，０），
图４中标出了２个稳定的平衡点 Ｅ２、Ｅ３以及不稳定

平衡点 Ｅ′１。通过仿真分析可知，将初始值选为 槇ｉｄ＝

２０Ａ，槇ｉｑ＝３Ａ，槇ω＝３ｒａｄ／ｓ时，ＰＭＳＭ轨迹稳定于平衡

点 Ｅ３，将初始值选为 槇ｉｄ＝２０Ａ，槇ｉｑ＝－３Ａ，槇ω＝３ｒａｄ／ｓ
时，ＰＭＳＭ轨迹将稳定平衡点 Ｅ２，可知在这组参数
下，ＰＭＳＭ是可以稳定运行的，但最终沿平衡点 Ｅ２
还是 Ｅ３运动与初始值有关。

图 ４　σ＝１０，γ＝１０时 ＰＭＳＭ的相图

Ｆｉｇ．４　ＰｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｆｏｒＰＭＳＭａｔσ＝１０ａｎｄγ＝１０
　
将参数选为 σ＝１０，γ＝１６时，该组参数在图 １

区域 Ｂ内，此时式（３）仍然具有 ２个稳定的平衡点

和１个不稳定的平衡点。将初始值取为 槇ｉｄ＝２０Ａ，

槇ｉｑ＝３８７Ａ，槇ω＝３８７ｒａｄ／ｓ时，ＰＭＳＭ会出现混沌行
为，如图５ａ所示。图５ｂ为相应的时间历程，可见此
时 ＰＭＳＭ的轨迹受混沌吸引子的吸引进入混沌状
态而失稳。在不改变参数的条件下，当初始值取

槇ｉｄ＝１５Ａ，槇ｉｑ＝３８７Ａ，槇ω＝３８７ｒａｄ／ｓ时，对应的相图
如图５ｃ，时间历程图如图 ５ｄ所示，可见 ＰＭＳＭ的轨
迹将会受平衡点 Ｅ２吸引，最终稳定于平衡点 Ｅ２。同
样通过适当选择初始条件 ＰＭＳＭ可以稳定于平衡
点 Ｅ３。可见在这组参数下平衡点存在局部稳定的
区域，同时出现了混沌吸引子，永磁同步电机会出现

不稳定运行的情况。

图 ５　σ＝１０，γ＝１６时 ＰＭＳＭ的相图和时间历程图

Ｆｉｇ．５　ＰｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓａｎｄｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｍａｐｆｏｒＰＭＳＭ

ａｔσ＝１０ａｎｄγ＝１６
　
将参数选为 σ＝１０，γ＝２０时，该组参数在图 １

区域 Ｃ内，此时式（３）的 ３个平衡点都为不稳定平

衡点，选择初始值为 槇ｉｄ＝１５Ａ，槇ｉｑ＝３Ａ，槇ω＝３ｒａｄ／ｓ，
通过此时的相图与时间历程图（图 ６）可知，ＰＭＳＭ
由于受混沌吸引子影响而失稳。

通过以上仿真分析可以看出，随着参数 γ的改
变，ＰＭＳＭ的平衡点将发生超临界叉形分岔［１６］

、亚

临界 Ｈｏｐｆ分岔等现象，导致平衡点的个数及稳定性
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图 ６　σ＝１０，γ＝２０时 ＰＭＳＭ的相图和时间历程

Ｆｉｇ．６　ＰｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓａｎｄｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｆｏｒＰＭＳＭ

ａｔσ＝１０ａｎｄγ＝２０
　
发生改变，进而影响了 ＰＭＳＭ的动力学行为。在
图１中，当参数选择在区域 Ａ内时，ＰＭＳＭ可以稳定
运行，选择在 Ｂ区域时运行情况受初始条件影响，
选择在区域 Ｃ内时，ＰＭＳＭ将出现混沌等不稳定现
象。

为研究参数 σ＝１０固定不变，参数 γ在 ０～２０
内变化时的 ＰＭＳＭ的全局动力学现象，将初始值取

槇ｉｄ＝１０Ａ，槇ｉｑ＝０１Ａ，槇ω＝０１ｒａｄ／ｓ，并以 槇ｉｄ＝０Ａ为
截面得到 ＰＭＳＭ的转速随参数 γ变化的 Ｐｏｉｎｃａｒé分
岔图如图７所示。由图 ７可知，在 ０＜γ＜１的参数
区域内，ＰＭＳＭ最终稳定于平衡点 Ｅ１，在 １＜γ＜２１
的区域，ＰＭＳＭ最终稳定于平衡点 Ｅ３，在 ２１＜γ＜
５４的区域，ＰＭＳＭ最终稳定于平衡点 Ｅ２，在 ５４＜
γ＜１５的区域，ＰＭＳＭ最终稳定于平衡点Ｅ３，在１５＜
γ＜１７５的区域内，ＰＭＳＭ平衡点局部是稳定的（见
图２），但存在混沌吸引子，即若参数选择在此区域
ＰＭＳＭ容易失稳。当 γ＞１７５时，此时 ＰＭＳＭ没有
稳定平衡点，不能稳定运行。可见相同的初始条件

　　

图 ７　ＰＭＳＭ转速随参数 γ变化的 Ｐｏｉｎｃａｒé分岔图

Ｆｉｇ．７　Ｐｏｉｎｃａｒéｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆ槇ωｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏγ
　
下，ＰＭＳＭ的运行状态会随着参数的改变发生改变，
且存在不稳定区域。

４　结论

（１）通过多参数统一法将 ＰＭＳＭ数学模型中多
参数变化的特性综合到两个参数的变化上，应用分

岔理论等研究了 ＰＭＳＭ的动力学行为随这两个参
数的变化规律。因为这两个参数包含实际 ＰＭＳＭ
模型中的所有参数，故可以通过分析这两个参数探

讨实际 ＰＭＳＭ模型中单个参数或多个参数同时变
化时的动力学特征。

（２）当 ＰＭＳＭ模型的参数选择在有且仅有 １个
稳定平衡点区域时，ＰＭＳＭ可以稳定运行；当参数选
择在有 ２个稳定平衡点区域时，ＰＭＳＭ的最终运行
状态受初始值的影响，且如果此时存在混沌吸引子，

ＰＭＳＭ可能会失稳；当参数选择在无稳定平衡点的
区域时，ＰＭＳＭ不能稳定运行。

（３）为确保 ＰＭＳＭ的稳定运行，在 ＰＭＳＭ设计
时，参数应选择在有且仅有１个稳定平衡点的区域。
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