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摘要：为了使得机床误差建模与补偿过程紧密联系，同时避免雅可比矩阵繁琐的计算，提出一种基于微分变化构造

法的机床几何误差补偿方法。根据坐标系微分变化矩阵建立机床几何误差模型。基于机床正向运动链顺序建立

各个运动轴微分变化矩阵，结合各个运动轴几何误差对应的微分运动矢量计算得到运动轴几何误差对刀具精度影

响，相加得到刀具坐标下的综合微分变化矩阵，通过机床正向运动学模型将刀具综合误差转换到工作台坐标系下

得到机床刀具位置误差。采用微分变化构造法提取各个运动轴微分变化矩阵相应子矩阵构造得到机床雅可比矩

阵，计算刀具坐标系综合误差对应运动轴补偿量得到机床补偿加工代码，微分变化构造法无需额外计算，且重新使

用建模过程建立的矩阵。在北京精雕 Ｃａｒｖｅｒ８００Ｔ加工中心进行实验，补偿后工件总误差降低了 ３０％左右，验证了

基于微分变化构造法的几何误差补偿方法的有效性。
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Ｊａｃｏｂｉａｎｍａｔｒｉｘ

　　引言

随着制造业的快速发展，机床在工业发展中起

到的作用越来越明显，同时对机床精度的要求也越

来越高。几何误差是影响机床精度的主要误差源之

一
［１］
，对几何误差进行建模和补偿是提高机床精度

经济有效的措施之一
［２］
。目前，基于多体理论采用

齐次变换矩阵对几何误差进行表示是数控机床几何

误差建模常用方法之一，该方法通过机床拓扑结构

建立各个部件局部坐标系，根据多体系统理论建立

相应的齐次变换矩阵，通过矩阵相乘得到机床综合

几何误差模型
［３－５］

。ＪＵＮＧ等［６］
通过多体理论对机

床误差项影响进行分析，并通过多项式表示误差项，

建立数控机床参数化误差模型，为机床误差补偿提

供了基础。指数积理论在数控机床几何误差建模中

也得到了应用，ＦＵ等［７－８］
采用旋量对机床各个部件

误差项进行表达，结合机床详细的拓扑结构通过旋

转指数积矩阵相乘建立机床综合指数积误差模型。

文献［９－１０］在建立的几何误差模型基础上采用相
应的 误 差 补 偿 方 法 来 提 高 机 床 加 工 精 度。

ＮＯＪＥＤＥＨ等［１１］
通过对机床工作空间进行网格划

分，采用三次样条插值得到工作空间网格的综合误

差值，采用递归循环方法进行补偿。ＰＥＮＧ等［１２］
采

用全微分方法通过机床后处理程序实现几何误差补

偿，全微分方法避免了反向运动学求解的繁琐计算。

在误差补偿方法中，机床雅可比矩阵是常用的计算

机床补偿量的手段
［１３］
。ＬＥＩ等［１４］

依据机床正向运

动学方程采用偏微分计算方法得到机床雅可比矩

阵，然后得到机床运动轴进给量微变化与机床综合

误差之间的关系。ＭＩＲ等［１５］
结合刚体齐次变换矩

阵的传输矩阵建立了机床灵敏雅可比矩阵，对机床

进行灵敏度分析。在此基础上，ＧＩＶＩ等［１６］
采用建

立的机床雅可比矩阵对机床综合几何误差进行补

偿，结合 Ｇａｕｓｓ Ｎｅｗｔｏｎ方法保证补偿精度。
传统的雅可比矩阵计算方法需要采用偏微分，

而且存在奇异性问题。另外，在误差补偿过程中建

立雅可比矩阵时大多方法与建模过程脱节，增加了

整个过程的计算量。在机器人学中，雅可比矩阵的

建立方法主要有矢量积分法和微分变化构造法。其

中微分变化构造法与各个部件的运动齐次变换矩阵

密切相关，应用于机床几何误差建模与补偿中可使

建模与补偿紧密联系。本文提出一种基于微分变化

构造法的数控机床几何误差补偿方法，通过微分变

化构造法得到机床雅可比矩阵来实现补偿。首先介

绍机床微分变化矩阵和微分变化构造法，其次根据

机床微分变化矩阵建立几何误差模型，接着采用微

分变化构造法建立雅可比矩阵实现误差补偿，最后

通过工件加工实验来验证提出的补偿方法的正确

性。

１　微分变化构造法

１１　坐标系的微分变化
刚体或坐标系的微分运动包括微分平移矢量和

微分旋转矢量。微分平移由坐标系在３个坐标轴方
向上的微分移动组成，可表示为 δ；微分旋转由绕
３个坐标轴的微分转动组成，可表示为 ε。微分平移
矢量和微分旋转矢量分别表示为

δ＝（δｘ，δｙ，δｚ）

ε＝（εｘ，εｙ，εｚ{ ）
（１）

则坐标系的微分运动矢量可表示为

Ｄ＝
δ[ ]ε （２）

２个坐标系微分运动矢量的转换关系可以通过
一个６×６的矩阵表示，这个矩阵可称为坐标系的微
分变化矩阵。微分变化矩阵通过２个坐标系之间的
齐次变换矩阵建立。如果坐标系 ａ相对于坐标系 ｂ
的齐次变换矩阵为

Ｔｂａ＝
Ｒ Ｐ
Ｏ[ ]１ ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １

（３）

则２个坐标系之间的微分变化矩阵［１７］
表示为

Ｃａｂ＝

ｎｘ ｎｙ ｎｚ （ｐ×ｎ）ｘ （ｐ×ｎ）ｙ （ｐ×ｎ）ｚ
ｏｘ ｏｙ ｏｚ （ｐ×ｏ）ｘ （ｐ×ｏ）ｙ （ｐ×ｏ）ｚ
ａｘ ａｙ ａｚ （ｐ×ａ）ｘ （ｐ×ａ）ｙ （ｐ×ａ）ｚ
０ ０ ０ ｎｘ ｎｙ ｎｚ
０ ０ ０ ｏｘ ｏｙ ｏｚ
０ ０ ０ ａｘ ａｙ ａ





















ｚ

＝

ＲＴ －ＲＴ（Ｐ×）

Ｏ３×３ Ｒ[ ]Ｔ （４）
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式中　Ｃａｂ———坐标系 ｂ相对于坐标系 ａ的微分变化
矩阵

（Ｐ×）———向量 Ｐ的反对称矩阵
Ｏ———零矩阵

则２个坐标系微分运动矢量的坐标变换为

Ｄｂ＝Ｃ
ａ
ｂＤａ

即 δｂ
ε[ ]
ｂ

＝
ＲＴ －ＲＴ（Ｐ×）

Ｏ３×３ Ｒ[ ]Ｔ

δａ
ε[ ]
ａ

（５）

式（５）描述了坐标系 ａ的微分运动矢量在坐标系 ｂ
上的表示形式，同时也可表示坐标系 ａ的微分运动
对坐标系 ｂ造成的影响。
１２　雅可比矩阵的微分变化构造法

构造雅可比矩阵的方法有矢量积分法和微分变

化法，雅可比矩阵可看成各个坐标系微分运动转换

的线性关系，即

Ｄ＝Ｊ（ｑ）ｄｑ （６）
ｎ个自由度机器人的雅可比矩阵为 ６×ｎ阶矩阵，前
３行为位置雅可比矩阵，表示微分平移运动的传递，
后３行为姿态雅可比矩阵，表示微分旋转运动的传递。

δｎ
ε[ ]
ｎ

＝［Ｊ１　Ｊ２　…　Ｊｎ］

ｄｑ１
ｄｑ２


ｄｑ













ｎ

（７）

采用微分变化法构造雅可比矩阵时，移动关节

提取该关节微分变化矩阵的第 ３列，转动关节提取
相应微分变化矩阵的第６列，相应的表达式为
Ｊｔ＝［ｎｚ　ｏｚ　ａｚ　０　０　０］

Ｔ

Ｊｒ＝［（ｐ×ｎ）ｚ　（ｐ×ｏ）ｚ　（ｐ×ａ）ｚ　ｎｚ　ｏｚ　ａｚ］{ Ｔ

（８）
机器人在进行运动学建模时，移动关节的运动

方向为本身局部坐标系的 ｚ方向，转动关节转动方
向为本身坐标系的 ｚ方向，所以采用式（７）来构造雅
可比矩阵。当应用到机床误差建模领域时，应当结

合各个部件运动方向来提取相应的列向量构造雅可

比矩阵。

２　机床几何误差模型

坐标系微分变化矩阵可以描述一个坐标系微分

运动对其它坐标系的影响，数控机床每个部件的几

何误差可认为是其本身坐标系的微分运动，则坐标

系微分变化矩阵可以用来得到机床各个部件几何误

差对机床精度的影响，从而建立机床几何误差模型。

下面以ＸＦＹＺ型三轴数控机床为例，详细阐述采用坐
标系微分变化矩阵的机床几何误差建模过程。

２１　机床微分变化矩阵
建立机床微分变化矩阵的基础是得到坐标系之

间的齐次变换矩阵，而机床几何误差建模目的是得

到机床刀具综合误差，所以首先应当根据机床正向

运动链建立刀具与各个坐标系之间的齐次变换矩

阵。ＸＦＹＺ型数控机床的结构如图 １ａ所示，相应的
拓扑结构简图如图 １ｂ所示。机床从工作台到刀具
的开环运动链运动传递顺序为：工作台→Ｘ轴→床
身→Ｙ轴→Ｚ轴→刀具。

图 １　ＸＦＹＺ型数控加工中心结构示意图

Ｆｉｇ．１　ＳｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆＸＦＹＺｍａｃｈｉｎｉｎｇｃｅｎｔｅｒ
　

首先根据多体系统理论将机床各个部件视为刚

体并建立各自局部坐标系，为建立各个部件之间的

运动变换关系奠定基础。Ｘ轴相对于床身坐标系的
齐次变换矩阵、Ｙ轴相对于床身坐标系的齐次变换
矩阵和 Ｚ轴相对于 Ｙ轴坐标系的齐次变换矩阵分
别表示为

ＴＦＸ＝

１ ０ ０ ｘ
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

　ＴＦＹ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ｙ
０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

ＴＹＺ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ｚ













０ ０ ０ １

则相应的床身相对于 Ｘ轴的齐次变换矩阵为
相应矩阵的逆矩阵，表示为

ＴＸＦ＝（Ｔ
Ｆ
Ｘ）

－１
（９）

根据数控机床开环运动链顺序建立刀具相对于

工作台坐标系的齐次变换矩阵为

Ｔｗｔ＝Ｔ
ｗ
ＸＴ

Ｘ
ＦＴ

Ｆ
ＹＴ

Ｙ
ＺＴ

Ｚ
ｔ （１０）

因为数控机床工作台固定在 Ｘ轴上、刀具安装
在 Ｚ轴上，所以 Ｘ轴相对于工作台坐标系的齐次变
换矩阵 ＴｗＸ和刀具相对于 Ｚ轴坐标系的齐次变换矩

阵 ＴＺｔ均为单位矩阵。根据机床开环运动链运动传
递顺序可以得到刀具到其他部件的运动链顺序，从

而得到刀具相对于其他各个部件的齐次变换矩阵为
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ＴＸｔ＝Ｔ
Ｘ
ＦＴ

Ｆ
ＹＴ

Ｙ
ＺＴ

Ｚ
ｔ

ＴＦｔ＝Ｔ
Ｆ
ＹＴ

Ｙ
ＺＴ

Ｚ
ｔ

ＴＹｔ＝Ｔ
Ｙ
ＺＴ

Ｚ
ｔ

ＴＺｔ＝Ｔ













Ｚ
ｔ

（１１）

根据式（４）和式（１１）计算得到各个部件相对于
刀具的微分变化矩阵。三轴数控机床中３个平动轴
相对于刀具的微分变化矩阵分别为

ＣｔＸ＝

１ ０ ０ ０ ｚ －ｙ
０ １ ０ －ｚ ０ －ｘ
０ ０ １ ｙ ｘ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０



















０ ０ ０ ０ ０ １

（１２）

ＣｔＹ＝

１ ０ ０ ０ ｚ ０
０ １ ０ －ｚ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０



















０ ０ ０ ０ ０ １

（１３）

ＣｔＺ＝

１ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０



















０ ０ ０ ０ ０ １

（１４）

２２　误差建模
三轴数控机床存在２１项几何误差项，包括每个

平动轴的６项基本误差和平动轴之间的３项垂直度
误差

［７］
。图２所示为 Ｘ轴 ６项基本几何误差，图 ３

所示为三轴数控机床垂直度误差分布。其中 δｉｊ表
示 ｊ轴在 ｉ方向上的线性误差，εｉｊ表示 ｊ轴在 ｉ方向
上的角度误差，Ｓｍｎ表示 ｍ轴和 ｎ轴之间的垂直度误
差。

图 ２　Ｘ轴 ６项基本几何误差

Ｆｉｇ．２　ＳｉｘｂａｓｉｃｇｅｏｍｅｔｒｙｅｒｒｏｒｓｏｆＸａｘｉｓ

每个运动轴的６项基本几何误差作为轴的微分
运动，其中线性误差作为微分平移运动，角度误差相

图 ３　三轴数控机床垂直度误差分布图

Ｆｉｇ．３　Ｓｑｕａｒｅｎｅｓｓｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｒｅｅａｘｉｓｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌ
　
当于微分旋转运动，则相应的微分平移矢量、微分旋

转矢量和微分运动矢量表示为

δｉ＝（δｘｉ，δｙｉ，δｚｉ）

εｉ＝（εｘｉ，εｙｉ，εｚｉ）

Ｄｉ＝
δｉ
ε[ ]













ｉ

（１５）

垂直度误差是机床几何误差项的重要组成部

分，在误差建模过程中垂直度误差可视为相应轴的

对应角度误差的一部分
［１８］
。那么垂直度误差 Ｓｘｙ可

视为 Ｘ轴 ｚ方向角度误差一部分，垂直度误差 Ｓｘｚ可
视为 Ｚ轴 ｙ方向角度误差中的固定值，Ｓｙｚ可视为 Ｚ
轴 ｘ方向角度误差，所以 Ｙ轴和 Ｚ轴的微分运动矢
量可表示为

ＤＹ＝（δｘｙ，δｙｙ，δｚｙ，εｘｙ，εｙｙ，εｚｙ）

ＤＺ＝（δｘｚ，δｙｚ，δｚｚ，εｘｚ＋Ｓｙｚ，εｙｚ＋Ｓｘｚ，εｚｚ{ ）
（１６）

将机床视为开环运动链时，参考坐标系建立在

工作台上，Ｘ轴位于机床床身和工作台之间，几何误
差项方向与测量时定义方向相反，所以 Ｘ轴的微分
运动矢量为

ＤＸ＝（－δｘｘ，－δｙｘ，－δｚｘ，－εｘｘ，－εｙｘ，－（εｚｘ＋Ｓｘｙ））

（１７）
数控机床床身和工作台不存在几何误差，所以

床身和工作台的几何误差矢量可以表示为

ＤＦ＝Ｄｗ＝（０，０，０，０，０，０） （１８）
由各个运动轴相对于刀具的微分变化矩阵可以

计算得到各个运动轴本身几何误差在刀具坐标系下

相应的微分运动矢量。将式（１７）和式（１２）代入
式（５）可得到Ｘ轴几何误差项对刀具坐标系的影响为

ＤｔＸ＝Ｃ
ｔ
Ｘ·ＤＸ＝

ｙ（Ｓｘｙ＋εｚｘ）－δｘｘ－ｚεｙｘ
ｘ（Ｓｘｙ＋εｚｘ）－δｙｘ＋ｚεｘｘ
－δｚｘ－ｙεｘｘ－ｘεｙｘ

－εｘｘ
－εｙｘ

－Ｓｘｙ－ε





















ｚｘ

（１９）
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同样地，可计算得到 Ｙ轴和 Ｚ轴几何误差项在
刀具坐标系下相应的微分运动矢量

ＤｔＹ＝Ｃ
ｔ
Ｙ·ＤＹ＝

δｘｙ＋ｚεｙｙ
δｙｙ－ｚεｘｙ
δｚｙ
εｘｙ
εｙｙ
ε





















ｚｙ

（２０）

ＤｔＺ＝Ｃ
ｔ
Ｚ·ＤＺ＝

δｘｚ
δｙｚ
δｚｚ

Ｓｙｚ＋εｘｚ
Ｓｘｚ＋εｙｚ
ε





















ｚｚ

（２１）

将各个运动轴几何误差项在刀具坐标系下的微

分运动矢量相加得到刀具坐标系下机床综合几何误

差，相应的微分运动矢量为

Ｄｔｔ＝ ∑
ｉ＝Ｆ，Ｙ，Ｘ，Ｚ

Ｄｔｉ＝Ｄ
ｔ
Ｘ＋Ｄ

ｔ
Ｙ＋Ｄ

ｔ
Ｚ＋Ｄ

ｔ
Ｆ （２２）

其中，Ｄｔｔ表示刀具在自身坐标系系的综合微分运动
矢量，包含了各个运动轴几何误差对刀具位姿的影

响。

为了得到刀具相对于工作台坐标系的综合几何

误差，将刀具在自身坐标系下的综合微分运动矢量

变换到工作台坐标系下。采用的方法是将刀具综合

微分运动矢量转换为综合误差变换矩阵，再根据机

床正向运动学得到机床综合误差变换矩阵。

机床综合误差矩阵为机床实际齐次变换矩阵减

去理想齐次变换矩阵，表示为

ｄＴｗｔ＝ｒＴ
ｗ
ｔ－ｄＴ

ｗ
ｔ＝ｄＴ

ｗ
ｔ·ΔＴｔ （２３）

式中　ｄＴｗｔ———机床刀具相对于工作坐标系的误差
变换矩阵

ｄＴ
ｗ
ｔ———机床正向运动链的理想变换矩阵

ΔＴｔ———刀具在其本身坐标系下的误差矩
阵，由刀具综合微分运动矢量转换

得到

如果刀具综合微分矢量表示形式为

Ｄｔｔ＝（δｘｔ，δｙｔ，δｚｔ，εｘｔ，εｙｔ，εｚｔ）
则刀具在本身坐标系下的误差矩阵为

ΔＴｔ＝

０ －εｚｔ εｙｔ δｘｔ
εｚｔ ０ －εｘｔ δｙｔ
－εｙｔ εｘｔ ０ δｚｔ













０ ０ ０ ０

（２４）

结合式（２１）得到机床综合误差变换矩阵，在工
作台坐标系下的综合误差可表示为

［Ｐｅ ０］＝［ｐｅｘ ｐｅｙ ｐｅｚ０］
Ｔ＝ｄＴｗｔ·［０ ０ ０ １］

Ｔ

［Ｏｅ ０］＝［ｏｅｘ ｏｅｙ ｏｅｚ０］
Ｔ＝ｄＴｗｔ·［０ ０ １ ０］{ Ｔ

（２５）
式中　Ｐｅ———刀具位置误差

Ｏｅ———刀具姿态误差
因为三轴数控机床只有平动轴而没有旋转轴，

刀具姿态误差无法进行补偿，这里不进行考虑。三

轴数控机床综合误差模型即为刀具综合位置误差。

采用小角度近似假设并忽略二阶及高阶项误差后，

ＸＦＹＺ型三轴数控机床的几何误差模型为
ｐｅｘ＝ｙＳｘｙ－δｘｘ＋δｘｙ＋δｘｚ－ｚεｙｘ＋ｚεｙｙ＋ｙεｚｘ
ｐｅｙ＝ｘＳｘｙ－δｙｘ＋δｙｙ＋δｙｚ＋ｚεｘｘ－ｚεｘｙ＋ｘεｚｘ
ｐｅｚ＝－δｚｘ＋δｚｙ＋δｚｚ－ｙεｘｘ－ｘε

{
ｙｘ

（２６）

３　基于微分变化构造法的机床误差补偿方法

雅可比矩阵是机床几何误差补偿的常用手段之

一，传统求解方法是根据机床正向运动学进行偏微

分计算，计算繁琐。另外，传统误差补偿方法是针对

刀具相对于工作台的综合误差，这使得误差建模过

程与补偿过程的关联性不大，误差补偿只是根据误

差模型的计算结果进行相应补偿量的计算。而微分

变化构造法在建立雅可比矩阵过程中需要各个部件

的微分变化矩阵，从而使得误差建模过程中建立的

各个部件相对于刀具的微分变化矩阵在误差补偿过

程中重新使用，且无需额外的计算。同时，构造的雅

可比矩阵可针对刀具坐标系下的综合微分变化矢量

进行补偿。

３１　雅可比矩阵构造
三轴数控机床的雅可比矩阵为６×３阶矩阵，雅

可比矩阵表示末端执行器速度与各个部件速度之间

的线性关系，为

δｔ
ε[ ]
ｔ

＝［ＪＸ　ＪＹ　ＪＺ］
ｄｘ
ｄｙ
ｄ









ｚ

（２７）

式中，ＪＸ、ＪＹ和 ＪＺ为 Ｘ轴、Ｙ轴和 Ｚ轴的雅可比子矩
阵。在机器人运动学建模过程中坐标系定义规定移

动关节平移方向为本身坐标系 ｚ方向，转动关节转
动方向为本身坐标系 ｚ方向，所以提取相应雅可比
子矩阵时提取相应微分变化矩阵 ｚ方向上的平移或
旋转列向量。在对机床进行建模时，各个部件的局

部坐标系定义与机器人中的方法不同，各个局部坐

标系的坐标轴方向与机床相应运动轴运动方向相平

行。另外，各个运动轴在初始位置时，局部坐标系原

点位置与参考坐标系原点位置相同。因而三轴数控
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机床中 Ｘ轴运动方向即为其局部坐标系 ｘ方向，所
以采用微分变化构造法时应提取 Ｘ轴微分变化矩
阵 ｘ方向的平动列向量，即第 １列。同样地，Ｙ轴对
应的雅可比子矩阵为其微分变化矩阵的第 ２列，Ｚ
轴雅可比子矩阵为其微分变化矩阵的第３列。由此
机床雅可比矩阵表示为

Ｊｔ＝

ＣｔＸ·［１０００００］
Ｔ

ＣｔＹ·［０１００００］
Ｔ

ＣｔＺ·［００１０００］











Ｔ

Ｔ

（２８）

由于误差建模过程中已经建立各个运动轴的微

分变化矩阵，雅可比矩阵的构造过程无需额外计算，

从而可降低补偿过程中的计算量。

３２　补偿代码计算
式（２８）中用来构造雅可比矩阵的各个运动轴

微分变化矩阵均是相对于刀具坐标系建立的，所以

建立雅可比矩阵应当补偿刀具坐标系下的综合微分

运动矢量。因为雅可比矩阵不是方阵，故采用

ｐｓｅｕｄｏｉｎｖｅｒｓｅ伪逆技术求解逆矩阵。刀具坐标系
下综合微分运动相应的各个运动轴修正量为

［ｄｘ ｄｙ ｄｚ］Ｔ＝（ＪＴｔ·Ｊｔ）
－１ＪＴｔ·Ｄ

ｔ
ｔ （２９）

各个运动轴理想运动量减去相应的修正量得到

补偿后运动轴运动量，表示为

［ｘ′ ｙ′ ｚ′］Ｔ＝［ｘ ｙ ｚ］Ｔ－［ｄｘ ｄｙ ｄｚ］Ｔ

（３０）

图 ５　Ｘ轴 ６项基本误差

Ｆｉｇ．５　ＳｉｘｂａｓｉｃｅｒｒｏｒｓｏｆＸａｘｉｓ

在整个机床几何误差建模补偿过程中，首先

根据机床运动链顺序得到各个运动轴相对于刀

具的微分变化矩阵，然后将各个运动轴几何误差

的微分运动矢量转换到刀具坐标系下得到综合

微分运动矢量，结合机床正向运动学齐次变换矩

阵可以得到工作台坐标系下的刀具位置误差和

姿态误差。接着采用微分变化构造法利用误差

建模过程中的微分变化矩阵得到机床雅可比矩

阵，以减少计算量，实现误差补偿。基于微分变

化构造法的几何误差补偿方法可以应用于不同

类型的数控机床。

４　实验验证

在北京精雕 Ｃａｒｖｅｒ８００Ｔ加工中心上进行工件
切削实验来验证基于微分变化构造法的几何误差补

偿方法的可行性。Ｃａｒｖｅｒ８００Ｔ加工中心为 ＸＦＹＺ型
机床，机床结构图如图 １ａ所示。采用激光干涉仪
（ＬＤＤＭ型）测量机床 ２１项几何误差。图 ４所示为
激光干涉仪测量现场图。图５为测量得到的 Ｘ轴 ６
项基本几何误差图，图 ６为 Ｙ轴 ６项基本几何误差
图，图７为 Ｚ轴 ６项基本几何误差图。３个垂直度
误差分别为：Ｓｘｙ＝－５７７８μｒａｄ，Ｓｙｚ＝－２９２８μｒａｄ，
Ｓｘｚ＝４８９９μｒａｄ。根据基于微分变化构造法中建立
的误差模型和补偿方法对工件加工代码进行补偿，

然后分别用理想加工代码和补偿加工代码进行实际

切削，并用三坐标测量机对测量的 ２个工件误差进
行比较。具体的实验验证如下。

图 ４　激光干涉仪测量现场图

Ｆｉｇ．４　ＥｒｒｏｒｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｕｓｉｎｇＬＤＤＭ
　
机床加工工件的精度可以反映机床本身的精

度。选择一个碗状 ＮＵＲＢＳ自由曲面进行实验，
图８ａ为曲面形状，尺寸为 ８０ｍｍ×８０ｍｍ，高度为
１３８ｍｍ。图８ｂ为加工工件形状。理想加工路径根
据等残高法采用半径为 ３ｍｍ的球头刀生成。根据
建立的几何误差模型计算加工代码对应的刀具坐标

系下综合微分运动以及工件坐标系下的刀具位置误

差。根据微分变化构造法得到机床雅可比矩阵计算
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图 ６　Ｙ轴 ６项基本误差

Ｆｉｇ．６　ＳｉｘｂａｓｉｃｅｒｒｏｒｓｏｆＹａｘｉｓ
　

图 ７　Ｚ轴 ６项基本误差

Ｆｉｇ．７　ＳｉｘｂａｓｉｃｅｒｒｏｒｓｏｆＺａｘｉｓ
　
每条加工代码对应的补偿代码，从而得到整个工件

的补偿加工代码。

图 ８　加工工件模型

Ｆｉｇ．８　Ｍｏｄｅｌｏｆｗｏｒｋｐｉｅｃｅ
　
分别用理想加工代码和补偿加工代码在机床上

进行工件加工，然后在三坐标测量机上分别测量

２个工件的误差。选择工件自由曲面上均匀分布的
１００个点作为测量点。图 ９所示为工件加工现场
图。图１０所示为三坐标测量机误差测量现场图。
影响工件加工精度的因素有很多，包括机床几何误

差、热误差、切削力误差等，而几何误差只是其中一

部分。另外，加工路径生成策略、刀具磨损、加工环

境等也会影响工件加工精度。而在进行不同的工件

切削实验时很难保证所有的影响因素不变，所以这

里只是通过实验测量工件综合误差来验证提出的误

差补偿方法。图 １１所示为 ２个工件总线性误差比
较图。经过补偿的工件误差小于未补偿工件曲面。

经过补偿后工件总误差大约降低了 ３０％。结果表
明采用补偿代码加工的工件精度高于采用理想代码

加工的工件，所以实验表明基于微分变化构造法的机

图 ９　工件加工现场

Ｆｉｇ．９　Ｐｉｃｔｕｒｅｏｆｗｏｒｋｐｉｅｃｅｍａｃｈｉｎｉｎｇ
　

图 １０　三坐标测量工件误差

Ｆｉｇ．１０　Ｅｒｒｏｒｏｆｗｏｒｋｐｉｅｃｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｕｓｉｎｇｔｈｒｅｅ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ
　
床几何误差补偿方法可以有效地提高数控机床精度。

５　结束语

采用微分变化法构造机床雅可比矩阵来实现数

控机床几何误差补偿，坐标系微分变化矩阵能够得

到２个坐标系微分运动的转换关系，建立的误差模
型可以反映各个运动轴几何误差对机床精度影响，
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图 １１　补偿与未补偿工件总线性误差比较

Ｆｉｇ．１１　Ｔｏｔａｌｅｒｒｏｒｓｏｆｔｗｏｗｏｒｋｐｉｅｃｅｓｗｉｔｈ／ｗｉｔｈｏｕｔ

ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ
　
而且微分变化构造法将误差建模与补偿过程紧密联

系，降低了补偿过程的计算量。首先根据机床正向

运动学建立各个运动轴相对于刀具的微分变化矩

　　

阵，结合各个运动轴几何误差项性质建立相应的微

分运动矢量，然后计算得到各个运动轴几何误差在

刀具坐标系下对应的微分运动矢量，通过简单相加

得到刀具坐标系的综合微分运动矢量。接着根据机

床刀具相对于工作台的齐次运动矩阵将刀具综合微

分运动矢量转换到工作台坐标系得到机床刀具位置

误差。根据各个运动轴的微分变化矩阵采用微分变

化构造法建立机床雅可比矩阵，对刀具坐标系下综

合微分运动矢量进行补偿实现机床几何误差补偿。

最后在北京精雕 Ｃａｒｖｅｒ８００Ｔ加工中心进行工件切
削实验，经过补偿后工件总误差降低了 ３０％左右，
表明提出的几何误差建模和补偿方法可以有效地提

高机床精度。
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