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给定６Ｒ闭链的八杆机构四位置综合
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摘要：在给定 ６Ｒ闭链上添加 ２个 ＲＲ杆形成 ３２种单自由度八杆机构。首先依据扩展布氏曲线理论求出解曲线，

在解曲线上添加 ２个 ＲＲ杆得到了所要综合的八杆机构。由于解曲线上的每一点都可以作为添加 ＲＲ杆的点，因

此可以得到无穷多解。通过把解曲线进行变换可以得到表示无穷多解的解平面，称为解域。根据闭链上添加的两

个 ＲＲ杆是否相关，把解域分为 ２类。采用杆组法对机构进行分类并进行运动分析。根据机构是否能顺序通过给

定闭链的 ４个位置判断机构是否有缺陷，去掉解域中有缺陷的机构就得到了机构的可行解域。在可行解域中，根

据机构的原动件可转动的角度范围，将原动件为曲柄和非曲柄的机构进行区分。解域综合方法可使设计者能更直

观、准确地选择满足要求的机构，提高了设计效率。最后，通过一个八杆机构的综合示例具体说明了该类四位置综

合的过程及结果。
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　　引言

平面四杆机构位置综合问题
［１－４］

已经得到较多

研究，四杆机构及其演化形式在生产实践中也得到

了广泛应用。但是，随着科学技术的发展，机构综合

研究水平的提高，多杆机构的应用研究亦日益增多，

例如，Ｗａｔｔ Ｉａ型六杆转向机构、单自由度的六杆和
八杆机构手指的应用可能性研究

［５－７］
，以及多杆机

构膝关节、折叠床等研究也取得了成果
［８－１０］

。文

献［１１］在３Ｒ开链上添加 ＲＲ杆综合形成单自由度
六杆机构，通过雅可比矩阵行列式值的符号变化以

及运动连续性进行缺陷判断。文献［１２］提出了将
Ｓｔｅｐｈｅｎｓｏｎ Ⅲ型六杆机构分解为四杆机构和一个
Ⅱ级杆组，然后求解其运动区域的方法。文献［１３］
在给定４Ｒ开链上添加３个 ＲＲ杆，综合生成八杆机
构，采用机架转换的方法对机构进行运动分析，通过

保持 二 杆 组 叉 积 符 号 不 变 进 行 缺 陷 判 断。

ＳＯＮＡＷＡＬＥ等［１４］
研究了给定 ６Ｒ闭链的八杆机构

五位置综合的问题。但是，五位置综合得到的是有

限的机构解，设计者的选择具有局限性，有时得不到

所需要的解。本文区别于文献［１４］，研究给定 ６Ｒ
闭链的八杆机构四位置综合问题，四位置综合可以

得到无穷多解，为设计者提供更多选择。在给定 ６Ｒ
闭链上添加２个 ＲＲ杆，综合生成 ３２种单自由度的
八杆机构，与给定 ３Ｒ开链的六杆机构的四位置综
合相比，得到的机构种类更多。八杆机构与六杆机

构、四杆机构相比能实现更多的运动功能。如，可以

给定机架的位置或多个连杆以及连架杆的运动（包

括速度、加速度等）。本文在四杆、六杆和部分八杆

机构解域综合方法的基础上，提出给定 ６Ｒ闭链的
八杆机构四位置综合问题的解域综合方法，完善多

杆机构的解域综合方法，为该类机构的应用提供一

个可行的综合方法，为设计者设计新产品提供更广

阔的机构选择平台。

１　八杆机构构成

图１为 ６Ｒ闭链，Ｍ为执行件。要得到单自由
度的八杆机构，需要在闭链上添加 ２个 ＲＲ杆。本
文参照文献［１４］添加构件，得到３２种八杆机构。

图 １　６Ｒ闭链

Ｆｉｇ．１　６Ｒｌｏｏｐ
　

依次添加２个 ＲＲ杆，第 ２个添加杆与第 １个
添加杆不相关时形成 １７种八杆机构，如图 ２所示；
第２个添加杆与第 １个添加杆相关时得到 １５种八
杆机构，如图３所示。

因此，在闭链上添加２个构件共得到３２种八杆
机构。

图 ２　添加 ２个不相关构件的八杆机构

Ｆｉｇ．２　Ｌｉｎｋａｇｅｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙａｄｄｉｎｇｔｗｏｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ＲＲｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｔｏｔｈｅ６Ｒｌｏｏｐ
　

２　解域构成

本文给定 ６Ｒ闭链的 ４个位置，参照文献［１１］
综合生成２个 ＲＲ添加杆，采用解曲线分段方法建
立解域。解域建立具体步骤为：

（１）计算添加杆上铰链点所在的解曲线
根据给定闭链上各构件的４个位置计算得到添

加杆７上铰链点 ａ所在的解曲线 ａｂ ａ，如图 ４所
示。设铰链点 ａ的 ｘ坐标为已知量，令 ｘ以一定步
长依次取值，得到关于 ｙ的三次方程，根据求根公
式，得到相应的解，点（ｘ，ｙ）即为解曲线 ａｂ ａ上的
点，把这些点用直线连接便得到了解曲线 ａｂ ａ。
根据解曲线方程的定义及推导过程，同时得到了添
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图 ３　添加 ２个相关构件的八杆机构

Ｆｉｇ．３　Ｌｉｎｋａｇｅｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙａｄｄｉｎｇａｓｅｑｕｅｎｃｅ

ｏｆｔｗｏＲＲｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｔｏ６Ｒｌｏｏｐ
　
加杆７上铰链点 ｂ所在的解曲线 ａｂ ｂ。同理，可以
得到添加杆８上铰链点 ｃ、ｄ所在的解曲线 ｃｄ ｃ和
ｃｄ ｄ，如图４所示。

图 ４　解曲线

Ｆｉｇ．４　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ
　
（２）计算解曲线上可行区段，并对其进行分段
如果解曲线 ａｂ ａ上的点在铰链点 ａ的限定范

围内，并且与该点对应的解曲线 ａｂ ｂ上的点也在
其限定范围内，那么该点为可行点。首先根据铰链

点 ａ、ｂ的限定范围计算得到解曲线 ａｂ ａ及 ａｂ ｂ
可行区段，然后把可行区段进行分段，具体见文

献［６］。同样，计算解曲线 ｃｄ ｃ和 ｃｄ ｄ上的可行
区段，并对其进行分段。由于解曲线 ａｂ ａ（ｃｄ ｃ）
上的点与解曲线 ａｂ ｂ（ｃｄ ｄ）上的点一一对应，所
以，以下仅对解曲线 ａｂ ａ和 ｃｄ ｃ进行讨论。

（３）建立解域
把解曲线 ａｂ ａ和 ｃｄ ｃ上的可行区段首先按

照区段排列，然后将各个区段内所有点的 ｘ坐标按
从小到大的顺序依次排列分别向横、纵坐标轴映射，

建立解域。因此，解域内的每一点的横纵坐标值分

别代表铰链点 ａ、ｃ的 ｘ坐标，根据第一步内容得到
相应 ｙ的坐标与该点对应的铰链点 ｂ、ｄ的位置坐
标。也就是说解域内每一点都代表添加的 ２个构
件，即选取解域内每一点都可以得到一个八杆机构。

（４）解域分类
对于添加２个不相关构件的八杆机构，如图 ２ａ

所示，计算得到的解曲线 ａｂ ａ与解曲线 ｃｄ ｃ不
相关，对于解域内任意一点（ａｘ，ｃｘ），其横纵坐标值
相互独立，如图５ａ所示。对于添加２个相关构件的
八杆机构，如图 ３ａ所示，计算得到的解曲线 ｃｄ ｃ
与解曲线 ａｂ ａ相关。解域内任意一个横坐标 ａｘ对
应一条直线ｘ＝ａｘ，该直线为铰链点ａ对应的解曲线
ｃｄ ｃ上可行区段内所有点的 ｘ坐标向 ｙ轴映射所
得，如图 ５ｂ所示。在该解域内，对于任意一点
（ａｘ，ｃｘ），纵坐标的值 ｃｘ依赖于横坐标 ａｘ。因此，根
据闭链上添加的２个构件是否相关，把解域分为２类。

图 ５　解域示意图

Ｆｉｇ．５　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ
　

３　运动分析方法与缺陷判别

３１　运动分析方法
任何平面机构都可以分解为原动件、基本杆组

和机架３部分。自由度 Ｆ＝０且不能再分的运动链
（构件组）称为基本杆组。本文中所有八杆机构均

以构件１为原动件，构件 ６为机架。在机构运动分
析过程中，根据机构所含基本杆组类型把３２种机构
分为３种类型，如图２和图３所示，蓝色框内机构共
有４种，每种机构包含３个二杆组，把此种机构称为
Ⅰ类八杆机构；绿色框内的机构共有８种，每种机构
包含１个四杆组和 １个二杆组，把此种机构称为Ⅱ
类八杆机构，红色框内机构共有 ２０种，每种机构包
含１个六杆组，把此种机构称为Ⅲ类八杆机构。本
文中涉及到的基本杆组包括二杆组、四杆组和六杆

组，如图６所示。

４８３ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１６年



图 ６　综合机构中包含的基本杆组

Ｆｉｇ．６　Ａｓｓｕｒｇｒｏｕｐｓｃｏｎｔａｉｎｅｄｉｎｓｙｎｔｈｅｔｉｃｌｉｎｋａｇｅｓ
　
杆组具有运动确定性，即杆组的外副若与运动

已知的构件相连接，则杆组中每一构件的运动都是

确定的。本文基于杆组法对机构进行运动分析。将

基本杆组的位置分析过程编为子程序，在对机构进

行运动分析时，直接调用该子程序。Ⅰ、Ⅱ类八杆机
构包含多个杆组，对机构运动分析时首先调用与机

架、原动件相连接的杆组，求得该杆组中所有内铰链

的位置坐标，再根据其他杆组外铰链点的已知性依

次调用。对于Ⅲ类八杆机构，直接调用六杆组子程
序即可求得机构中所有铰链点的位置坐标。二杆组

的位置分析可直接调用已编好的子程序
［１５］
。根据

型转化法
［１５－１６］

，复杂杆组可以转化为多个简单的构

件或二杆组。因此，本文通过多次调用二杆组的标

准程序对四杆组和六杆组进行位置分析。图７所示
为２个基本杆组的型转化过程，图 ７ａ中 Ａ、Ｂ、Ｃ是
与原动件或者机架相连的外铰链点，用实心圆表示，

解除外铰链点 Ａ，把铰链点 Ｄ虚拟为已知，于是杆组
就分解成了如图７ｂ所示的简单杆组，依次调用二杆
组的子程序解得图 ７ａ所示杆组的各个铰链点的位
置，最后根据误差情况修正铰链点 Ｄ的虚拟位置坐
标。图７ｃ、７ｄ为一个六杆组的型转化过程。同理，
　　

可求得其他复杂杆组的内铰链点的位置坐标，详见

文献［１７－１８］。

图 ７　基本杆组型转化过程

Ｆｉｇ．７　ＴｙｐｅｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆＡｓｓｕｒｇｒｏｕｐｓ
　
３２　缺陷判别

以图８所示的八杆机构为例。首先对其进行位
置分析，得到位置分析方程和雅可比矩阵。由图 ８
得到矢量方程

ｌｏｐ＋ｌｐｑ＋ｌｑｒ－ｌｅｎ－ｌｎｒ－ｌｏｅ＝０ （１）
ｌｏａ＋ｌａｂ－ｌｏｅ－ｌｅｎ－ｌｎｂ＝０ （２）
ｌｏｃ＋ｌｃｄ－ｌｏｅ－ｌｅｄ＝０ （３）

将式（１）～（３）分别向 ｘ、ｙ坐标轴投影，得
ｌ１ｃｏｓθ１＋ｌ２ｃｏｓθ２＋ｌ３ｃｏｓθ３－ｌ５ｃｏｓθ５－ｌ４ｃｏｓθ４－ｌｏｅｘ＝０

（４）
ｌ１ｓｉｎθ１＋ｌ２ｓｉｎθ２＋ｌ３ｓｉｎθ３－ｌ５ｓｉｎθ５－ｌ４ｓｉｎθ４－ｌｏｅｙ＝０

（５）
ｌ６ｃｏｓ（θ１－α１）－ｌ８ｃｏｓ（θ４＋β）－ｌ５ｃｏｓθ５＋ｌ７ｃｏｓθ６－

ｌｏｅｘ＝０ （６）
ｌ６ｓｉｎ（θ１－α１）－ｌ８ｓｉｎ（θ４＋β）－ｌ５ｓｉｎθ５＋ｌ７ｓｉｎθ６－

ｌｏｅｙ＝０ （７）
ｌ９ｃｏｓ（θ１－α２）－ｌ１１ｃｏｓ（θ５＋γ）＋ｌ１０ｃｏｓθ７－ｌｏｅｘ＝０

（８）
ｌ９ｓｉｎ（θ１－α２）－ｌ１１ｓｉｎ（θ５＋γ）＋ｌ１０ｓｉｎθ７－ｌｏｅｙ＝０

（９）
其中 ｌｏｅｘ＝ｅｘ－ｏｘ　ｌｏｅｙ＝ｅｙ－ｏｙ
式中　ｏ（ｏｘ，ｏｙ）、ｅ（ｅｘ，ｅｙ）———机构的固定铰链点及

其坐标

将式（４）～（９）分别对 θ２、θ３、θ４、θ５、θ６、θ７求导，
得到雅可比矩阵行列式

｜Ａ｜＝

－ｌ２ｓｉｎθ２ －ｌ３ｓｉｎθ３ ｌ４ｓｉｎθ４ ｌ５ｓｉｎθ５ ０ ０

ｌ２ｃｏｓθ２ ｌ３ｃｏｓθ３ －ｌ４ｃｏｓθ４ －ｌ５ｃｏｓθ５ ０ ０

０ ０ ｌ８ｓｉｎ（θ４＋β） ｌ５ｓｉｎθ５ －ｌ７ｓｉｎθ６ ０

０ ０ －ｌ８ｃｏｓ（θ４＋β） －ｌ５ｃｏｓθ５ ｌ７ｃｏｓθ６ ０

０ ０ ０ ｌ１１ｓｉｎ（θ５＋γ） ０ －ｌ１０ｓｉｎθ７
０ ０ ０ －ｌ１１ｃｏｓ（θ５＋γ） ０ ｌ１０ｃｏｓθ７

（１０）

　　整理式（１０），得
｜Ａ｜＝ｌ２ｌ３ｌ７ｌ８ｌ１０ｌ１１ｓｉｎ（θ２－θ３）·
ｓｉｎ（β＋θ４－θ６）ｓｉｎ（γ＋θ５－θ７） （１１）

当｜Ａ｜＝０时，机构处于奇异位形。所以，如果
机构在运动过程中存在奇异位形，那么该机构存在

缺陷。本文中，机构缺陷判断的过程为：
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图 ８　八杆机构示意图

Ｆｉｇ．８　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｏｒｅｉｇｈｔｂａｒｌｉｎｋａｇｅ
　
（１）计算给定 ４个位置的雅可比矩阵行列式，

得到｜Ａ１｜、｜Ａ２｜、｜Ａ３｜、｜Ａ４｜。｜Ａｉ｜（ｉ＝１，２，３，４）的
符号如果不相同，机构存在运动缺陷；如果相同，则

需要根据下一步运动连续性进一步判断机构是否存

在运动缺陷。

（２）机构输入角度从第 １位置开始以一定的步
长连续取值，如果机构在到达给定第２个位置之前，
｜Ａ｜的符号发生变化，则机构存在缺陷。如果机构
在第１位置到第 ２位置运动过程中，｜Ａ｜的符号不
变，但是当机构输入角度等于给定第 ２位置输入角
度时，机构实际到达的位置与给定位置不同，则机构

也存在缺陷。同样，可以判断机构从第 ２位置到第
３位置以及从第３位置到第４位置的缺陷情况。

如果机构从第１位置到第４位置不存在运动缺
陷，则该机构为可行机构。在可行机构中，如果机构

原动件可转动角度范围为 ３６０°，把该机构标注为原
动件为曲柄的八杆机构；如果机构原动件可转动角

度范围未满３６０°，把该机构标注为原动件为非曲柄
的八杆机构。对解域内所有的八杆机构进行上述缺

陷判别，即可得到可行解域。

４　综合示例

综合如图８所示的八杆机构类型。已知 ６Ｒ闭
链的４个位置参数如表 １所示，铰链点 ａ、ｂ、ｃ、ｄ的
坐标限定范围如表２所示，图 ９为表 １、表 ２给定参
数的示意图。表１中 Ｌ为杆长，Ｐｉ表示机构所处的
第 ｉ个位置。表２中 Ａｉ、Ｂｉ、Ｃｉ、Ｄｉ（ｉ＝１，２）分别表示
图９中限定框 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ左下角和右上角坐标。杆
ａｂ上铰链点 ａ、ｂ的位置坐标和杆 ｃｄ上铰链点 ｃ、ｄ
的位置坐标为综合示例待求参数。

根据表１给定参数，按照第２节综合方法，综合
生成添加杆 ７，得到如图 １０所示解曲线 ａｂ ａ与
ａｂ ｂ，同样，综合生成杆 ８时，得到如图 １１所示解
曲线ｃｄ ｃ与ｃｄ ｄ。根据表２铰链点的限定范围，计
算得到解曲线 ａｂ ａ的有效区段 ａⅠ∈［０２，１１４］、
ａⅡ∈［４１６，７０６］。同样，计算得到解曲线ｃｄ ｃ的
有效区段ｃⅠ∈［４５８，４９８］、ｃⅡ∈［１８８，４９８］，分

表 １　给定闭链的 ４个位置参数

Ｔａｂ．１　Ｆｏｕｒｐｏｓｉｔｉｏｎａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ６Ｒｌｏｏｐ

参数
杆件

ｏｐ ｐｑ ｑｒ ｒｎ ｎｅ

Ｌ／ｍｍ １５０ ３０８ ２１５ １１２ １８０

Ｐ１／（°） ９０ ３５８ ３３８２ ６３４ ５６３

Ｐ２／（°） １２０ ３６２ ３５１２ ７４４ ７１７

Ｐ３／（°） １５０ ３８１ ６７ ７９５ ８８０

Ｐ４／（°） １８０ ４１６ ２２３ ８０６ １０２４

表 ２　铰链点 ａ，ｂ，ｃ，ｄ的限定范围

Ｔａｂ．２　Ｒａｎｇｅｓｏｆｊｏｉｎｔｓａ，ｂ，ｃ，ｄ

Ａ１ Ｂ１ Ｃ１ Ｄ１
（０，０） （１５０，１００） （－８０，－１０） （２００，３０）

Ａ２ Ｂ２ Ｃ２ Ｄ２
（８０，１４０） （４００，３２０） （２００，１４０） （４００，３４０）

图 ９　给定闭链的 ４个位置

Ｆｉｇ．９　Ｆｏｕｒｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｆ６Ｒｌｏｏｐ
　

图 １０　解曲线 ａｂ ａ和 ａｂ ｂ

Ｆｉｇ．１０　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆａｂ ａａｎｄａｂ ｂ
　

别将解曲线 ａｂ ａ和 ｃｄ ｃ上的有效区段Ⅰ、Ⅱ向
横纵坐标轴投影，建立解域。根据第 ３节对解域内
机构进行运动缺陷判别，由于图 ８所示八杆机构由
３个二杆组构成，所以可以通过保持二杆组叉积符
号不变进行缺陷分析。

最终，得到图１２所示的解域图。选取解域内每
一点都可以得到一个八杆机构。在解域内任取点

Ｋ１（１００，４４８），可得与之对应的机构，如图 １３ａ所
示，取点 Ｋ２（５０２，４０８），可得如图 １３ｂ所示的对应
机构。点Ｋ１、Ｋ２对应的铰链点ａ、ｂ、ｃ、ｄ如表３所示。
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图 １１　解曲线 ｃｄ ｃ和 ｃｄ ｄ

Ｆｉｇ．１１　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｃｄ ｃａｎｄｃｄ ｄ

　

图 １２　解域图

Ｆｉｇ．１２　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ
　

图 １３　综合得到的机构

Ｆｉｇ．１３　Ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｌｉｎｋａｇｅｓ

表 ３　Ｋ１、Ｋ２对应的铰链点参数

Ｔａｂ．３　ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｊｏｉｎｔｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏＫ１ａｎｄＫ２

铰链点 Ｋ１ Ｋ２
ａ （１００，９５９１８） （５０２，７５７６５）

ｂ （１６７１０２，１６９５１０） （３７１２４２，１５９８９２）

ｃ （４４８，６３４０１） （４０８，５０７２８）

ｄ （３６１８３０，１３１９３１） （３６１６７２，１０７１３４）

　　本文的研究内容为应用基础理论与方法的研究。
这些理论和方法的研究成果解决了给定闭链运动的

八杆机构的设计问题，因此，可应用于已知如图１所
示的闭链上一个构件或者多个构件的若干位置及其

他构件杆长和角度设计一个横向和纵向运动范围较

大，机架位置也给定的八杆机构。例如，折叠床（主要

给定构件３和构件４的４个位置、其他构件杆长及角
度可以给定，也可以计算得到）、振动筛（主要给定构

件３的４个位置、其他构件杆长及角度）以及给定平
面四自由度４Ｒ机械手机构的４个位置用单自由度八
杆机构实现的设计问题。此外，还有一些潜在的其他

应用场合。随着八杆机构的设计理论与方法的日益

成熟，该类机构将在某些工程中的机构设计问题中得

到推广和应用。本文重点研究普遍适用的设计理论

与方法，没有给出具体应用实例。

５　结论

（１）通过对此类综合所得的构型进行分析，得
到了 ３２种八杆机构构型（全部八杆机构构型共有
１５３种）。

（２）通过对３２种机构构型进行分析，给出了全
部机构解域的建立方法和建立过程，并得到了全部

解域共分成２类的结论。
（３）给出了杆组构型分类方法。综合出的３２种

八杆机构共含有 ２种四杆组和 ７种六杆组（见图６，
１５３种八杆机构中共含有１０种六杆组）。同时，引入
了高级杆组降级为二级杆组的迭代位置分析方法，对

各类杆组都只调用二级杆组的求解程序，完成了对机

构进行位置分析和缺陷判定的自动求解过程。

（４）对各种构型，在其运动分析自动完成的基
础上，仍先根据雅可比矩阵对给定四位置点进行分

支与回路缺陷判定。去除雅可比矩阵行列式值变号

的部分，对保留部分进行运动分析检查，直至得到可

行域，并根据构型有无曲柄对可行域分类。

（５）给出的机构综合示例表明，本文给出的方
法是行之有效的。所编制的给定闭链４个位置的八
杆机构综合程序具有通用性，易于掌握。上述结果

补充和完善了八杆机构的综合理论与方法，对机构

的综合及应用研究具有一定的推进作用。
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