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基于解域的四位置空间 ＲＣＣＣ机构综合

曹　阳　韩建友
（北京科技大学机械工程学院，北京 １０００８３）

摘要：将 Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ理论从平面及球面拓展到一般空间领域，给出了空间 ＲＣＣＣ机构的一种综合方法。一般情况

下，综合 ＲＣＣＣ机构最多能给定连杆的 ３个位置。而 ４Ｃ机构的四位置综合可以得到无穷多解，因此可先建立 ４Ｃ

机构无穷多解的解域，再在解域中找到主动杆与机架间 Ｃ副无滑动位移的点作为 Ｒ副，从而得到 ＲＣ连架杆，最终

获得 ＲＣＣＣ机构。具体方法为：首先根据给定的 ４个位置的姿态角求解出满足要求的解曲线，并根据解曲线建立

球面 ４Ｒ机构解域。其次在球面 ４Ｒ机构解域上选取一点作为 ＲＣＣＣ机构运动副轴线方向的矢量，再与给定的 ４个

位置的空间坐标结合求解出满足要求的解直线，进而根据解直线建立空间 ４Ｃ机构的解域。最后在空间 ４Ｃ机构的

解域图中找到通过 ４个位置时主动杆与机架间 Ｃ副无滑动位移的点作为 Ｒ副，构成满足要求的空间 ＲＣＣＣ机构。

本文最后通过给出的数值示例证明了该方法的正确性和有效性。
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　　引言

平面四杆机构和球面四杆机构在现实生活中已

得到广泛的应用，而空间 ＲＣＣＣ四杆机构也受到越
来越多学者的关注

［１－２］
。由于 ＲＣＣＣ机构可以衍生

出平面四杆机构、球面四杆机构和各种不含球面副

的空间四杆机构，因此对 ＲＣＣＣ机构位置综合问题
进行研究，不仅具有实际应用价值，而且也有理论意

义
［２］
。ＲＣＣＣ机构作空间运动的构件，可实现空间

给定的几个位置，且比多自由度的机器人机构具有

稳定性好、可靠性高、节省成本等优势。Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ
理论指出，任意２个圆心曲线点（或圆点曲线点）可
以产生１组满足导引要求的四杆机构。由于球面机
构圆心曲线（或圆点曲线）计算的复杂性和选取的

盲目性，加州大学埃尔湾分校 Ｒｏｂｏｔｉｃ和 Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ
实验室在综合软件 ＳｐｈｉｎｘＰＣ中提出了“类型图”的
方法

［３］
。ＭＣＣＡＲＴＨＹ等［４－６］

对 Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ问题进行
了扩展，使其应用于球面四杆机构五位置问题。相

比于五位置综合问题，四位置综合问题的难点在于

如何在无穷多满足给定四位置要求的机构中选出无

缺陷的机构。对此，韩建友等
［７－１２］

在解决平面四杆

机构和球面四杆机构的四位置综合问题时提出了解

域综合方法，运用该方法能够在解域上方便地选择

满足要求的机构。同时，在多杆机构位置综合方向，

韩建友等
［１３－１４］

给出了平面多杆机构四位置综合的

解域综合方法，该方法是通过先给定 １个开链的 ４
个位置，求出满足要求的全部解曲线，再根据解曲线

建立１个空间解域，最终综合出符合要求的机构。
此外，ＣＨＩＡＮＧ［１５］对球面机构的综合问题进行了较
全面的论述。ＬＡＲＯＣＨＥＬＬＥ等［１６］

对空间 ＣＣ杆组
的五位置问题进行了分析。ＬＡＲＯＣＨＥＬＬＥ等［１７－１８］

对４Ｃ机构多于五位置刚体导引机构的综合问题进
行 了 研 究，并 得 到 了 近 似 解。 在 这 之 后

ＬＡＲＯＣＨＥＬＬＥ［１９］进一步对４Ｃ机构的连杆运动曲线
进行分析，并给出了视窗分析界面。ＢＡＩ等［２０］

对

４Ｃ机构的五位置问题提出了半图解综合法，通过该
方法可以得到符合要求的稳健机构解。

本文将平面和球面的四位置解域综合方法扩展

应用于空间 ＲＣＣＣ机构的四位置综合问题。所提出
的综合方法具体步骤为：首先根据 ４个给定位置的
姿态角，推导球面布氏曲线的表达式（即解曲线）；

运用解曲线建立解域
［９］
；然后在解域上选取无缺陷

的点，从而得到两组方向矢量，再通过得到的方向矢

量和给定的空间 ４个位置推导得到综合 ４Ｃ机构的
解直线；运用解直线建立 ４Ｃ机构的解域；在解域图
中分析空间４Ｃ机构的主动杆与机架间 Ｃ副在通过

４个位置时滑动位移是否为零来判断运动副的性质，如
果为零即可选为Ｒ副，最终可以得到ＲＣＣＣ机构。

１　四位置综合方法

１１　ＣＣ杆组几何参数表示及相应公式推导
ＣＣ杆组的空间运动可以表示为平移和转动的

合成。空间 ＣＣ杆组（图 １）有两组约束条件，即第
一位置到第 ｍ位置的夹角 α不变和第一位置到第
ｍ位置的杆长 ｈ不变。这样在构成机构时可以推导
出２ｎ个方程（ｎ＝ｍ－１）。

图 １　ＣＣ杆组位移与转角示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅ

ｏｆＣＣｄｙａｄ
　
图１中直线 Ｌ１和 Ｌ２表示 ＣＣ杆组运动副的 ２

条轴线。矢量 ｕ０表示初始位置直线 Ｌ２的方向，矢
量 ｕｊ表示第 ｉ位置直线 Ｌ２的方向（ｉ＝ｊ＋１），矢量 ｖ
表示直线Ｌ１的方向。矢量 ｎ０和 ｎｊ分别表示初始位
置和第 ｉ位置直线 Ｌ１与 Ｌ２间公垂线的方向，ｈ表示
公垂线的长度，Ｐ１、Ｐ２分别表示初始位置直线 Ｌ１、Ｌ２
与公垂线的交点，Ｐ１ｊ、Ｐ２ｊ分别表示第 ｉ位置直线 Ｌ１、
Ｌ２与公垂线的交点。θ表示从初始位置到第 ｉ位置
Ｃ副转过的角度，ｓｊ－ｓ０表示从初始位置到第 ｉ位置
Ｃ副的滑动位移。

方向矢量 ｕ０与方向矢量 ｖ之间的夹角在运动
过程中保持不变，可以得到定交错角方程

ｕＴｊｖ＝ｕ
Ｔ
０ｖ≡ｃｏｓα　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （１）

其中 ｎ＝ｍ－１，ｕｊ是第 ｉ＋１个位置的方向向量，可

以通过一个刚体转动矩阵 Ｃｊ
［８］
左乘 ｕ０得到

ｕｊ＝Ｃｊｕ０　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （２）
将式（２）代入式（１），有

ｕＴ０（Ｃ
Ｔ
ｊ－Ｉ）ｖ＝０　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （３）

根据运动过程中杆长不变的条件，有
［２０］

ｕＴ０（ＴｊＣｊ）
Ｔｖ＋ｕＴ０（Ｃ

Ｔ
ｊ－Ｉ）ｖ＋ｕ

Ｔ
０（Ｃ

Ｔ
ｊ－Ｉ）ｖ＝０

（ｊ＝１，２，…，ｎ） （４）

式中　ｕ０、ｖ———方向矢量 ｕ０、ｖ对原点的矩

Ｔｊ是关于空间位置点 ｐｊ的反对称矩阵
［２０］
，即

Ｔｊ＝

０ －（ｐｊ）ｚ （ｐｊ）ｙ
（ｐｊ）ｚ ０ －（ｐｊ）ｘ
－（ｐｊ）ｙ （ｐｊ）ｘ











０

（５）
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向量 ｕ０与ｕ０垂直，ｖ与 ｖ垂直，所以有

ｕＴ０ｕ０＝０

ｖＴｖ{ ＝０
（６）

方向矢量 ｕ０、ｖ的模为１，即

‖ｕ０‖
２＝１

‖ｖ‖２{ ＝１
（７）

对于四位置问题（ｎ＝３），由式（３）、（４）、（６）、
（７）可以组成 １０个方程，其中式（３）是基于单位向
量的一组方程，用来确定 ４个运动副轴线的方向。
式（４）是关于单位向量和其矩向量的一组方程，用
来确定４个运动副轴线在空间的实际位置，本文称
之为矩方程。

１２　空间４Ｃ机构运动副轴线方向矢量的确定
空间４Ｃ机构中 ４个 Ｃ副含有 ４个方向矢量，

在综合过程中，可以先把 ４个方向矢量交于一点进
行综合，其方法与球面 ４Ｒ机构综合方法类似，简述
如下：

令 ｂｊ＝（Ｃｊ－Ｉ）ｕ０，式（３）可写成

ｂＴｊｖ＝０　（ｊ＝１，２，３） （８）

令 Ｂ＝［ｂＴ１ ｂＴ２ ｂＴ３］
Ｔ
，则有

Ｂｖ＝Ｏ （９）
式中　Ｏ———零矩阵

因为 ｖ为非零向量，所以 Ｂ的行列式｜Ｂ｜的值
为零。展开行列式得到一个关于 ｘｃ、ｙｃ、ｚｃ的空间三
次曲面方程，其形式为

Ｈ１ｘ
３
ｃ＋Ｈ２ｙ

３
ｃ＋Ｈ３ｚ

３
ｃ＋Ｈ４ｘ

２
ｃｙｃ＋Ｈ５ｘ

２
ｃｚｃ＋Ｈ６ｙ

２
ｃ＋

Ｈ７ｘｃｚ
２
ｃ＋Ｈ８ｙ

２
ｃｚｃ＋Ｈ９ｙｃｚ

２
ｃ＋Ｈ１０ｘｃｙｃｚｃ＝０ （１０）

根据式（７）可得
ｘ２ｃ＋ｙ

２
ｃ＋ｚ

２
ｃ＝１ （１１）

联立式（１０）与式（１１）得到一条空间三次曲线，
即球面 Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ圆点曲线。其形式为

Ｈ１ｘ
３
ｃ＋Ｈ２ｙ

３
ｃ＋Ｈ３ｚ

３
ｃ＋Ｈ４ｘ

２
ｃｙｃ＋Ｈ５ｘ

２
ｃｚｃ＋Ｈ６ｙ

２
ｃ＋

　　Ｈ７ｘｃｚ
２
ｃ＋Ｈ８ｙ

２
ｃｚｃ＋Ｈ９ｙｃｚ

２
ｃ＋Ｈ１０ｘｃｙｃｚｃ＝０

ｘ２ｃ＋ｙ
２
ｃ＋ｚ

２
ｃ

{
＝１

（１２）
式中，Ｈ１、Ｈ２、Ｈ３、Ｈ４、Ｈ５、Ｈ６、Ｈ７、Ｈ８、Ｈ９、Ｈ１０均为常

数
［８］
。设 ａｊ＝（Ｃ

Ｔ
ｊ－Ｉ）ｖ，式（３）可写成

ａＴｊｕ０＝０　（ｊ＝１，２，３） （１３）

令 Ａ＝［ａＴ１ ａＴ２ ａＴ３］
Ｔ
，有

Ａｕ０＝Ｏ （１４）
将矩阵 Ａ以行列式｜Ａ｜形式展开，因为 ｕ０为非

零向量，所以有 ｜Ａ｜＝０，结合式（７）便得到球面
Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ圆心曲线，其形式如式（１２）。圆点曲线与
圆心曲线上的点有一一对应关系，即圆点曲线上每

一点的值都有一圆心点的值与其对应。在圆点（或

圆心）曲线上任意选取两个不同的圆点值（或圆心

值）对应着一个符合要求的球面 ４Ｒ机构。建立球
面机构的解域，在解域上选取一点就确定了球面机

构４个矢量的方向。详细推导过程见文献［９］。
１３　ＣＣ杆组解直线的公式推导过程

对于四位置问题，ｎ＝３，则式（４）可以写成 ３个
约束方程。矩方程中运动副轴线的方向矢量 ｕ０、ｖ
已经在上一节通过在 Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ圆点（或圆心）曲线
上任意选取一组点获得，因此在本节中，矢量 ｕ０、ｖ
作为已知量。式（４）中仅剩余 ６个未知量，可以将
式（４）简化成

ｃＴｊｕ０＋ｄ
Ｔ
ｊｖ＝ｒｊ　（ｊ＝１，２，３） （１５）

其中 ｃｊ＝（Ｃ
Ｔ
ｊ－Ｉ）ｖ　ｄｊ＝（Ｃｊ－Ｉ）ｕ０
ｒｊ＝－ｕ

Ｔ
０（ＴｊＣｊ）

Ｔｖ
ｕ０、ｖ为 Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ曲线上任意选定的一组点。
式（１５）中只有ｕ０、ｖ为未知数。式（１５）与式（６）一
共有５个方程

ｃＴ１ｕ０＋ｄ
Ｔ
１ｖ＝ｒ１

ｃＴ２ｕ０＋ｄ
Ｔ
２ｖ＝ｒ２

ｃＴ３ｕ０＋ｄ
Ｔ
３ｖ＝ｒ３

ｕＴ０ｕ０＝０

ｖＴｖ















＝０

（１６）

５个方程中含有６个未知量，必然有无穷多解。
设线性方程组（１６）中的ｕ０、ｖ的解分别为

ｕ０＝（ｘ，ｙ，ｚ）

ｖ＝（ｘ０，ｙ０，ｚ０{ ）
（１７）

合并写成

ｘ＝（ｘ，ｙ，ｚ，ｘ０，ｙ０，ｚ０） （１８）
根据矢量矩的定义，有

ｕ０＝Ｐ１ｕ０ （１９）
ｖ＝Ｐ２ｖ （２０）

式中 Ｐ１和 Ｐ２分别表示 ｕ０和 ｖ所在直线上任意一
点。将式（１９）、（２０）代入式（１５），有

ｃＴｊ（Ｐ１ｕ０）＋ｄ
Ｔ
ｊ（Ｐ２ｖ）＝ｒｊ　（ｊ＝１，２，３） （２１）

设 Ｐ１，Ｐ２分别是 ｕ０直线和 ｖ直线公垂线的两
个交点，则有

ｕＴ０（Ｐ１－Ｐ２）＝０

ｖＴ（Ｐ１－Ｐ２）{ ＝０
（２２）

式（２１）与式（２２）一共有５个方程
ｃＴ１（Ｐ１ｕ０）＋ｄ

Ｔ
１（Ｐ２ｖ）＝ｒ１

ｃＴ２（Ｐ１ｕ０）＋ｄ
Ｔ
２（Ｐ２ｖ）＝ｒ２

ｃＴ３（Ｐ１ｕ０）＋ｄ
Ｔ
３（Ｐ２ｖ）＝ｒ３

ｕＴ０（Ｐ１－Ｐ２）＝０

ｖＴ（Ｐ１－Ｐ２）















＝０

（２３）
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式（２３）中 Ｐ１和 Ｐ２为未知量，设其解为
Ｐ１＝（ｘ，ｙ，ｚ）

Ｐ２＝（ｘ０，ｙ０，ｚ０{ ）
（２４）

式（２３）中有５个线性方程和６个未知数，因此Ｐ１和
Ｐ２有无穷多解。经整理，可以将 Ｐ１和 Ｐ２解的集合
表示成２条空间直线，其形式如下

ｘ－Ｃ１
ｋ１

＝
ｙ－Ｃ２
ｋ２

＝
ｚ－Ｃ３
ｋ３

（２５）

ｘ０－Ｃ４
ｋ４

＝
ｙ０－Ｃ５
ｋ５

＝
ｚ０－Ｃ６
ｋ６

（２６）

２条空间直线分别代表 ｕ０和 ｖ在空间实际位
置的点的集合，这两条直线上的点有一一对应关系。

式中，ｋ１、ｋ２、ｋ３、ｋ４、ｋ５、ｋ６、Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３、Ｃ４、Ｃ５、Ｃ６均为
常数。这两条直线在本文中称为解直线。在解直线

上任取一点即可确定４Ｃ机构的１个 ＣＣ杆组。
ＲＣ杆组在通过４个位置时只有转动，没有滑动

位移。相比于 ＣＣ杆组多一个限制条件，即 ｓｊ－ｓ０＝
０（图１）。因此导致在推导方程的过程中增加了一
组约束方程

‖Ｐ１ｊ－Ｐ１‖ ＝０　（ｊ＝１，２，３） （２７）
式中 Ｐ１ｊ、Ｐ１是图 １中直线 Ｌ１与其公垂线的交点。
对于 ＣＣ杆组的四位置问题（ｎ＝３）由本节前段可
知，可列出 ５个方程，求解 ６个未知数。然而对于
ＲＣ杆组多了一组限制方程（２７），即可列出 ８个方
程，求解６个未知数，方程个数大于未知数个数，因
而无解。所以，对 ＲＣ杆组只有在综合三位置问题
（ｎ＝２）时，才能有解，多于 ３个位置则无解。本文
通过做出 ４Ｃ机构的解域找到通过给定 ４个位置时
主动杆与机架间 Ｃ副无滑动位移的点作为 Ｒ副的
近似解，因此可以实现 ＲＣ杆组的四位置综合。

２　空间 ＲＣＣＣ机构综合过程及示例

２１　空间 ＲＣＣＣ机构的综合过程

对于四位置问题，空间 ＲＣＣＣ机构综合应该分
为：

（１）利用 ４个位置的姿态（即方位角、经度、纬
度）综合出球面 Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ曲线，并建立基于球面
Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ曲线的解域，称之为解域１，在解域１上选
取一点作为机构运动副轴线方向矢量的解（图 ２中
ｚ０、ｚ１、ｚ２、ｚ３４个方向矢量）。

（２）在上述 ４个方向矢量已经选定的基础上，
结合式（２３）求解出两组解直线方程。在 ４个方向
矢量中，２个矢量就可以得到式（２５）、（２６）的一组
空间直线，因此４个矢量可以得到两组类似的解直
线。将两组直线方程分别作为横、纵坐标就可以建

立解域，本文称之为解域 ２。在解域 ２上任选一点

就可以确定 １个符合条件的 ４Ｃ机构（解域建立过
程见示例１）。

图２中 ｚ０、ｚ１、ｚ２、ｚ３代表运动副轴线的方向。
ｘ０、ｘ１、ｘ２、ｘ３代表相邻２个 ｚ轴公垂线的方向。α０１、
α１２、α２３、α３０为相邻 ２个 ｚ轴间的夹角。θ０、θ１、θ２、θ３
为相邻２个 ｘ轴间的夹角。ｈ１、ｈ２、ｈ３、ｈ４为相邻 ２
个 ｚ轴间公垂线长度。ｓ０、ｓ１、ｓ２、ｓ３为相邻 ２个 ｘ轴
间公垂线长度。Ａ、Ａ′、Ｂ、Ｂ′、Ｃ、Ｃ′、Ｄ、Ｄ′为相邻 ２个
ｚ轴间公垂线的交点。

图 ２　空间 ＲＣＣＣ机构示意图

Ｆｉｇ．２　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｓｐａｃｉａｌＲＣＣＣｌｉｎｋａｇｅ
　
（３）将４Ｃ机构主动杆与机架间 Ｃ副的滑动位

移作为判断条件放入解域２中，在解域 ２中找出 ４Ｃ
机构主动杆与机架间 Ｃ副在通过四位置时滑动位
移 ｓｊ－ｓ０＝０的点作为空间 ＲＣＣＣ机构的解。

２２　综合示例

给出一组空间四位置参数（表１）。

表 １　空间四位置参数

Ｔａｂ．１　Ｓｐａｔｉａｌｆｏｕｒｐｏｓｉｔｉｏｎｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

位置 δｉ／（°） αｉ／（°） βｉ／（°） ｐｉ
１ １５ ９０ ０ （０，０，０）

２ ２０ ４０ ４５ （－２３，８，１３）

３ ２５ ３５ ２５ （－４２，９，１３）

４ ３０ ４０ ５ （－５５，－３，１）

　　表１中 δｉ表示第 ｉ个位置的方位角，αｉ表示第 ｉ
个位置的经度，βｉ表示第 ｉ个位置的纬度。ｐｉ表示
第 ｉ个位置的空间坐标。

利用四位置的姿态角（即方位角、经度、纬度）

综合出球面 Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ曲线的过程在 １２节有过详
细的阐述，这里不再赘述。在圆点曲线上任取一个

值（设为 ），则可得到圆心曲线上的一点，连接这
两点便可得到一个连架杆。球面四杆机构可以看做

是２个连架杆的组合，因此机构解可用一对圆点
（或圆心）上的点来表示。以参数 作为机构解域
的横、纵坐标，设横坐标代表主动杆，纵坐标代表从

动杆，则平面每一点代表一个机构。参数 步长取
为１，可以绘制出机构的类型解域图［９］

。在解域上
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绘出机构类型分布（图３）。

图 ３　基于球面 Ｂｕｒｍｅｓｔｅｒ曲线的解域（解域 １）

Ｆｉｇ．３　ＳｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｓｐｈｅｒｉｃａｌＢｕｒｍｅｓｔｅｒ

ｃｕｒｖｅ（ｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ１）
　
２２１　示例１

选取解域１中的 ｍ１点为方向矢量解（图３），其
值为

ｕ０＝（－０９７０，０２０６，０１２７）

ｖ＝（－０９８１，０１９３，００１）

ｕ０ ＝（－０００２，００３２，０９９８）

ｖ ＝（０４１７，０４９５，０７６２













）

（２８）

式（２８）中矢量 ｕ０、ｖ的方向分别与图２中 ｚ１、ｚ０的方

向相同，矢量 ｕ０、ｖ
的方向分别与图２中 ｚ２、ｚ３的方

向相同。

将式（２８）中的 ｕ０、ｖ代入式（２３）得到形式如
式（２５）、（２６）所表示的一组直线方程 （图４），将这一
组解直线作为解域２的横坐标（或纵坐标）。将 ｕ０、

ｖ代入式（２３）得到形式如式（２５）、式（２６）所表示的
另一组直线方程（图４），将这一组解直线作为解域 ２
的纵坐标（或横坐标）。图４中红色解直线 ｌ１表示向
量 ｕ０通过的点的集合，即图２中 Ｂ点的位置；蓝色解
直线ｌ２为向量ｖ的通过的点的集合，即图２中Ａ′点的
位置。２条解直线上的每一点为４Ｃ机构主动杆在空
间的实际位置，两条解直线间的每１条连接线长度为
空间４Ｃ机构 Ｃ副轴线方向矢量 ｚ０与 ｚ１之间公垂线

ｈ１的长度（图２）。图中紫色解直线 ｌ３表示 ｕ

０ 通过

的点的集合，即图２中 Ｄ点的位置；棕色解直线 ｌ４表

示向量 ｖ通过的点的集合，即图 ２中 Ｃ′点的位置。
两条解直线上的每一点为４Ｃ机构从动杆在空间的实
际位置，两条解直线间的每一条连接线长度为 ４Ｃ机
构 Ｃ副轴线方向矢量 ｚ２与 ｚ３之间的公垂线 ｈ３的长
度。分别在两组解直线上任意取两点，便可以搭建符

合条件的空间４Ｃ机构。
将解直线 ｌ１、ｌ３的范围限制在 ｘ轴坐标［０，２００］

这个范围内，将两条直线分别作为横、纵坐标轴建立

解域２（图５），解域２上任意一点对应着一个符合条
件４Ｃ机构的解。

主动杆与机架间 Ｃ副的滑动位移 ｓｊ－ｓ０的数值

图 ４　ＣＣ杆组公垂线点的集合

Ｆｉｇ．４　ＣＣｄｙａｄｃｏｍｍｏｎｎｏｒｍａｌｓｅｔ
　
可表示成

ｓｊ－ｓ０＝‖Ｐ１ｊ－Ｐ１‖ （ｊ＝１，２，３） （２９）

式中 Ｐ１ｊ与 Ｐ１如图１所示。
空间４Ｃ机构的自由度为 ２，即 ４Ｃ机构通过 ４

个位置需要给定两个驱动，即转动驱动与滑动驱动。

转动驱动这一部分与球面 ４Ｒ机构的情况相同，这
里仅分析一下滑动驱动 ｓｊ－ｓ０。滑动驱动 ｓｊ－ｓ０在
通过４个位置的时候方向是任意的。根据判断４个
位置 ｓｊ－ｓ０的值可以确定机构走过 ４个位置滑动位
移的方向。对解域 ２上的每一点对应的空间 ４Ｃ机
构滑动位移 ｓｊ－ｓ０的值进行计算，可得到分块解域
图（图５）。

图 ５　空间 ４Ｃ机构解域图 （解域 ２）

Ｆｉｇ．５　Ｓｐａｔｉａｌ４Ｃｌｉｎｋａｇｅｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ（ｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ２）
　
图５中，符号“＋”表示下一位置相对于前一位

置沿 ｚ０轴正向移动，“－”表示下一位置相对于前一
位置沿 ｚ０轴负方向移动。图 ５中所标注的点表示
从第１位置到第 ４位置 ｓｊ－ｓ０的数值为零，即没有
相对滑动位移，这个点所对应的机构解便是通过四

位置的 ＲＣＣＣ机构的解。改点在图４中对应主动杆
解直线 ｌ１上的点 Ｐ１与 ｌ２上的点 Ｐ２，从动杆解直线
ｌ３上的点 Ｐ３与 ｌ４上的点 Ｐ４。图 ４中标明了各运动
副矢量的方向，由此可清晰地看到解直线与运动副

方向矢量之间的关系。通过上述综合方法，得到近

似通过空间四位置的 ＲＣＣＣ机构。根据所开发的空
间机构综合与分析软件进行仿真，得到仿真结果

（图６）。
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图 ６　通过四位置的 ＲＣＣＣ机构

Ｆｉｇ．６　ＲＣＣＣｌｉｎｋａｇｅｔｈｒｏｕｇｈｆｏｕｒｐｏｓｉｔｉｏｎｓ
　
２２２　示例２

选取解域 １中 ｍ２点为方向矢量解（图 ３），ｍ２
点的值为

ｕ０＝（０９３３，０１０４，００５８）

ｖ＝（０９７５，０１６５，０１５８）

ｕ０ ＝（０２９５，００３６，－０９５５）

ｖ ＝（－０１４５，０２８０，０９４９













）

（３０）

按照示例１中所述的方法建立解域 ２。本例在
解域１上选取不同于示例１所选的点作为方向矢量
解，将其代入式（２３）中可得到不同的两组解直线，
从而建立不同于示例１的类型解域图（图７）。

图７中所标注的点为 ＲＣＣＣ机构的解，选择该
点即可得到满足要求的另１个 ＲＣＣＣ机构。仿真结
果如图８所示。综合出的 ＲＣＣＣ机构能够通过给定
的４个位置。

通过示例２进一步说明本文所提出的分步综合
　　

图 ７　空间 ４Ｃ机构解域图 ２

Ｆｉｇ．７　Ｓｐａｔｉａｌ４Ｃｌｉｎｋａｇｅｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ２
　

图 ８　通过第 ４位置的 ＲＣＣＣ机构

Ｆｉｇ．８　ＲＣＣＣｌｉｎｋａｇｅｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｆｏｕｒｔｈｐｏｓｉｔｉｏｎ
　
方法是可行的、有效的。

３　结论

（１）研究结果表明，先确定角度，后确定位置的

分步综合法是可行、有效的。综合示例表明，解域综

合方法有效地解决了四位置空间 ＲＣＣＣ机构的近似

综合问题。

（２）在解域１上选取大部分没有缺陷的点都可

以在解域２上找到符合条件的 ＲＣＣＣ机构。

（３）设计的 ＲＣＣＣ机构综合软件能够很方便地

综合得到符合要求的机构，仿真结果证明本文给出

的方法及计算公式的正确性。
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