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摘要：并联机构的方位特征集与其拓扑结构特征存在密切联系，方位特征集的程序化推导方法对于机构拓扑结构

分析与设计具有重要意义。系统论述了拓扑结构多项式、方位关系组及方位特征集等基本概念，采用拓扑结构多

项式表达并联机构的支路及运动副排列结构，通过方位关系组描述运动副轴线之间的方位关系。基于并联机构动

平台的运动输出特性，提出了运动特征空间的概念，根据运动特征空间的相关性建立了 ２种消元规则，即串联消元

规则和并联消元规则。这两种消元规则在拓扑结构多项式与方位关系组之间建立了一种“商”运算关系，并可进行

迭代消元，其运算结果即为方位特征集。利用并联机构的字符串描述形式，对部分并联机构的方位特征集进行了

基于符号的推导分析，其结果验证了所提出消元规则的有效性。研究成果为面向计算机辅助的并联机构拓扑结构

特征分析及类型综合提供了必要的理论与方法基础。
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　　引言

并联机器人机构的拓扑结构是实现并联机构原

始创新的出发点和先决条件，也是并联机构型综合

的重要依据和基础
［１］
。并联机构往往具有复杂的

多环路拓扑结构，涉及多种运动副类型及复杂的排

列结构和顺序，运动副轴线之间的方位关系多达

６种［２］
。因此，并联机构拓扑结构特征分析是一项较

为复杂的任务。通过研究并联机构拓扑结构特征的

推演规律，构造便于计算机实现的拓扑结构特征分

析方法，对于并联机构的理论研究及机构创新设计

等均具有重要现实意义。

目前机构学界存在 ３种机构拓扑结构分析方
法：螺旋理论、位移子群、方位特征集。其中方位特

征集方法的数学形式简单，几何意义明确，可得到机

构的非瞬时拓扑结构特征
［３－６］

。国内已有不少关于

方位特征集方法的相关研究及应用
［７－１３］

。目前并

联机构的计算机表示方法已有大量研究，主要有符

号表示和矩阵表示两类
［１４－２０］

。但这些表示方法主

要用于机构简图绘制、同构体辨识等方面，而在此基

础上针对并联机构拓扑结构特征的程序化分析方法

的相关研究仍然较少。

并联机构的拓扑结构特征是指在运动副及构件

的大小可以改变，但尺度约束类型不变的条件下，机

构还能保持不变的一些特性或不变量
［２１］
。目前机

构拓扑结构学已经揭示了１２种拓扑结构特征，其中
大部分拓扑结构特征能够从方位特征集直接或间接

导出，如：自由度、过约束度、冗余度、消极运动副、

ＢＫＣ耦合度、运动输入输出解耦性等［２２－２４］
。因此，

方位特征集具有基础性作用。但方位特征集的计算

涉及人工判读，当机构的拓扑结构比较复杂时，这一

过程往往十分繁复，容易导致错误结果。因此，根据

方位特征集的内在规律，研究适合于计算机程序实

现的方位特征集计算方法，对于机构拓扑结构特征

分析及类型综合均有重要现实意义。本文从运动空

间相关性的角度，重新定义方位特征集的运算方法，

并归纳为两种消元规则。该消元方法与一般意义上

的代数多项式消元不同，而是建立在前期关于并联

机构的符号描述方法基础之上，其中涉及拓扑结构

多项式及方位关系组等基本概念
［２５］
。因而该消元

规则表现为一种符号运算，其结果为方位特征集的

一种符号表示。

１　并联机构的符号表示及方位特征集

１１　并联机构拓扑结构的符号表示
拓扑结构多项式给出了并联机构各支路拓扑结

构的符号描述，具有形式简洁、信息量大等优点，适

合于基于符号的并联机构拓扑结构特征分析与推

导。

（１）拓扑结构多项式
定义１：拓扑结构多项式是由运动副的“积”构

成支路，以支路的“和”构成并联机构的一种符号描

述
［２５］
。在该多项式描述中，支路的阶定义为该支路

所含运动副的数目。并有如下事实：所有支路的阶

的和即为机构运动副总数目；多项式的项数即为支

路数目；多项式的项的“和”满足通常意义上的交换

律和结合律；而多项式的项内部的“积”一般不满足

通常意义上的交换律；多项式中任意两项的组合表

示一个环路；并联机构独立环路数为多项式的项数

减１。一般并联机构的拓扑结构多项式表示为
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式中　Ｌｉ———第 ｉ条支路
Ｊｉｊ———支路 Ｌｉ中的第 ｊ个运动副

ＳＯＣ支路可直接表示为拓扑结构多项式的一
项，即：Ｌ＝Ｊ１Ｊ２…Ｊｋ，并约定其中所包含的运动副序
列起于基础平台，而终止于动平台。如图１ａ所示机
构的拓扑结构多项式为

ＰＭ＝Ｌ１＋Ｌ２＋Ｌ３＝
Ｒ１１Ｒ１２Ｃ１３＋Ｒ２１Ｒ２２Ｃ２３＋Ｒ３１Ｒ３２Ｃ３３

ＨＳＯＣ支路可以通过 ＳＯＣ支路的“和”、“积”等
方式组合而成。如图 １ｂ所对应的 ＨＳＯＣ支路可描
述为：Ｌ＝Ｒ１Ｒ２（Ｒ５Ｒ６＋Ｒ７Ｒ８）Ｒ３Ｒ４，其中 ４个转动
副（Ｒ５、Ｒ６、Ｒ７、Ｒ８）分别构成２个 ＳＯＣ子支路 Ｒ５Ｒ６、
Ｒ７Ｒ８，其等效移动副为 Ｐ［４Ｒ］。当支路中没有
ＨＳＯＣ支路时，称其为线性支路，否则为非线性支
路。完全由线性支路构成的并联机构称为线性并联

机构，否则为非线性并联机构。由于 ＨＳＯＣ支路可
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图 １　并联机构的拓扑结构多项式符号描述示例

Ｆｉｇ．１　ＰｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｙｍｂｏｌｉｃｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｏｆＰＭ

ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅ
　
以被等效为 ＳＯＣ支路，下文仅涉及线性并联机构
（由于 ＰＯＣ集理论存在一定局限性，对于特殊的子
并联机构（如平行四边形机构 ４Ｒ）不能得到正确的
方位特征集

［２６］
，因而目前本文方法不能直接用于含

ＨＳＯＣ支路的并联机构）。
拓扑结构多项式基本性质：多项式中代表支路

的项的前后顺序发生交换时，不影响机构拓扑结构

的唯一性。这一性质对于方位特征的程序化分析十

分有利。

（２）运动副方位关系的符号表示
尺度约束类型将相邻运动副之间的方位关系归

纳为６种基本类型，即：平行（∥）、共轴（－－）、垂
直（⊥）、空间共点 （·）及共面 （＃）、其他情形
（∧）［２６］。这里将尺度约束拓展至任意运动副之间
的方位关系，其中包括相邻或不相邻的轴线之间的

空间方位关系。

定义２：方位关系链是多个运动副通过特定的
方位关系产生关联，使得其中任意 ２个运动副之间
的方位关系被完全确定下来。方位关系链可表示为

Ｏｃｈａｉｎ＝Ｊ１％Ｊ２％…％Ｊｋ （２）
式中符号‘％’表示 ６种典型方位关系之一。若方
位关系链中可能存在冗余，则需要进行约简，如Ｏ１＝
Ｒ１∥Ｒ２∥Ｒ３∥Ｒ１，可以约简为 Ｏ１＝Ｒ１∥Ｒ２∥Ｒ３；Ｏ２＝
Ｒ１∥Ｒ２⊥Ｒ３⊥Ｒ１，可以约简为 Ｏ２＝Ｒ１∥Ｒ２⊥Ｒ３。详
细的约简方法参见文献［２５］。

并联机构一般需要多个方位关系链才能给出所

有运动副之间方位关系的完备表示。并约定每条支

路中的运动副构成一个方位关系链，支路之间可以

构成多个方位关系链。并联机构中所有方位关系链一

起构成该机构的方位关系组。方位关系组可表示为

ＯＰＭ＝｛Ｏｉｊ｜０≤ｉ≤ｋ，０≤ｊ≤ｋ｝ （３）
式中，ｋ为支路数，当 ｉ＝＝ｊ时，令 Ｏｉｊ＝Ｏｉ，即第 ｉ
条支路的方位关系链。显然有 Ｏｉｊ＝＝Ｏｊｉ。如图 １ａ
的方位关系组可表示为：Ｏ１＝Ｒ１１∥Ｒ１２∥Ｃ１３，Ｏ２＝
Ｒ２１∥Ｒ２２∥Ｃ２３，Ｏ３＝Ｒ３１∥Ｒ３２∥Ｃ３３，Ｏ１２＝Ｒ１１∥Ｒ２１，

Ｏ２３＝Ｒ２１∥Ｒ３１，Ｏ１３＝Ｒ１１∥Ｒ３１。
１２　并联机构的方位特征集

ＰＯＣ集表示构件位移的存在性及其方位特征，
并不是构件的真实位移

［２６］
。对于任意构件 ｉ上的

选定基点相对于构件 ｊ的方位特征集定义为

Ｍｉｊ＝
ｔ１１（ｄｉｒ．）∪ｔ

１
２（ｄｉｒ．）∪ｔ

１
３（ｄｉｒ．）

ｒ１１（ｄｉｒ．）∪ｒ
１
２（ｄｉｒ．）∪ｒ

１
３（ｄｉｒ．







）

（４）

式中　Ｍｉｊ———构件 ｉ相对于构件 ｊ的 ＰＯＣ集

ｔ１ｋ（ｄｉｒ．）———构件 ｉ存在的有限移动方位特
征，ｋ＝１，２，３

ｒ１ｋ（ｄｉｒ．）———构件 ｉ存在的有限转动方位特
征，ｋ＝１，２，３

ＰＯＣ集维数定义为 ＰＯＣ集中独立元素数，记为
ｄｉｍ（Ｍ）＝ｄｉｍ（Ｍ（ｔ））＋ｄｉｍ（Ｍ（ｒ）），ｄｉｍ（Ｍ（ｔ））、
ｄｉｍ（Ｍ（ｒ））分别为独立移动元素数目及独立转动元
素数目，其取值范围均为：（０，１，２，３）。

串联机构末端构件的 ＰＯＣ集由各运动副相对
于同一参考基点的 ＰＯＣ集的“并”运算得到，而并联
机构运动输出构件的 ＰＯＣ集则由各个支路末端构
件（相对于同一基点）的 ＰＯＣ集的“交”运算得
到

［２６］
，分别表示为

Ｍｂｉ＝∪
ｍｉ

ｊ＝１
ＭＪｊ

ＭＰａ＝∩
ｋ

ｉ＝１
Ｍ{
ｂｉ

（５）

式中　Ｍｂｉ———支路 ｉ末端构件的 ＰＯＣ集
ＭＪｊ———运动副 Ｊｊ相对于参考基点的 ＰＯＣ集
ｍｉ———支路 ｉ的运动副数目
ＭＰａ———并联机构运动输出构件的 ＰＯＣ集
ｋ———支路数目

采用 ｔ（）、ｒ（）表示ＰＯＣ集的移动特征和旋
转特征，并统称为运动特征，表示为 ｍ（）。如
图１ａ所示并联机构，其支路的 ＰＯＣ集为：Ｍｂｉ＝
［ｔ（Ｒｉ１）∪ｔ（Ｒｉ２）∪ ｔ（Ｃｉ３），ｒ（Ｒｉ１）∪ ｒ（Ｒｉ２）∪
ｒ（Ｃｉ３）］＝［ｔ

３
，ｒ１］（ｉ＝１，２，３；根据支路运动副之间

的方位关系，该并联机构动平台的 ＰＯＣ集为：ＭＰａ＝

Ｍｂ１∩Ｍｂ２∩Ｍｂ３＝［ｔ
３
，ｒ０］，即“３平移、０转动”。关

于并联机构３ ＲＲＣ的 ＰＯＣ集推导过程请参考第３
节。

２　并联机构方位特征集的代数运算规则

２１　方位特征集的代数运算
对于机构末端构件上任意一点，其 ＰＯＣ集由相

对于每个运动副的 ＰＯＣ集通过一定的运算规则得
到。本文将其中涉及的运算方法或规则统称为

ＰＯＣ集的代数运算。不失一般性，令 ＰＯＣ集的参考
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点为动平台上任意一点（不在任意运动副的轴线

上），且参考点不被显式表示出来。运动副 Ｊ的
ＰＯＣ集可表示为：ＰＯＣ（Ｊ）＝［ｔ（Ｊ），ｒ（Ｊ）］。

ＰＯＣ集的代数运算包括“乘法”和“加法”两种类
型，ＰＯＣ集之间的“乘”法运算定义为：ＰＯＣ（Ｊ１）
ＰＯＣ（Ｊ２）＝［ｔ（Ｊ１）ｔ（Ｊ２），ｒ（Ｊ１）ｒ（Ｊ２）］；ＰＯＣ集
之间的“加”法运算定义为：ＰＯＣ（Ｊ１）＋ＰＯＣ（Ｊ２）＝
［ｔ（Ｊ１）＋ｔ（Ｊ２），ｒ（Ｊ１）＋ｒ（Ｊ２）］。因此，ＰＯＣ集的代
数运算被转化为关于运动特征 ｔ（）、ｒ（）的代数
运算。本文将 ＰＯＣ集的“乘”运算对应于 ＰＯＣ集的
“并”运算，适用于支路的方位特征集；将 ＰＯＣ集的
“加”运算对应于 ＰＯＣ集的“交”运算，适用于并联
机构的方位特征集。

２２　运动特征空间
任意２个运动副 Ｊ１、Ｊ２，其运动特征 ｍ（Ｊ１）、

ｍ（Ｊ２）之间存在特定的方位关系，并表示为：ｍ（Ｊ１）％
ｍ（Ｊ２）。若有“ｍ（Ｊ１）∥ｍ（Ｊ２）”，则认为 ｍ（Ｊ１）与
ｍ（Ｊ２）线性相关，即可以相互替换；反之表示为
“ｍ（Ｊ１）！∥ ｍ（Ｊ２）”，即 两 者 相 互 独 立。又 以
＃（ｍ（Ｊ１），ｍ（Ｊ２））表示由 ｍ（Ｊ１）、ｍ（Ｊ２）所张成的运
动特征平面，若有“＃（ｍ（Ｊ１），ｍ（Ｊ２））∥ｍ（Ｊ３）”，
则认为 ｍ（Ｊ１）、ｍ（Ｊ２）、ｍ（Ｊ３）之间存在相关关系，即
可由其中两者构成的运动特征平面＃（ ，）代替
另一个运动特征。如可用＃（ｍ（Ｊ１），ｍ（Ｊ２））替换
ｍ（Ｊ３），或者＃（ｍ（Ｊ２），ｍ（Ｊ３））替换 ｍ（Ｊ１），等等。
又若“＃（ｍ（Ｊ１），ｍ（Ｊ２））∥ ＃（ｍ（Ｊ３），ｍ（Ｊ４））”，
则认为这两个运动特征平面之间存在相关关系，因

而可以相互替换。在未引起歧义的情况下，可将

＃（ｍ（Ｊ１），ｍ（Ｊ２））简记为 ｍ（Ｊ１，Ｊ２），即运动特征
平面；而 ｍ（Ｊ１，Ｊ２，Ｊ３）则表示一个三维的运动特征，
简记为 ｍ［３］。显然，运动特征 ｍ［３］能够表达其他
任何维度的运动特征。

根据运动特征之间的相关关系，引入运动特征

空间的概念。

定义３：运动特征空间为由一组互不相关的运
动特征所张成的空间，简称运动空间。自然地，任意

一个运动特征构成一维运动空间，２个互不相关的
一维运动特征构成二维运动空间，３个互不相关的
一维运动特征则构成三维运动空间，分别记作：

ｍ（Ｊｉ）、ｍ（Ｊｉ，Ｊｊ）、ｍ（Ｊｉ，Ｊｊ，Ｊｋ）。零维特征空间记
作：ｍ［０］，表示不存在的运动。根据方位特征集的
运动学意义可知，运动特征空间的维数不大于 ３，
即：ｄｉｍ（ｍ）≤３。
２３　串联机构方位特征集的代数运算方法

利用运动特征空间的概念及其相关性，可以大

大简化 ＰＯＣ集的运算结果，本文将这一简化过程称

为运动特征消元。对于串联机构而言，运动特征消

元表现为运动特征“积”序列的逐渐简化。下面首

先引入适用于串联机构的运动特征消元规则：串联

消元规则。

对于运动特征的积序列：ｍ（Ｊ１Ｊ２… Ｊｎ）＝
ｍ（Ｊ１）ｍ（Ｊ２）…ｍ（Ｊｎ），根据运动特征之间的相关关
系，最终可以简化合并至不超过 ３个相互独立的运
动特征的积：ｍ（Ｊｉ）ｍ（Ｊｊ）ｍ（Ｊｋ）＝ｍ（Ｊｉ，Ｊｊ，Ｊｋ），其
中１≤（ｉ，ｊ，ｋ）≤ｎ。串联消元规则适用于支路的
ＰＯＣ集计算，并可表示为运动特征积序列与相应方
位关系链之间的一种“商”运算。

ｍ（Ｊ１）ｍ（Ｊ２）…ｍ（Ｊｎ）
Ｊ１％Ｊ２％…％Ｊｎ

＝ｍ（Ｊｉ，Ｊｊ，Ｊｋ） （６）

式中“商”运算规则是：对于任意 ２个运动特征
ｍ（Ｊｉ）、ｍ（Ｊｊ），根据分母上的方位关系 Ｊｉ％Ｊｊ进行相
关性判别，若 ｍ（Ｊｉ）∥ｍ（Ｊｊ），则可消去 ｍ（Ｊｊ）及分
母中的 Ｊｉ＋１或 ｍ（Ｊｉ）与 Ｊｉ。当无法再进行消元时，
则可将分母略去（需要根据后续消元的需要而定）。

为了正确应用式（６）所示的消元规则，需要根
据方位关系链判别运动特征之间的相关关系。同时

注意到以下事实：运动特征“积”序列内部的排列顺

序与消元结果无关。因此，可以对运动特征积序列

进行排序，先将其中存在相关关系的运动特征子序列

进行消元。表１总结了常见的若干种消元模式，“％”
所在的行表示某类方位关系链，后续 ｔ（）、ｒ（）表示
相应移动特征和旋转特征及其消元结果。

如运算“ｍ（Ｒ１）ｍ（Ｒ２）ｍ（Ｃ３）／（Ｒ１∥Ｒ２∥Ｃ３）”
的消元过程为

ｔ（Ｒ１）ｔ（Ｒ２）ｔ（Ｃ３）
Ｒ１∥Ｒ２∥Ｃ３

＝
ｔ（Ｒ１，Ｒ２）ｔ（∥Ｃ３）ｔ（⊥Ｃ３）

Ｒ１∥Ｃ３
＝

　　ｔ（Ｒ１，Ｒ２）ｔ（⊥Ｃ３）＝ｔ（Ｒ１，Ｒ２，Ｃ３）

ｒ（Ｒ１）ｒ（Ｒ２）ｒ（Ｃ３）
Ｒ１∥Ｒ２∥Ｃ３

＝
ｒ（Ｒ１）ｒ（Ｃ３）
Ｒ１∥Ｃ３

＝
ｒ（Ｒ１）
Ｒ１

＝ｒ（Ｒ１











 ）

推导时，注意到运动副 Ｃ可以视作一个转动副与移动
副的串联，故其移动特征表示为：ｔ（Ｃ）＝ｔ（∥Ｃ）ｔ（⊥
Ｃ），即平行于 Ｃ副轴线的移动和垂直于 Ｃ副轴线的
移动的“积”。

根据式（１）关于支路的拓扑结构多项式描述形
式，对于支路 Ｌ＝Ｊ１Ｊ２… Ｊｎ，及其方位关系链 ＯＬ，定
义算子 ＰＯＣＬ（）

ＰＯＣＬ（Ｌ，ＯＬ）＝
ｍ（Ｌ）
ＯＬ

＝

［ｔ（Ｌ），ｒ（Ｌ）］
ＯＬ

＝
［ｔ（Ｊ１Ｊ２…Ｊｎ），ｒ（Ｊ１Ｊ２…Ｊｎ）］

Ｊ１％Ｊ２％…％ＪｋＬ

[

＝

∏
ｎ

ｊ＝１
ｔ（Ｊｊ），∏

ｎ

ｊ＝１
ｒ（Ｊｊ ]）

Ｊ１％Ｊ２％…％ＪｋＬ
＝［ｔｂａｓｅ，ｒｂａｓｅ］Ｌ （７）
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　　 表 １　运动特征积序列的消元模式

Ｔａｂ．１　Ｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎｍｏｄｅｓｏｆｍｏｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎｓｅｒｉａｌｓ

％ Ｐ１∥Ｐ２ Ｐ１－－Ｐ２ Ｐ１⊥Ｐ２ Ｐ１∧Ｐ２
ｔ（Ｐ１，Ｐ２） ｔ（Ｐ１） ｔ（Ｐ１） ｔ（Ｐ１，Ｐ２） ｔ（Ｐ１，Ｐ２）

％ ＃（Ｐ１，Ｐ２）∥Ｐ３ ＃（Ｐ１，Ｐ２）！∥Ｐ３
ｔ（Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３） ｔ（Ｐ１，Ｐ２） ｔ［３］

％ Ｒ１∥Ｒ２ Ｒ１－－Ｒ２ Ｒ１⊥Ｒ２ Ｒ１·Ｒ２ Ｒ１∧Ｒ２
ｔ（Ｒ１，Ｒ２） ｔ（Ｒ１，Ｒ２） ｔ（Ｒ１） ｔ（Ｒ１，Ｒ２） ｔ（Ｒ１，Ｒ２） ｔ（Ｒ１，Ｒ２）

ｒ（Ｒ１，Ｒ２） ｒ（Ｒ１） ｒ（Ｒ１） ｒ（Ｒ１，Ｒ２） ｒ（Ｒ１，Ｒ２） ｒ（Ｒ１，Ｒ２）

％ Ｒ１∥Ｒ２∥Ｒ３ Ｒ１∥Ｒ２－－Ｒ３ Ｒ１∥Ｒ２⊥Ｒ３ Ｒ１⊥Ｒ２⊥Ｒ３ Ｒ１·Ｒ２·Ｒ３
ｔ（Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３） ｔ（Ｒ１，Ｒ２） ｔ（Ｒ１，Ｒ２） ｔ［３］ ｔ［３］ ｔ［３］

ｒ（Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３） ｒ（Ｒ１） ｒ（Ｒ１） ｒ（Ｒ１，Ｒ３） ｒ［３］ ｒ［３］

％ Ｒ１∥Ｐ２ Ｒ１－－Ｐ２ Ｒ１⊥Ｐ２ Ｒ１⊥Ｐ２ Ｒ１∧Ｐ２
ｔ（Ｒ１，Ｐ２） ｔ（Ｒ１，Ｐ２） ｔ（Ｒ１，Ｐ２） ｔ（Ｒ１，Ｐ２） ｔ（Ｒ１，Ｐ２） ｔ（Ｒ１，Ｐ２）

ｒ（Ｒ１，Ｐ２） ｒ（Ｒ１） ｒ（Ｒ１） ｒ（Ｒ１） ｒ（Ｒ１） ｒ（Ｒ１）

％ Ｒ１∥Ｒ２∥Ｐ３ Ｒ１∥Ｒ２⊥Ｐ３ Ｒ１⊥Ｒ２⊥Ｐ３ Ｒ１⊥Ｒ２∥Ｐ３
ｔ（Ｒ１，Ｒ２，Ｒ３） ｔ［３］ ｔ（Ｒ１，Ｒ２） ｔ［３］ ｔ［３］

式中 ｔｂａｓｅ、ｒｂａｓｅ分别表示支路 Ｌ的移动特征空间和旋
转特征空间，可根据串联消元规则计算得到。对于

ＨＳＯＣ支路，可将其中的并联子支路视作一个拓扑
结构单元，并以其等效运动副代替，从而转化为等效

ＳＯＣ支路［２６］
。

２４　并联机构方位特征集的代数运算方法
与串联机构相对应，并联机构的 ＰＯＣ集代数运

算可定义为各个支路的 ＰＯＣ集的“和”运算，其实质
是各支路所对应的运动特征空间的交集。对此，引

入消元规则：并联消元规则。

２个一维特征空间相交，若两者相关，则结果为
其中之一，否则为零维空间；一维特征空间与二维特

征空间相交，若其相关，则结果为一维空间，否则为

零维空间；二维特征空间与二维特征空间之间相交，

若其相关，则结果为其中之一，否则为一维空间；任

意低维空间与三维特征空间相交，其结果为对应的

低维空间。对于任意 ２个运动特征空间 ｍｉ、ｍｊ，并
联消元规则可表示为

ｍｉｍｊ＝
ｍｉ＋ｍｊ
ｍｉ％ｍｊ

＝
ｍｉ （ｍｉ∥ｍｊ）

ｍｉ∩ｍｊ （其他{ ）
（８）

式中％表示所涉及的运动特征空间之间的方位关
系。式（８）中的“商”运算的规则是：当 ｍｉ∥ｍｊ时，
消元结果为相对低维的运动特征空间；ｍｉ∩ｍｊ的结
果只有两种情形：当 ｄｉｍ（ｍｉ）＝＝２且 ｄｉｍ（ｍｊ）＝＝
２时，ｍｉ∩ｍｊ为 ２个运动特征平面 ｍｉ、ｍｊ的交线，或
结果为空。根据式（８），运动特征空间的并联消元
运算结果是所有参与运算的运动特征空间中维数最

低者，或者为零维运动空间。

根据方位特征集的定义，并联机构的 ＰＯＣ集是
各个支路的 ＰＯＣ集的“交”运算结果，即各支路的运

动特征空间的交，因此满足并联消元规则。对于并联

机构，若支路 ｉ、ｊ的运动特征空间分别为 ｍｉ、ｍｊ，则方
位关系可由支路间的方位关系链 Ｏｉｊ表达，即有：ｍｉ％
ｍｊ＝Ｏｉｊ。根据并联机构的拓扑结构多项式（Ｔｏｐ）及支
路间方位关系组（ＯＰ），定义算子ＰＯＣＰ（）
ＰＯＣＰ（Ｔｏｐ，ＯＰ）＝ＰＯＣＬ（Ｌ１）…ＰＯＣＬ（Ｌｋ）＝

∑
ｋ

ｉ＝１
ＰＯＣＬ（Ｌｉ）

ＯＰ
＝
∑
ｋ

ｉ＝１
ＰＯＣＬ（Ｌｉ）

∏
ｋ

ｉ＝１
∏
ｋ

ｊ＝１
Ｏｉｊ

（９）

再将式（７）代入式（９），则有

ＰＯＣＰ（Ｔｏｐ，ＯＰ）＝
∑
ｋ

ｉ＝１
［ｔｂａｓｅ，ｒｂａｓｅ］Ｌｉ

∏
ｋ

ｉ＝１
∏
ｋ

ｊ＝１
Ｏｉｊ

（１０）

式中的“商”运算按照式（８）进行消元运算，Ｏｉｊ表示
支路 ｉ与支路 ｊ之间的方位关系链，ｋ为支路数目。

根据上述 ＰＯＣ集计算方法，得到关于并联机构
ＰＯＣ集代数运算的基本性质：并联机构的 ＰＯＣ集与
拓扑结构多项式内部排列顺序无关，其中包括支路

的排列顺序以及支路中运动副的排列顺序。简单证

明：支路的 ＰＯＣ集是支路中所有运动副的 ＰＯＣ集
的“积”运算，根据串联消元规则，运动特征之间的

“积”可以交换，因而支路的 ＰＯＣ集与运动副排列顺
序无关；根据并联消元规则，多个支路的运动特征空

间的“和”运算也可以交换。

３　并联机构方位特征集的符号计算实例

根据上述并联机构的拓扑结构多项式和方位关

系组、运动特征的消元规则以及并联机构方位特征

集的代数运算方法，针对一般线性并联机构（包括
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对称与非对称机构，ＨＳＯＣ支路的机构需要等效为
ＳＯＣ支路），设计了适合于计算机程序实现的 ＰＯＣ
集分析算法。该算法以 ２个基本字符串（即拓扑结

构多项式字符串、方位关系组字符串）为输入条件，

采用图２所示的逻辑流程，算法输出结果为并联机
构的 ＰＯＣ集字符串表示。

图 ２　并联机构 ＰＯＣ集的字符串推导逻辑

Ｆｉｇ．２　ＳｔｒｉｎｇｄｅｒｉｖａｔｉｏｎｌｏｇｉｃｏｆＰＭＰＯＣ
　
　　表２给出了 ３种并联机构的特例，分别涉及对
称并联机构、非对称并联机构、含 ＨＳＯＣ支路的并联
机构。表２同时给出了这３个并联机构的字符串描
述及其 ＰＯＣ集计算结果，其中“Ｔｏｐ”表示拓扑结构
多项式，“Ｏｉｒｅｎｔｓ”表示方位关系组。中间符号推导
过程简要分析如下。

３１　并联机构３ ＲＲＣ的 ＰＯＣ集符号推导
采用双引号“”表示字符串，数字形式的下标

直接列出。参考点取为动平台上任意一点 Ｑ，如
表２左列所示。并联机构 ３ ＲＲＣ是一种较为简单
的对称机构，对其进行 ＰＯＣ集计算有利于阐明本文
方法的基本原理和主要思路，简要推导如下。

（１）支路内的消元运算
根据串联机构的 ＰＯＣ集代数计算方法即

式（６），由于３ ＲＲＣ是对称并联机构，因而可先计
算第１条支路 Ｌ１的移动特征 ｔ１及旋转特征 ｒ１

ｔ１＝ｔ（Ｌ１）／Ｏ１＝“ｔ（Ｒ１１）ｔ（Ｒ１２）ｔ（Ｃ１３）”／
“Ｒ１１∥Ｒ１２∥Ｃ１３” ＝“ｔ（Ｒ１１，
Ｒ１２）ｔ（⊥Ｃ１３）
ｔ（∥Ｃ１３）”／“Ｃ１３”＝
“ｔ（Ｒ１１，Ｒ１２）ｔ（∥Ｃ１３）”＝“ｔ［３］”

以上推导过程的第 ２步需要考虑到 ｔ（⊥Ｃ１３）
等价于与 Ｃ１３同轴的转动副的移动特征，又 Ｒ１２∥
Ｃ１３，故 ｔ（Ｒ１１，Ｒ１２）∥ ｔ（⊥Ｃ１３）。因此，“ｔ（Ｒ１１，
Ｒ１２）ｔ（⊥Ｃ１３）”被消元为“ｔ（Ｒ１１，Ｒ１２）”。

ｒ１＝ｒ（Ｌ１）／Ｏ１＝“ｒ（Ｒ１１）ｒ（Ｒ１２）ｒ（Ｃ１３）”／
“Ｒ１１∥Ｒ１２∥Ｃ１３”＝
“ｒ（Ｒ１１）ｒ（Ｃ１３）”／“Ｒ１１∥Ｃ１３”＝
“ｒ（Ｒ１１）”／“Ｒ１１”＝“ｒ（Ｒ１１）”

同理得到支路 Ｌ２、Ｌ３的运动特征

ｔ２＝ｔ（Ｌ２）／Ｏ２ ＝“ｔ（Ｒ２１，Ｒ２２）ｔ（∥Ｃ２３）”／

“Ｒ２１”＝“ｔ［３］”

ｒ２＝ｒ（Ｌ２）／Ｏ２＝“ｒ（Ｒ２１）”

ｔ３＝ｔ（Ｌ３）／Ｏ３ ＝“ｔ（Ｒ３２，Ｒ３２）ｔ（∥Ｃ３３）”／

“Ｒ３１”＝“ｔ［３］”

ｒ３＝ｒ（Ｌ３）／Ｏ３＝“ｒ（Ｒ３１）”

（２）支路之间的消元运算

首先进行移动特征空间的“和”运算。根据

上述支路的运动空间计算结果，各支路都具有 ３

维的移动特征空间。根据并联消元规则，各个运

动空间“和”运算的结果仍为 ３维运动空间。此

时支路间的方位关系链即 Ｏ１２、Ｏ１３、Ｏ２３等则无

需显式表达。根据式（９），移动特征空间的“和”

运算为

（ｔ１＋ｔ２＋ｔ３）／Ｏ１２Ｏ１３Ｏ２３＝

“ｔ［３］＋ｔ［３］＋ｔ［３］”／Ｏ１２Ｏ１３Ｏ２３＝“ｔ［３］”

对于旋转特征空间的“和”运算，首先计算支路

Ｌ１、Ｌ２之间的“和”ｒ１２

ｒ１２＝（ｒ１＋ｒ２）／Ｏ１２＝

“ｒ（Ｒ１１）＋ｒ（Ｒ２１）”／“Ｒ１１∧Ｒ２１”＝“ｒ［０］”

再将上一步计算结果 ｒ１２与计算支路 Ｌ３的旋

转空间求和

（ｒ１２＋ｒ３）／Ｏ１３Ｏ２３＝
“ｒ［０］＋ｒ（Ｒ３１）”／Ｏ１３Ｏ２３＝“ｒ［０］”

因此，并联机构 ３ ＲＲＣ的 ＰＯＣ＝“ｔ［３］，
ｒ［０］”，即具有“３平移０转动”的方位特征。
３２　并联机构 ２ ＰＲＲＲ ２ ＰＳＳ的 ＰＯＣ集符号

推导

该并联机构具有非对称支路，其中支路 Ｌ１、Ｌ２
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　　 表 ２　并联机构 ＰＯＣ符号推导算例

Ｔａｂ．２　ＰＯＣｓｙｍｂｏｌｉｃｄｅｒｉｖａｔｉｏｎｅｘａｍｐｌｅｓｏｆＰＭ

并联机构结构简图 并联机构字符描述 ＰＯＣ符号分析结果

Ｔｏｐ＝Ｌ１＋Ｌ２＋Ｌ３＝

“Ｒ１１Ｒ１２Ｃ１３＋Ｒ２１Ｒ２２Ｃ２３＋Ｒ３１Ｒ３２Ｃ３３”

Ｏｒｉｅｎｔｓ＝｛

Ｏ１＝“Ｒ１１∥Ｒ１２∥Ｃ１３”，

Ｏ２＝“Ｒ２１∥Ｒ２２∥Ｃ２３”，

Ｏ３＝“Ｒ３１∥Ｒ３２∥Ｃ３３”，

Ｏ１２＝“Ｒ１１∧Ｒ２１”，Ｏ１３＝“Ｒ１１∧Ｒ３１”，Ｏ２３＝

“Ｒ２１∧Ｒ３１”｝

　

“ｔ［３］，ｒ［０］”

Ｔｏｐ＝Ｌ１＋Ｌ２＋Ｌ３＋Ｌ４＝

“Ｐ１１Ｒ１２Ｒ１３Ｒ１４＋Ｐ２１Ｒ２２Ｒ２３Ｒ２４＋Ｐ３１Ｓ３２Ｓ３３＋

Ｐ４１Ｓ４２Ｓ４３”

Ｏｒｉｅｎｔｓ＝｛

Ｏ１＝“Ｐ１１⊥Ｒ１２∥Ｒ１３⊥Ｒ１４”，

Ｏ２＝“Ｐ２１⊥Ｒ２２∥Ｒ２３⊥Ｒ２４”，

Ｏ３＝“Ｐ３１∧Ｓ３２∧Ｓ３３”，

Ｏ４＝“Ｐ４１∧Ｓ４２∧Ｓ４３”，

Ｏ１２＝“Ｐ１１∥Ｐ２１⊥Ｒ１２∥Ｒ２２⊥Ｒ１４∥Ｒ２４”，Ｏ３４＝

“Ｐ３１∥Ｐ４１”，Ｏ２３＝“Ｐ２１∥Ｐ３１”｝

“ｔ［３］，ｒ（Ｒ１２，Ｒ１４）”

Ｔｏｐ＝Ｌ１＋Ｌ２＋Ｌ３＝“Ｒ１１Ｐ１２Ｒ１３Ｒ１４＋Ｒ２１Ｐ２２Ｒ２３Ｒ２４＋

Ｒ３１Ｐ３２Ｒ３３Ｒ３４”

Ｏｉｒｅｎｔｓ＝｛

　Ｏ１＝“Ｐ１２＃Ｒ１１∥Ｒ１３∥Ｒ１４”，

　Ｏ２＝“Ｐ２２＃Ｒ２１∥Ｒ２３∥Ｒ２４”，

　Ｏ３＝“Ｐ３２＃Ｒ３１∥Ｒ３３∥Ｒ３４”，

　Ｏ１２＝“Ｒ１１∧Ｒ２１∧Ｐ１１∧Ｐ２２”，

　Ｏ２３＝“Ｒ２１∧Ｒ３１∧Ｐ２２∧Ｐ３２”，

　Ｏ１３＝“Ｒ１１∧Ｒ３１∧Ｐ１１∧Ｐ３２”｝

“ｔ［３］，ｒ［０］”

为ＰＲＲＲ形式，而支路Ｌ３、Ｌ４为ＰＳＳ形式，参考点选
择为动平台上任意一点 Ｑ，如表２所示。

（１）支路内的消元运算
支路的拓扑结构多项式及方位关系链如表２第

２行第 ２列所示。首先计算支路 Ｌ１的运动特征，
Ｌ１＝“Ｐ１１Ｒ１２Ｒ１３Ｒ１４”，方位关系链 Ｏ１＝“Ｐ１１⊥
Ｒ１２∥Ｒ１３⊥Ｒ１４”。该支路的移动特征 ｔ１及旋转特
征 ｒ１分别计算为
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　　ｔ１＝ｔ（Ｌ１）／Ｏ１＝“ｔ（Ｐ１１）ｔ（Ｒ１２）ｔ（Ｒ１３）
ｔ（Ｒ１４）”／“Ｐ１１⊥Ｒ１２∥Ｒ１３⊥Ｒ１４”＝

　“ｔ（Ｐ１１，Ｒ１２）ｔ（Ｒ１３）ｔ（Ｒ１４）”／
　“Ｒ１２∥Ｒ１３⊥Ｒ１４”＝
　“ｔ（Ｐ１１，Ｒ１２）ｔ（Ｒ１４）”／“Ｒ１２⊥Ｒ１４”＝
　“ｔ（Ｐ１１，Ｒ１２，Ｒ１４）”＝“ｔ［３］”
ｒ１＝ｒ（Ｌ１）／Ｏ１＝“ｒ（Ｐ１１）ｒ（Ｒ１２）ｒ（Ｒ１３）
ｒ（Ｒ１４）”／“Ｐ１１⊥Ｒ１２∥Ｒ１３⊥Ｒ１４”＝

　“ｒ（Ｒ１２）ｒ（Ｒ１３）ｒ（Ｒ１４）”／“Ｒ１２∥Ｒ１３⊥
　Ｒ１４”＝“ｒ（Ｒ１２）ｒ（Ｒ１４）”／“Ｒ１２⊥Ｒ１４”＝
　“ｒ（Ｒ１２，Ｒ１４）”
同理可得到支路 Ｌ２的移动特征空间 ｔ２及旋转

特征空间 ｒ２
ｔ２＝ｔ（Ｌ２）／Ｏ２＝“ｔ（Ｐ２１，Ｒ２２，Ｒ２４）”＝“ｔ［３］”

　ｒ２＝ｒ（Ｌ２）／Ｏ２＝“ｒ（Ｒ２２，Ｒ２４）”
令 Ｓ．Ａ１、Ｓ．Ａ２分别为 Ｓ副的 ２条相互独立的

旋转轴线。支路 Ｌ３、Ｌ４具有相同的拓扑结构，先对
支路 Ｌ３进行消元运算，其移动特征空间 ｔ３及旋转
特征空间 ｒ３分别计算为

ｔ３＝ｔ（Ｌ３）／Ｏ３＝“ｔ（Ｐ３１）ｔ（Ｓ３２）ｔ（Ｓ３３）”／
“Ｐ３１∧Ｓ３２∧Ｓ３３”＝

　“ｔ（Ｐ３１）ｔ（Ｓ３２．Ａ１）ｔ（Ｓ３２．Ａ２）ｔ（Ｓ３３）”／
　“Ｐ３１∧Ｓ３２∧Ｓ３３”＝
　“ｔ（Ｐ３１，Ｓ３２．Ａ１，Ｓ３２．Ａ２）ｔ（Ｓ３３）”／“Ｓ３２
∧Ｓ３３”＝“ｔ［３］”／“Ｓ３２∧Ｓ３３”＝“ｔ［３］”

ｒ３＝ｒ（Ｌ３）／Ｏ３＝“ｒ（Ｐ３１）ｒ（Ｓ３２）ｒ（Ｓ３３）”／
　“Ｐ３１∧Ｓ３２∧Ｓ３３”＝
　“ｒ（Ｓ３２）ｒ（Ｓ３３）”／“Ｓ３２∧Ｓ３３”＝
　“ｒ［３］ｒ（Ｓ３３）”／“Ｓ３３”＝“ｒ［３］”
同理得到支路 ４的移动特征空间 ｔ４及旋转特

征空间 ｒ４分别为：ｔ４＝“ｔ［３］”、ｒ４＝“ｒ［３］”。
（２）支路之间的消元运算
根据并联消元规则，由于各支路的移动特征空

间均为３维，故该并联机构的移动特征消元运算可
直接表示为

（ｔ１＋ｔ２＋ｔ３＋ｔ４）／Ｏ１２Ｏ２３Ｏ３４Ｏ１３Ｏ１４Ｏ２４＝
“ｔ［３］＋ｔ［３］＋ｔ［３］＋ｔ［３］”／

Ｏ１２Ｏ２３Ｏ３４Ｏ１３Ｏ１４Ｏ２４＝“ｔ［３］”
该并联机构的旋转特征空间的消元运算为

（ｒ１＋ｒ２＋ｒ３＋ｒ４）／Ｏ１２Ｏ１３Ｏ３４＝“ｒ１＋ｒ２＋
ｒ［３］＋ｒ［３］”／Ｏ１２Ｏ２３Ｏ３４Ｏ１３Ｏ１４Ｏ２４＝“ｒ１＋ｒ２”／
Ｏ１２

考虑到 Ｏ１２＝“Ｐ１１∥Ｐ２１⊥Ｒ１２∥Ｒ２２⊥Ｒ１４∥
Ｒ２４”，易推知旋转特征空间ｒ（Ｒ１２，Ｒ１４）∥ ｒ（Ｒ２２，
Ｒ２４），即 ｒ１∥ｒ２，则前式可继续推导为

　　“ｒ１＋ｒ２”／Ｏ１２＝“ｒ（Ｒ１２，Ｒ１４）＋ｒ（Ｒ２２，
Ｒ２４）”／“Ｐ１１∥Ｐ２１＃Ｒ１４∥Ｒ２４”＝“ｒ（Ｒ１２，Ｒ１４）”

因此，并联机构 ２ ＰＲＲＲ ２ＰＳＳ的 ＰＯＣ＝
“ｔ［３］，ｒ（Ｒ１２，Ｒ１４）”，因而该并联机构具有“３平
移２转动”的方位特征。
３３　并联机构３ ＲＰ４ＲＲＲ的 ＰＯＣ集推导

该并联机构的支路为 ＨＳＯＣ类型，每条支路由
３个 Ｒ副及１个 Ｐ［４Ｒ］（即由 ４个平行 Ｒ副并联）
结构单元构成。由于 Ｐ［４Ｒ］只能提供平移运动，故
可采用一般的 Ｐ副替换，其动平台 ＰＯＣ集并未受到
影响，因而可按照简化并联机构进行 ＰＯＣ集推导，
如表２第３行第１列的３ ＲＰＲＲ。

（１）支路内的消元运算
支路 Ｌ１的移动特征空间的计算过程为
ｔ１＝ｔ（Ｌ１）／Ｏ１＝“ｔ（Ｒ１１）ｔ（Ｐ１２）ｔ（Ｒ１３）
　ｔ（Ｒ１４）”／“Ｐ１２＃Ｒ１１∥Ｒ１３∥Ｒ１４”＝
　“ｔ（Ｐ１２）ｔ（Ｒ１１）ｔ（Ｒ１３）ｔ（Ｒ１４）”／
　“Ｐ１２＃Ｒ１１∥Ｒ１３∥Ｒ１４”＝
　“ｔ（Ｐ１２）ｔ（Ｒ１１，Ｒ１３）”／“Ｐ１２＃Ｒ１１”＝
　 ｔ（Ｐ１２，Ｒ１１，Ｒ１３）”＝“ｔ［３］”
支路 Ｌ１的旋转特征空间的计算过程为
ｒ１＝ｒ（Ｌ１）／Ｏ１＝“ｒ（Ｒ１１）ｒ（Ｐ１２）ｒ（Ｒ１３）
　ｒ（Ｒ１４）”／“Ｐ１２∧Ｒ１１∥Ｒ１３∥Ｒ１４”＝
　“ｒ（Ｒ１１）ｒ（Ｒ１３）ｒ（Ｒ１４）”／“Ｒ１１∥Ｒ１３∥Ｒ１４”＝
　“ｒ（Ｒ１１）ｒ（Ｒ１３）”／“Ｒ１１∥Ｒ１３”＝
　“ｒ（Ｒ１１）”／“Ｒ１１”＝“ｒ（Ｒ１１）”
同理得到支路 Ｌ２、Ｌ３的运动特征空间分别为
ｔ２＝“ｔ（Ｐ２２，Ｒ２１，Ｐ２３）”＝“ｔ［３］”
ｒ２＝“ｒ（Ｒ２１）”
ｔ３＝“ｔ（Ｐ３２，Ｒ３１，Ｐ３３）”＝“ｔ［３］”
ｒ３＝“ｒ（Ｒ３１）”
（２）支路之间的消元运算
移动特征空间的消元运算为

（ｔ１＋ｔ２＋ｔ３）／Ｏ１２Ｏ２３Ｏ１３＝
“ｔ［３］＋ｔ［３］＋ｔ［３］”／Ｏ１２Ｏ２３Ｏ１３＝“ｔ［３］”
对于旋转特征空间，可先进行 ｒ１＋ｒ２，再与 ｒ３

进行消元。考虑到 Ｏ１２＝“Ｒ１１∧Ｒ２１∧Ｐ１１∧Ｐ２２”，
则易推知 ｒ１！∥ｒ２，则有

ｒ１２＝（ｒ１＋ｒ２）／Ｏ１２＝“ｒ（Ｒ１１）＋ｒ（Ｒ２１）”／
Ｏ１２＝“ｒ［０］”

再将 ｒ１２与 ｒ３进行消元
（ｒ１２＋ｒ３）＝“ｒ［０］＋ｒ（Ｒ３１）”／Ｏ１３Ｏ２３＝“ｒ［０］”

因此，该并联机构的ＰＯＣ＝“ｔ［３］，ｒ［０］”，具有
“３平移０转动”的方位特征。

２０４ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１６年



４　结束语

采用拓扑结构多项式描述并联机构的运动副、

支路等组成要素的排列顺序，能够有效表达和分辨

机构的基本拓扑结构类型；方位关系链刻画了并联

机构中运动副之间的轴线方向关系，由多个方位关

系链构成的方位关系组可对支路内部的方位关系和

支路之间的方位关系提供完备描述。将并联机构的

方位特征集分析归结为２种消元规则。该消元规则
被定义为拓扑结构多项式和方位关系组之间的一种

“商”运算，且具有迭代运算的代数特征。根据消元

规则设计了方位特征集的程序化计算方法，采用符

号推导方式，通过实例验证了本文消元规则的有效

性。
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