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摘要：针对现有离心泵混合网格优化算法，分别对四面体网格和三棱柱网格进行优化，会出现优化质量不高且效率

较低的问题，建立一种同时考虑三角形形状和棱柱侧边正交性的三棱柱网格质量优化目标函数，并结合已有四面

体网格质量优化目标函数，建立了能够在优化的同时考虑四面体和三棱柱网格质量的目标函数。此外，对比分析

了 ６种不同求最优值方法在迭代次数以及需求精度等因素变化情况下对混合网格优化效果的影响。数值验证结

果表明，共轭梯度法和二分法相结合且权重系数取 ０２的求最优值方法，其优化效果和效率最好；对比分析本优化

算法与某商业软件中的优化算法，最差网格单元质量和整体网格的质量均有所提高，且本算法优化后得到的最差

网格单元质量要高于某商业软件。所提算法的优化效果优于已有算法。
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　　引言

网格生成是离心泵 ＣＦＤ数值模拟的前提与关
键，是数值计算的首要条件

［１－２］
。网格质量直接影

响 ＣＦＤ数值计算的收敛性、数值计算的精度及计算
效率

［３］
。网格可分为结构网格、非结构网格以及混

合网格３大类，结构网格具有计算精度高、效率高以
及稳定性好等优点，但它难以处理复杂外形且耗时



较长。非结构网格几何灵活性好，能够处理复杂几

何外形，但是计算收敛速度慢，网格单元数量较多，

且需要较大的计算机内存和较长的计算时间。混合

网格生成技术
［４］
结合了非结构网格生成技术和结

构网格生成技术的优点，它不仅能够处理诸如离心

泵这样的复杂模型，还能对离心泵内的湍流流动和

边界层的粘性流动进行准确计算。

Ｃｏｉｒｉｅｒ等［５］
选用包含 ４种单元（即四面体、三

棱柱、金字塔以及六面体）的混合网格对 Ｅｕｌｅｒ方程
和 Ｎ Ｓ方程进行数值计算；Ｌｕｏ等［６］

使用三棱柱／
四面体网格来计算高雷诺数粘性流动，并验证算法

的有效性；Ｋａｌｌｉｎｄｅｒｉｓ等［７－８］
提出了一种新的生成三

棱柱网格的方法，它把代数和椭圆方法相耦合，该方

法计算成本低、网格平滑，且能直接控制网格正交性

和间距；Ｋｈａｗａｊａ等［９］
使用三棱柱／四面体混合网格

处理三维复杂区域，并成功将其运用于飞行器和涡

轮机械领域中；刘学强等
［１０］
采 用 代 数 方 法 和

Ｄｅｌａｕｎａｙ方法分别生成三棱柱网格和四面体网格，
并对三维可压雷诺平均 Ｎ Ｓ方程进行了求解，验
证了算法的有效性；陈坚强等

［１１］
利用混合网格技术

模拟粘性绕流，数值结果与结构网格得到的结果吻

合较好。

以上各种网格技术在离心泵的数值模拟中发挥

了积极作用，但是现有的方法生成离心泵混合网格

时存在着边界处生成的三棱柱网格质量较差、层推

进矢量设计不合理、没有专门针对混合网格优化的

目标函数等问题。本文通过建立一种混合网格优化

目标函数，结合高效的最优值方法，最终达到提高混

合网格质量的目的。

１　混合网格目标函数的建立

１１　基于三棱柱网格的目标函数
为准确有效地进行数值计算，三棱柱网格必须

有很高的质量。其中三角形的形状和侧边的正交性

非常重要，前者影响边界层棱柱和内部四面体的长

宽比（图１ａ），而后者影响棱柱的曲率（图１ｂ）。

图 １　劣质三棱柱网格单元

Ｆｉｇ．１　Ｔｒｉｐｒｉｓｍｇｒｉｄｅｌｅｍｅｎｔｏｆｐｏｏｒｑｕａｌｉｔｙ
（ａ）三角形形状较差　（ｂ）正交性较差

　

为了增加算法的灵活性，通过对两个分别控制

三角形形状和侧边正交性的目标函数进行加权运

算。对棱柱的相关信息进行如下定义，具体标号如

图２所示。

图 ２　三棱柱单元顶点、边、面法向的命名

Ｆｉｇ．２　Ｎａｍｉｎｇｏｆｎｏｒｍａｌｖｅｒｔｅｘ，ｅｄｇｅａｎｄｓｕｒｆａｃｅ

ｔｏｔｒｉｐｒｉｓｍｇｒｉｄｅｌｅｍｅｎｔ
　
其中，ｘｊ（ｊ＝１，２，…，６）为棱柱的顶点，ｘ１ｘ２ｘ３和

ｘ４ｘ５ｘ６为上、下三角形，ｔｊ是 ｘｊ相对应的边。Ｌｉ（ｉ＝１，
２，３）为棱柱侧边，ｎｔ和 ｎｂ分别为三棱柱上、下底面
的法向量，Ｌｉ、ｎｔ、ｎｂ、ｔｊ和 ｘｉ满足

Ｌｉ＝ｘｉ＋３－ｘｉ

定义　ｉ＋ ＝
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定义 ａｔ＝｜ｎｔ｜，ａｂ＝｜ｎｂ｜，ｌｊ＝｜ｔｊ｜。
１１１　基于三角形形状的质量衡量准则

参照文献［１２］，建立衡量棱柱上、下底面的质
量衡量准则，分别用 Ｅθ，ｂ和 Ｅθ，ｔ表示，即

Ｅθ，ｂ＝
槡２ ３ａｂ

ｍａｘ｛ｌｉ｝∑
３

ｉ＝１
ｌｉ

　　 Ｅθ，ｔ＝
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则基于三角形形状的质量衡量准则 Ｅθ为

Ｅθ＝
１
２
（Ｅθ，ｂ＋Ｅθ，ｔ）＝

槡３ａｂ

ｍａｘ｛ｌｉ｝∑
３
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３

ｉ＝１
ｌｉ＋３

其中 ０≤Ｅθ≤１，当上、下底面三角形都为正三角形
时，Ｅθ的值为 １，而上、下底面三角形形状偏离正三
角形越来越远时，Ｅθ的值逐渐趋于０。
１１２　基于正交性的质量准则

为了建立棱柱侧边正交性的质量衡量准则，定

义ｉ和ｉ＋３分别为Ｌｉ与ｎｂ以及Ｌｉ与ｎｔ之间的夹角，则

ｉ＝ａｒｃｃｏｓ
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｜Ｌｉ｜｜ｎｂ｜

ｉ＋３＝ａｒｃｃｏｓ
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正交性的质量准则表示为
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１
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３

ｉ＝
(

１
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当棱柱侧边垂直于上、下底面时，Ｅ⊥的值为 １，
当棱柱侧边与上、下底面平行，Ｅ⊥的值为０。
１１３　三棱柱网格的总体目标函数

本文结合三角形形状和侧边正交性来对三棱柱

网格进行控制，对两者的质量衡量准则进行加权运

算。为使得求解目标函数最小值时，网格质量最大，

可得到基于三棱柱网格的总体目标函数 Ｅ，即
Ｅ＝１－［μＥθ＋（１－μ）Ｅ⊥］ｍｉｎ

式中　μ———权重系数
１２　基于四面体网格的目标函数

对于四面体，它的节点、边等信息定义如图３所
示。

图 ３　四面体单元顶点、边、面法向的命名

Ｆｉｇ．３　Ｎａｍｉｎｇｏｆｎｏｒｍａｌｖｅｒｔｅｘ，ｅｄｇｅａｎｄｓｕｒｆａｃｅｔｏ

ｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｇｒｉｄｅｌｅｍｅｎｔ
　
ｙｋ（ｋ＝１，２，３，４）为四面体的顶点，Ｌｉｊ为顶点 ｙｉ

和 ｙｊ连接的边。Ｓｉ为顶点 ｙｉ相对的三角形面的面
积，Ｖ为四面体的体积，则

Ｌｉｊ＝ｙｊ－ｙｉ
定义 ｄｉｊ＝｜Ｌｉｊ｜，参照文献［１３］建立控制四面体网格
质量的目标函数

Ｆ＝１－Ｑｍｉｎ
其中
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２
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ｊ≠ｉ

Ｓｊｄ ) ]ｉｊ

－３４
＋１４５０６７Ｓ－

３
２ }ｒｍｓ

－１

Ｓｒｍｓ＝
１
４∑

４

ｉ＝１
Ｓ２

槡 ｉ

２　方案确定

２１　最优值优化算法组合
混合网格优化过程中如何获取目标函数最优值

是决定算法优劣的重要因素，一般将获取优化节点

目标函数最优值转化为求解目标函数最小值问题，

即反复地求解一系列无约束条件下单变量函数的最

优问题，在具体实施过程中需要考虑以下两个问题：

一是如何获得目标函数最优下降方向；二是确定每

次迭代的步长。不同探寻目标函数最优下降方向方

法和一维搜索方法的组合就形成了不同的求解目标

函数最优值的方法。将３种求解目标函数最优下降

方向的方法（最速下降法、共轭梯度法
［１４］
和变尺度

法）与３种一维搜索方法（黄金分割法［１５］
、抛物线

法
［１６］
和二分法

［１７］
）组合成 ６种求目标函数最优值

的方法（表１），并比较这些方法对于混合网格优化
算法优化效果的影响。

表 １　不同组合的优化算法

Ｔａｂ．１　Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ

优化算法序号
求解目标函数

下降方向方法
一维搜索方法

１ 最速下降法 黄金分割法

２ 最速下降法 抛物线法

３ 共轭梯度法 抛物线法

４ 共轭梯度法 二分法

５ 变尺度法 抛物线法

６ 变尺度法 黄金分割法

２２　优化结果对比
为分析比较不同求最优值方法对于三棱柱网格

优化效果的影响，选择某一离心泵混合网格的局部

网格（图４，包括２１个节点）进行优化。

图 ４　离心泵局部网格

Ｆｉｇ．４　Ｐａｒｔｉａｌｇｒｉｄｆｏｒｃｅｎｔｒｉｆｕｇａｌｐｕｍｐ
　
该区域节点坐标以及三棱柱单元拓扑连接方式

如表２和表３所示，优化过程中仅移动一个节点（本
文仅以移动节点 ２０为例说明）来提高该区域的整
体网格质量。在采用不同求最优值方法时，同时需

考虑需求精度（即允许误差）对优化效果的影响，本

文选取 ５个需求精度（１０－２、１０－３、１０－４、１０－５和
１０－６），优化过程中保持迭代次数不变（设置为
１００００），优化过程中采用现有的质量衡量准则及其
对应的目标函数。

不同需求精度不同优化方法下优化所耗费时

间、最终迭代次数以及优化后目标函数最优值如

图５所示。从图５ａ、５ｂ中可以看出，相同的需求精
度下，不同的优化方法的耗费时间及迭代次数不尽

相同，其中第１种算法和第４种算法耗费时间最短，
第２种算法和第 ４种算法迭代次数最少，这也间接
地说明了各个优化算法的收敛速度不同；随着需求

精度的增加，优化耗费时间及优化迭代次数逐渐增

加，且在不同需求精度之间的耗费时间曲线及迭代

次数曲线的变化趋势相同。从图５ｃ中可以看出，需
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表 ２　所选区域节点坐标

Ｔａｂ．２　Ｎｏｄｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｓｅｌｅｃｔｅｄａｒｅａ

节点序号
坐标

Ｘ Ｙ Ｚ

１ －０５５ １１５ １０４

２ ０４５ １１６ １０４

３ ０７５ １７５ ０４５

４ ０３３ ２１６ ００３

５ ０３５ ２１４ ００６

６ －０６９ １６８ ０５１

７ ０５６ ２０１ １５３

８ ０４３ ２０１ １５３

９ ０７４ ２６０ ０９４

１０ ０３２ ３０２ ０５２

１１ －０３８ ３０２ ０５２

１２ －０７ ２５３ １０１

１３ －０５８ ２６０ ２３１

１４ ０４１ ２５９ ２２８

１５ ０７２ ３１９ １７１

１６ ０３１ ３６１ １３１

１７ －０４１ ３５８ １２７

１８ －０７３ ３０９ １８１

１９ ０１２ １６８ ０５１

２０ ０１１ ２５３ １０１

２１ ００９ ３１２ １７９

表 ３　所选区域单元连接方式

Ｔａｂ．３　Ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｔｙｐｅｓｏｆｓｅｌｅｃｔｅｄａｒｅａ

单元序号 连接方式

１ １ ２ １９ ７ ８ ２０
２ ２ ３ １９ ８ ９ ２０
３ ３ ４ １９ ９ １０ ２０
４ ４ ５ １９ １０ １１ ２０
５ ５ ６ １９ １１ １２ ２０
６ ６ １ １９ １２ ７ ２０
７ ７ ８ ２０ １３ １４ ２１
８ ８ ９ ２０ １４ １５ ２１
９ ９ １０ ２０ １５ １６ ２１
１０ １０ １１ ２０ １６ １７ ２１
１１ １１ １２ ２０ １７ １８ ２１
１２ １２ ７ ２０ １８ １３ ２１

求精度越高，目标函数最优值越小，这是因为随着精

度的提高，网格质量的最小值得到了提高，从而导致

目标函数值变小，但是当需求精度达到 １０－５时，继
续增加需求精度，函数优化值已经几乎不发生变化；

相同需求精度下，不同优化算法的目标函数最优值

相差不大，综上结果，第４种求最优值的组合算法即
共轭梯度法和二分法相结合的求最优值法优化效果

最好，优化需求精度选取１０－５。

图 ５　需求精度对优化效果的影响

Ｆｉｇ．５　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｄｅｍａｎｄｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｏｎｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

２３　权重系数的确定

为确定优化三棱柱网格的目标函数，需要对

不同权重系数时目标函数的优化效果进行分析，

采用第 ４种优化算法对不同 μ（μ从 ０１变化到
０９）情况下的目标函数进行求解，优化过程采用
已有的衡量三棱柱网格准则即角度扭曲率来判

断劣质单元，基于角度扭曲率的质量衡量准则定

义为

θ (＝１－ｍａｘ
Ｑｍａｘ－Ｑｅ
１８０－Ｑｅ

，
Ｑｅ－Ｑｍｉｎ
Ｑ )
ｅ

其中，Ｑｍａｘ和 Ｑｍｉｎ表示单元中两条边夹角的最大值
和最小值，对于三角形 Ｑｅ为 ６０°，而对于四边形 Ｑｅ
取９０°；０＜θ＜１，当 θ为 １时，表示网格单元为正三
棱柱，当 θ为０时，表示网格单元是劣质单元。

设置需求精度为１０－５，不同权重系数 μ下网格
优化所需的时间如图６所示，从图中可以看出，不同

权重的耗费时间变化并没有一定的规律，其中 μ为
０７时耗时最短，μ为０２时次之。

图 ６　μ对优化时间的影响

Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆμｏｎｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｔｉｍｅ
　
为更好地比较不同权重对网格优化效果的影

响，设置需求精度为 １０－５，比较不同权重下求解目
标函数的最优值（目标函数最优值越小优化效果越

好），如图７所示。从图中可以看出，当权重系数 μ
较大时，求解目标函数的最优值较大，而权重系数 μ
较小时，目标函数的最优值较小，且 μ的取值为 ０２
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图 ７　μ对目标函数最优值的影响

Ｆｉｇ．７　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆμｏｎｏｐｔｉｍａｌｖａｌｕｅｏｆｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ
　
时目标函数最优值最小。

综上所述，综合考虑优化效果及优化效率，选取

０２作为权重系数 μ的值。

３　算例验证

为验证本文优化算法的有效性，对离心泵模型

　　

中的叶轮和蜗壳分别进行混合网格的划分和优化，

模型叶轮和蜗壳如图８所示。表４为模型泵初始划
分的网格数据，不同网格质量范围初始网格单元数

的统计结果如图９所示。

图 ８　模型

Ｆｉｇ．８　Ｍｏｄｅｌ
（ａ）叶轮　（ｂ）蜗壳

　
将本文算法与某商业软件中的优化算法进行对

比分析，表 ５为优化后的网格数据，从数据可以看
　　表 ４　初始网格数据

Ｔａｂ．４　Ｉｎｉｔｉａｌｇｒｉｄｄａｔａ

模型
三棱柱 四面体 总体网格

单元数 最差网格质量 单元数 最差网格质量 单元数 最差网格质量

叶轮 １１３５３２ ０１３２４ ２６１２１７ ０１２２１ ３７４７４９ ０１２２１

蜗壳 ７２３９６ ０１０４７ ２５６０３７ ０１２４１ ３２８４３３ ０１０４７

图 ９　初始网格质量

Ｆｉｇ．９　Ｉｎｉｔｉａｌｇｒｉｄｑｕａｌｉｔｙ
（ａ）叶轮　（ｂ）蜗壳

　
表 ５　优化后网格数据

Ｔａｂ．５　Ｇｒｉｄｄａｔａａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

优化算法 模型
三棱柱 四面体总体网格

单元数 最差单元质量 单元数 最差单元质量
单元数 最差单元质量

本文算法　
叶轮 １１３５３２ ０３１１４ ２６１２２６ ０３０８７ ３７４７５８ ０３０８７

蜗壳 ７２３９６ ０３０３９ ２５６０４５ ０３１１６ ３２８４４１ ０３０３９

某商业软件
叶轮 １１３５３２ ０１６７８ ２６１２２１ ０２４５３ ３７４７５３ ０１６７８

蜗壳 ７２３９６ ０１１５２ ２５６０４４ ０２３５７ ３２８４４０ ０１１５２

出，优化后最差网格单元质量都有所提高，且本文算

法的最差单元质量要高于该商业软件。图 ８、图 ９
分别为叶轮和蜗壳优化后的网格质量分布情况，由

于网格质量在 ０～０２之间的单元数较少，因此把

０～０２区间的网格进行分开单独处理。从图 １０ａ
和图１１ａ中可以看出，该商业软件和本文算法都能
很好地提高整体网格的质量，相较而言，在网格质量

较高的区间（如 ０８～０９区间），本文算法优化后
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的网格单元数更多一些，而网格质量适中的区间

（如０５～０６区间），本文算法优化后的网格单元
数较该商业软件要少些。从图１０ｂ和图１１ｂ中可以
看出，采用商业软件对混合网格优化时，难处理网格

质量介于０１～０３的三棱柱单元和四面体单元，而
采用本文算法对网格进行优化时，能够较好地提高

劣质三棱柱和四面体网格单元质量，即最差单元网

格质量得到了提高，从而验证了本文算法的有效性。

图 １０　叶轮网格优化结果

Ｆｉｇ．１０　Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｍｐｅｌｌｅｒｇｒｉｄ
（ａ）总体网格　（ｂ）局部网格

　

图 １１　蜗壳网格优化结果

Ｆｉｇ．１１　Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｖｏｌｕｔｅｇｒｉｄ
（ａ）总体网格　（ｂ）局部网格

　

４　结论

（１）通过建立一种新的基于三棱柱网格的目标
函数，并结合已有的基于四面体网格的目标函数，实

现了三维混合网格的优化。

（２）对比分析 ６种组合的求解最优值算法，共
轭梯度法和二分法相结合的求最优值算法优化效果

以及优化效率最好；对比分析不同权重系数 μ下网
格优化结果，综合考虑网格优化效果和优化效率，选

取权重系数 μ为０２。
（３）对比分析本文优化算法与某商业软件中的

优化算法，最差网格单元质量和整体网格的质量均

有所提高，且本文算法优化后得到的最差网格单元

质量要高于该商业软件。

（４）采用某商业软件对混合网格优化时，很难
处理网格质量介于０１～０３的单元，而采用本文算
法能够较好地提高该区间的网格质量。
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