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基于改进蚁群算法的３ ＰＰＲ并联机构位置正解研究
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摘要：针对 ３ ＰＰＲ并联机构位置正解问题，运用螺旋理论计算其自由度，并分析其运动特性，同时通过解析法构

建该并联机构的完整运动学逆解。将并联机构运动学正解问题的求解转化为对目标函数优化问题的求解，并基于

此建立该并联机构正解的目标函数优化模型。通过对基本蚁群算法进行有效的改进，构建了可用于求解连续优化

问题的改进蚁群算法。运用该算法求解 ３ ＰＰＲ并联机构的运动学正解并进行 Ｍａｔｌａｂ仿真分析，对比传统数值方

法和改进蚁群算法，证实该算法具有良好的全局寻优能力，并能避免初值和局部最优值对计算结果的影响，可有效

应用于求解并联机构的位置正解问题。
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　　引言

激光惯性约束聚变（Ｉｎｅｒｔｉａｃｏｎｆｉｎｅｍｅｎｔｆｕｓｉｏｎ，
ＩＣＦ）是产生聚变反应的一种方法，ＩＣＦ装置作为一

种大型激光装置则是由一系列不同规则的光学元件

组成，这类光学元件称之为在线可替换单元
［１－２］

（Ｌｉｎｅａｒｒｅｐｌａｃｅｕｎｉｔ，ＬＲＵ）。基于 ＬＲＵ模块制造精
密、造价昂贵、洁净度高、质量大等原因，在装校和拆



卸模块时需要一套可实现６自由度精密调整的装校
平台

［３］
，该装校平台主要由３ ＲＰＳ及３ ＰＰＲ混联

组成，而３ ＰＰＲ并联机构则是实现其平面精密调
整的核心部分。

并联机构的位置正解是并联机构运动学分析的

基础
［４］
，常见解法有代数法和数值法

［５－６］
。Ｇａｌｌａｒｄｏ

Ａｌｖａｒａｄｏ［７］运用闭环矢量法建立了六足并联机器人
的正解模型；程世利等

［８］
提出了一种６ ＳＰＳ并联机

构运动学正解的解析化法；黄昔光等
［９］
利用分次字

典序 Ｇｒｏｅｂｎｅｒ基算法求解了６ ６型并联机构正解；
冯志友等

［１０］
利用序单开链的思想对并联机构进行

了拓扑特征分析和结构分解，将正解方程的维数降

至最低。上述代数法都需建立复杂的数学模型，其

公式推导及计算过程繁杂，并且因机构差异而不具

有通用性。相比之下，数值法相对简洁很多，传统的

数值法主要是通过 Ｎｅｗｔｏｎ法或 Ｎｅｗｔｏｎ Ｒａｐｈｓｏｎ
法迭代求解

［１１－１２］
。因其局限性，Ｒａｈｍａｎｉ等［１３］

提

出运用神经网络算法解决 ６ ＵＰＳ并联机构的正解
问题；韩先国等

［１４］
利用路径跟踪原理得到了 ６

ＳＰＳ并联机构的位置正解；车林仙等［１５］
提出了一种

并联机构的粒子群改进算法；裴葆青等
［１６］
则联合数

值迭代法和附加传感器来解决并联机构正解问题。

上述方法取得了一定成就，但整体普适性较差。

本文利用权和法
［１７］
，将关于非线性方程组的多

目标优化问题转化为单目标优化问题，并采用改进

蚁群算法进行求解。

１　机构自由度分析

３ ＰＰＲ并联机构结构简图如图１所示，主要由
动平台、定平台以及两平台间的导轨滑块组构成。

３ ＰＰＲ并联机构共有３组运动支链，每条支链都由
２个相互垂直的移动副和 １个旋转副串联而成。通
过驱动３个移动副 Ｄ，可实现动平台在 Ｆ１Ｆ２Ｆ３所在
面上的３自由度运动。

因该并联机构中每个支链都是 ＰＰＲ型，为方便
计算，在第１条 ＰＰＲ支链上建立局部坐标系，如图 ２
所示，在局部坐标系 ＯＸＹＺ下支链的运动螺旋矩阵
可以表示为

＄ｗ＝ ＄１ ＄２ ＄[ ]３ （１）

其中旋量分别为

＄１＝［０　０　０；　１　０　０］
Ｔ

＄２＝［０　０　０；　０　１　０］
Ｔ

＄３＝［０　０　１；　０　０　０］
Ｔ

观察可知，支链的约束反螺旋

＄ｒ＝［＄ｒ１　 ＄
ｒ
２　 ＄

ｒ
３］ （２）

其中旋量分别为

图 １　３ ＰＰＲ并联机构简图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆ３ ＰＰＲｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

图 ２　ＰＰＲ运动链

Ｆｉｇ．２　ＫｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎｏｆＰＰＲ
　

＄ｒ１＝［０　０　１；　０　０　０］
Ｔ

＄ｒ２＝［０　０　０；　１　０　０］
Ｔ

＄ｒ３＝［０　０　０；　０　１　０］
Ｔ

考虑到机构的 ３个分支都具有相同的结构，都
会产生一个平行于各自局部坐标系 Ｚ轴的约束力
以及绕 Ｘ、Ｙ轴的约束力偶，故公共约束

λ＝Ｒａｎｋ（＄ｒ）＝３ （３）
机构将降阶为３阶，同时由于约束螺旋的作用，

定平台只能沿 Ｘ０、Ｙ０向平移以及绕 Ｚ０轴旋转。计
算自由度时要考虑过约束和局部自由度情况，修正

的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式为

Ｍ＝ｄ（ｎ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＋ｖ－ζ （４）

式中　Ｍ———机构自由度数
ｄ———机构阶数
ｎ———机构构件数
ｇ———机构中运动副数
ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度数
ｖ———多环并联机构在除去公共约束因素后

的冗余约束数

ζ———机构中局部自由度数
对于本机构，ｄ＝６－λ＝３，ｎ＝８，ｇ＝９，ｖ＝０，ζ＝

０。计算可得自由度 Ｍ＝３，与实际情况相符。

２　机构运动学逆解

在定平台和动平台的几何中心分别建立固定坐

标系 Ｏ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０及动坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１。根据并联机
构的特点，转动副 Ｆ在动系中的坐标位置可由几何
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关系直接求出，移动副 Ｅ１、Ｅ２在定系 Ｙ０、Ｚ０方向以
及 Ｅ３在定系 Ｘ０、Ｚ０方向的位置也可以直接求出。
已知动平台的运动情况，求解移动副 Ｄ１、Ｄ２在 Ｘ０
向以及 Ｄ３在 Ｙ０向的驱动位移量 ｄ１、ｄ２、ｄ３就是运
动学逆解。

转动副 Ｆ从动平台到定平台的齐次变换为
ｘ０
ｙ０
ｚ０













１

＝Ｔ

ｘ１
ｙ１
ｚ１













１

＝
Ｒ Ｐ[ ]０ １

ｘ１
ｙ１
ｚ１













１

（５）

其中 Ｐ＝（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ

Ｒ＝Ｒｏｔ（ｚ，θ）＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ ０
ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０









０ ０ １

（６）

式中　Ｔ———齐次变换矩阵
Ｒ———动系到定系的方向余弦矩阵
Ｐ———动系在定系中的位置向量

根据几何关系可以确定移动副 Ｄ在定系中的
初始零点位置坐标 Ｄｉｏ（Ｄｉｘｏ，Ｄｉｙｏ，Ｄｉｚｏ）以及旋转副 Ｆ
在动系中的坐标 Ｆｉ（Ｆｉｘ，Ｆｉｙ，Ｆｉｚ），由式（５）可知旋
转副 Ｆ在定系中的坐标 Ｆ′ｉ＝ＴＦｉ。

由装配关系可知，Ｄ１、Ｄ２分别与 Ｆ１、Ｆ２在 Ｘ０
向的坐标值相等，Ｄ３与 Ｆ３在 Ｙ０向的坐标值相等。
解算得驱动位移量

ｄ１＝Ｆ１ｘｃｏｓθ－Ｆ１ｙｓｉｎθ＋ｘ－Ｄ１ｘｏ
ｄ２＝Ｆ２ｘｃｏｓθ－Ｆ２ｙｓｉｎθ＋ｘ－Ｄ２ｘｏ
ｄ３＝Ｆ３ｘｓｉｎθ＋Ｆ３ｙｃｏｓθ＋

{
ｙ

（７）

机构的逆解可以简记为

ｄｉ＝ｆｉ（ｘ，ｙ，θ）　（ｉ＝１，２，３） （８）

３　机构正解的目标函数优化模型

运动学正解的实质是求解一组非线性方程组，

由式（８）可知该方程组为
ｄｉ－ｆｉ（ｘ，ｙ，θ）＝０　（ｉ＝１，２，３） （９）

将上述非线性方程组转化为多目标优化问题，

即转变为求解

ｍｉｎＦｉ（ｘ，ｙ，θ）＝｜ｄｉ－ｆｉ（ｘ，ｙ，θ）｜
（ｉ＝１，２，３） （１０）

利用权和法将多目标优化问题转化为所有目标

的加权和的标量问题

ｍｉｎｆ（ｘ）＝∑
３

ｉ＝１
ωｉＦｉ（ｘ）

２
（１１）

式中　ωｉ———权重系数
将式（１０）代入式（１１）中，得到机构正解的数学

优化模型

ｍｉｎｆ（ｘ，ｙ，θ）＝∑
３

ｉ＝１
ωｉＦｉ（ｘ，ｙ，θ）

２
（１２）

同时要求式（９）为零，故各子目标函数权重系
数相等，为简便计算，取 ωｉ＝１（ｉ＝１，２，３）。

４　蚁群算法及其改进

４１　基本蚁群算法
蚁群算法是一种基于种群寻优的启发式搜索算

法，其主要特点是通过正反馈和分布式协作来寻找

最优路径
［１８－１９］

。基本蚁群算法由状态转移规则和

信息素更新规则组成。在 ｔ时刻，蚂蚁 ｋ在位置 ｉ选
择位置 ｊ的转移概率为

Ｐｋｉｊ（ｔ）＝

ταｉｊ（ｔ）η
β
ｉｊ（ｔ）

∑
ｓ∈ａｋ

ταｉｓ（ｔ）η
β
ｉｓ（ｔ）

（ｊ∈ａｋ）

０ （其他
{

）

（１３）

式中　τｉｊ———位置 ｉ、ｊ间的信息素强度

ηｉｊ———能见度系数，反映从位置 ｉ到位置 ｊ的
启发程度，在蚁群运行中保持不变

ａｋ———蚂蚁 ｋ下一步允许选择的位置

α、β———蚂蚁在运动过程中所积累的信息和
启发信息在蚂蚁选择路径中的相对

重要性

随着时间推移，路径上的信息素强度也将发生

变化。经过一段时间，蚂蚁完成一次循环，各路径信

息素更新规则为

τｉｊ（ｔ＋１）＝ρτｉｊ（ｔ）＋Δτｉｊ（ｔ，ｔ＋１） （１４）

其中 Δτｉｊ（ｔ，ｔ＋１）＝∑
ｍ

ｋ＝１
Δτｋｉｊ（ｔ，ｔ＋１） （１５）

式中，Δτｋｉｊ（ｔ，ｔ＋１）表示在时刻（ｔ，ｔ＋１）蚂蚁 ｋ留在
路径（ｉ，ｊ）上的信息素量，其值由蚂蚁表现的优劣程
度而定；Δτｉｊ（ｔ，ｔ＋１）为本次循环中路径（ｉ，ｊ）的信
息素增量；ρ表示信息素的残留度，为避免路径上信
息素无限累加，通常设置 ρ＜１。
４２　改进蚁群算法

基本蚁群算法主要用于求解离散性问题，如

ＴＳＰ旅行商问题［２０］
，并且容易出现局部最优和收敛

速度慢等特点
［２１］
。而目标函数的优化是一个连续

域的优化问题，因此需要一种适用于连续域内的蚁

群算法。高尚等
［２２］
提出在目标函数可行域内划分

网格，将连续空间离散化，再使用蚁群算法进行求

解，但该方法存在求解精度不高、搜索空间大等缺

点；Ｄｅｒｏ等［２３］
提出一种适用于连续域内的蚁群算

法，该方法结合信息素的传递以及直接交流两种方

式来指导蚁群的寻优；杨鹏等
［２４］
也提出几种适用于

连续域、避免局部最优的蚁群算法。上述改进的蚁
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群方法计算过程较为复杂，在此基础上，本文提出一

种较为简单的改进蚁群算法，该改进蚁群算法的基

本思路如下：

根据 ＩＣＦ装置装校需求以及 ３ ＰＰＲ并联机构
的几何特性，给定机构各自由度约束空间：ｘ１＜ｘ＜
ｘ２、ｙ１＜ｙ＜ｙ２、θ１＜θ＜θ２。虽然并联机构位置正解
可能存在多值解，但在该定义域内得到的位置正解

是唯一的。将蚁群随机分布在可行域中来获得蚂蚁

的初始位置，计算蚂蚁信息素初值并从中记录最优

值。根据转移概率，决定蚂蚁进行全局搜索或局部

搜索，每次移动完成进行一次信息素更新，往复循环

直至迭代终止即可获得最优解。

算法具体步骤如下：

（１）采用随机分布的方式在各变量的可行域内
确定蚁群的初始位置。

（２）信息素 τ的大小由目标函数确定，其表达
式为

τ＝－ｆ（ｘ，ｙ，θ） （１６）
其增减性与目标函数相反，本文求目标函数的

最小值，信息素的最大值。因为 ｆ（ｘ，ｙ，θ）正向无限
趋近于零时，其信息素值负向无限趋近于零，不便于

衡量信息素的浓度，故同时也用平均信息素值 τｍ进
行衡量。

τｍ＝ｍｅａｎ（－ｆ（ｘ，ｙ，θ）） （１７）
（３）由式（１７）确定蚁群初始位置时的信息素

值，计算平均信息素值 τｍ并记录最优值 τｂ。
（４）由蚁群转移概率 Ｐｉ，ｊ确定蚁群进行局部搜

索或是全局搜索

Ｐｉ，ｊ＝
τｂ－τｉ，ｊ
τｂ

（１８）

式中　ｉ———蚁群移动次数
ｊ———表蚂蚁序号
τｉ，ｊ———第 ｉ次蚁群移动后第 ｊ只蚂蚁所对应

的信息素值

将 Ｐｉ，ｊ与转移概率常数 ＰＯ比较，如果 Ｐｉ，ｊ＜ＰＯ
则进行局部搜索，反之则进行全局搜索。

（５）蚂蚁每次完成局部搜索或全局搜索后，重
新计算该蚂蚁所对应的信息素值，并做如下判断：如

　　

果 τｎｅｗｉ，ｊ ＞τ
ｏｌｄ
ｉ，ｊ，更新该蚂蚁的信息素值；如果 τ

ｎｅｗ
ｉ，ｊ ＜

τｏｌｄｉ，ｊ，保持该蚂蚁的信息素值不变。
（６）蚁群完成一次循环后，对所有蚂蚁的信息

素值进行更新

τｉ＋１，ｊ＝ρτ
ｏｌｄ
ｉ，ｊ＋τ

ｎｅｗ
ｉ，ｊ （１９）

（７）如此反复迭代，当迭代次数小于规定最大
循环次数，转至步骤（４），否则跳出循环，输出最
终解。

５　机构正解仿真

根据 ＩＣＦ装置装校需要，实际装校平台如图 ３
所示，３ ＰＰＲ并联机构要求 ｘ、ｙ向行程 ±６０ｍｍ，定
位精度小于０５ｍｍ；转角 θ范围为 ±２０°，定位精度
小于０１°。参照如图１所示３ ＰＰＲ并联机构的结
构特点，实际机构 ｘ、ｙ向工作空间为 ±６０ｍｍ，转角
θ运动行程为 ±２４°。

图 ３　装校平台三维图

Ｆｉｇ．３　Ａｄｊｕｓｔｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
１．洁净保持箱　２．３ ＲＰＳ水平调整机构　３．３ ＰＰＲ平面调整

机构

　

以求解 ｘ＝２０ｍｍ、ｙ＝３０ｍｍ、θ＝１５°位置时的
正解为例，验证改进蚁群算法求解并联机构正解的

有效性，其他位置正解求解结果如表 １所示。由
３ ＰＰＲ位置逆解求得此时 ３条支链的长度分
别为：ｄ１＝－１４８３５５ｍｍ，ｄ２ ＝６５３９８４ｍｍ，ｄ３＝
７０１１７０ｍｍ。可得目标函数 ｆ（ｘ，ｙ，θ）在空间可行
域内的值域如图４所示。机构的正解问题可以转化
为寻找该立方体中的目标函数的最小值，图中“”
表示蚁群随机分布的位置。

表 １　改进蚁群算法计算结果

Ｔａｂ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｍｐｒｏｖｅｄａｎｔｃｏｌｏｎｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ

序号
ｘ ｙ θ

目标值／ｍｍ 计算值／ｍｍ 绝对误差 目标值／ｍｍ 计算值／ｍｍ 绝对误差 目标值／（°） 计算值／（°） 绝对误差

１ １０ １００００１ １×１０－５ １５ １５００２４ １６×１０－４ ５ ４９９９５ １×１０－４

２ １０ １００００８ ８×１０－５ ２０ １９９９９６ ２０×１０－５ １０ １００００２ ２×１０－５

３ １５ １５０００３ ２×１０－５ １５ １５０００４ ２７×１０－５ １０ １０００００ ０
４ １５ １５００００ ０ ２０ １９９９７２ １４×１０－４ １５ １５０００８ ５３×１０－５

５ ２０ ２００００８ ４×１０－５ １５ １５０００７ ４７×１０－５ １０ ９９９９９ １×１０－５
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图 ４　蚂蚁初始位置分布图

Ｆｉｇ．４　Ａｎｔｓ’ｉｎｉｔｉａｌｐｏｓｉｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
　
　　运用改进蚁群算法进行仿真计算，所有蚂蚁都
聚集在目标函数 ｆ（ｘ，ｙ，θ）的最小值附近，并未受局
部最小值的影响，如图５、６所示。

图 ５　蚂蚁运动 ５００次位置分布图

Ｆｉｇ．５　Ａｎｔｓ’ｐｏｓｉｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｆｔｅｒ５００ｔｉｍｅｓｍｏｖｅ
　

该算法的收敛速度可从信息素值以及平均信息

素值的变化看出，如图７所示。
　　

图 ６　蚂蚁运动 １０００次位置分布图

Ｆｉｇ．６　Ａｎｔｓ’ｐｏｓｉｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｆｔｅｒ１０００ｔｉｍｅｓｍｏｖｅ
　

图 ７　信息素值和平均信息素值变化曲线

Ｆｉｇ．７　Ｍａｘｉｍｕｍａｎｄａｖｅｒａｇｅｖａｌｕｅｓｏｆｐｈｅｒｏｍｏｎｅ
　
　　由以上计算可得，当目标函数取最小值时 ｘ＝
２００００２ｍｍ，ｙ＝２９９９９３ｍｍ，θ＝１５０００１°，
ｆ（α，β，ｚ）＝－２２５×１０－４，计算精度满足要求。而
传统 Ｎｅｗｔｏｎ Ｒａｐｈｓｏｎ迭代法受初值影响，相同目
标位置时其计算结果如表２所示。

表 ２　Ｎｅｗｔｏｎ Ｒａｐｈｓｏｎ迭代法计算结果

Ｔａｂ．２　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＮｅｗｔｏｎ Ｒａｐｈｓｏｎｍｅｔｈｏｄ

选取初值 计算终值与误差

ｘ／ｍｍ ｙ／ｍｍ θ／（°） ｘ计算值／ｍｍ ｘ绝对误差 ｙ计算值／ｍｍ ｙ绝对误差 θ计算值／（°） θ绝对误差

５ １０ １０ ２００１３４ ６７０×１０－４ ３００１３２ ４４０×１０－４ １４９８３０ ５６７×１０－４

１０ １５ １０ １９９８７３ ６３５×１０－４ ３００２９０ ９６７×１０－４ １５００４７ ３１３×１０－４

１０ ２０ １５ ２０００３２ １６０×１０－４ ２９９９７０ １００×１０－４ １４９９８１ １２７×１０－４

１５ １５ １０ ２００２２５ １１３×１０－３ ３００３７８ １２６×１０－３ １４９８３２ １１２×１０－３

１５ ２０ １０ １９９９９２ ４００×１０－５ ３０００１１ ３７０×１０－５ １５００００ ０

　　由表１、２对比可知，Ｎｅｗｔｏｎ Ｒａｐｈｓｏｎ迭代法计
算结果受初始值影响较大，初始值的不同将使得计

算结果偏差很大；采用本文提出的改进蚁群算法，可

避免初始值对计算结果的影响，从而得到更为精确

的计算解。

６　结束语

利用改进的蚁群算法将有关并联机构的正解的

非线性问题转化为目标函数的最优化问题，避开了

初值选取对计算结果的影响。无需求解雅可比矩阵

及其逆矩阵，使计算过程简便而快捷。采用全局搜

索和局部搜索相结合的方法，避免了局部最优值的

产生。本方法可以解决其他并联机构的位置正解，

具有良好的普适性。
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