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摘要：结合旋量指数积形式（ＰＯＥ）和凯恩方程的优点，提出了一种具有明显几何意义的高效动力学建模方法，并以

此为基础提出机器人系统的快速非奇异终端滑模控制算法。凯恩方程中的偏速度选择为基于旋量理论描述的合

适的物体雅可比矩阵，并以此定义其他动力学模型参数表达方式，且在“钱江一号”串联机器人上进行建模实例验

证。基于该动力学模型，为了改善传统滑模控制的有限时间收敛特性，保证全局控制非奇异性，提出了一种快速全

局非奇异终端滑模控制，通过构造带状态高次项的滑模面函数，得到全局非奇异控制，并保证系统从任意状态到达

滑模面的时间和在滑模上到达平衡点的时间均为有限且快速收敛，通过李雅普诺夫函数证明了其稳定性，并结合

对比实验，验证了该方法在机器人系统中的鲁棒性和有效性。
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　　引言

动力学研究是物体运动和受力之间的关系，是

机器人动态控制和高精度运动控制、动态设计及运

动仿真的基础
［１－４］

。机器人多体系统动力学建模是

一个相当复杂的过程，应用不同的动力学方法研究

同一对象的同一种运动形态，计算速度和计算量相

差很大，是实现实时控制的关键
［５－６］

。

常见的动力学建模方法有牛顿 欧拉方法、拉格

朗日方程、凯恩方程等，牛顿 欧拉方程
［７］
是采用形

位坐标作为独立变量的传统力学方法，包含机器人

关节处的约束反力，但体数较多时，将引入大量的约

束反力，消去它们形成机器人运动和驱动力矩关系

的显式较烦，使得建模过程变得复杂。而以拉格朗

日方程为代表的分析力学方法
［８－９］

，则是将系统作

为一个整体去研究，但是由于引入了动能，需两次求

导，均为偏微分方程，计算量大且速度低，对于体数

目比较多时的推导过程费时费力，给出的若干二阶

方程式也相当冗长。凯恩方程兼有牛顿欧拉方法和

拉格朗日方法两者优点，从运动本质出发，引入了伪

速度而获得简洁的一阶微分方程组
［９－１０］

。它的特

点是引入了广义速率的定义，利用广义速率代替广

义坐标描述系统的运动，直接利用达朗伯原理建立

动力学方程，既适用完整系统，也适用于非完整系

统。且利用李群及旋量理论等数学工具得到的刚体

运动描述方式具有明确的几何意义
［１１－１２］

，其将速度

与角速度统一处理，形式简洁，能够有效简化系统运

动学分析。

针对不确定性干扰和摄动的多关节机器人的高

精度轨迹跟踪控制问题，滑模变结构控制因具有较

强的鲁棒性而成为一种有效的控制方法，包括线性

滑模、非线性滑模控制等，其中典型的非线性滑模控制

是文献［１３］提出的非奇异终端滑模控制，但是该方法
存在有限时间收敛较慢的缺点，即在远离平衡点的区

域收敛速度较慢且系统不具备全局快速收敛特性。

本文将旋量理论与凯恩方程方法相结合，研究

一种具有明显几何特性且计算复杂性低，求解过程

简洁，步骤清晰，便于计算机实现的高效动力学建模

方法。同时，基于动力学模型对机器人系统的高精

度轨迹跟踪控制
［１４－１５］

进行研究，提出一种全局快速

非奇异终端滑模控制，研究非线性滑模超曲面在保

证控制非奇异的同时改善其收敛特性。

１　基于 ＰＯＥ的动力学建模

１１　旋量指数积

Ｃｈａｓｌｅｓ定理［１６］
证明了任何物体从一个位形到

另一个位形的刚体运动都可以用绕某直线的转动和

沿该直线的移动复合实现，这种移动与转动的组合

运动，可将其称之为螺旋运动。而螺旋运动的无穷

小量即运动旋量，其 Ｐｌｕｃｋｅｒ坐标形式定义为

ξ＝
ω[ ]ｖ （１）

式中　ω———旋转角速度　　ｖ———平移线速度
式（１）映射到特殊欧式群 ｓｅ（３），表示为

ξ^＝
ω^ ｖ
０[ ]０ （２）

其中 ω^＝

０ －ω３ ω２
ω３ ０ －ω１
－ω２ ω１











０

定义算子∨，可以将４×４矩阵 ξ^映射为６维向
量 ξ，即运动旋量的 Ｐｌｕｃｋｅｒ坐标形式

ω^ ｖ
０[ ]０

∨

＝
ω[ ]ｖ （３）

同样利用逆算子∧，可以将给定的 ６维向量构
造成矩阵形式

ω[ ]ｖ
∧

＝
ω^ ｖ
０[ ]０ （４）

根据旋量理论，刚体的螺旋运动可以采用运动

旋量的指数坐标形式来表示，即任何一个刚体运动

ｇ∈ｓｅ（３），都有 ｇ＝ｅξ^θ。其中

ｅξ^θ＝

ｅω^θ （Ｉ－ｅω^θ）（ω×ｖ）＋θωωＴｖ[ ]０ １
（ω≠０）

Ｉ θｖ[ ]０ １
（ω＝０









 ）

（５）

其中　ｅω^θ＝Ｉ＋ω^ｔ＋（ω^ｔ）
２

２！
＋（ω^ｔ）

３

３！
＋… ＝

Ｉ＋ω^ｓｉｎθ＋ω^２（１－ｃｏｓθ）
在刚体上的物体坐标系｛Ｔ｝相对与惯性坐标系

｛Ｓ｝的位姿变换可以用刚体运动 ｇｓｔ（θ）来表示，以
ｇｓｔ（０）表示物体坐标系相对于惯性坐标系的初始位
形，则刚体相对于某一特定轴作螺旋运动 ξ，可表示
为

ｇｓｔ（θ）＝ｅ
ξ^θｇｓｔ（０） （６）

这时，将各个关节的运动加以组合，就可以得到

机器人正向运动学的指数积为

ｇｓｔ（θ）＝ｅ
ξ^１θ１ｅξ^２θ２…ｅξ^ｎθｎｇｓｔ（０） （７）

１２　旋量雅可比矩阵
对于 ｎ关节的串联机器人来说，ｇｓｔ（θ）表示串

联机器人末端执行器的位形空间，则它的末端瞬时

空间速度可表示
［１７］
为
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V̂S
ST = g·st(兹)g - 1

st (兹) =

移
n

i =
(

1

鄣gst

鄣兹i
兹
· )i g - 1

st (兹) = 移
n

i =
(

1

鄣gst

鄣兹i
g - 1
st (兹 )) 兹

·
i (8)

由上可知,末端执行器的速度与各个关节速度

之间是一个线性的关系,对应的运动旋量坐标可表

示为

VS
ST = 移

n

i =
(

1

鄣gst

鄣兹i
g - 1
st (兹 ))

遗
兹
·

i (9)

令 JS
ST ( 兹 ) ( (=

鄣gST

鄣兹1
g - 1
ST (兹 ))

遗

(

…

鄣gST

鄣兹n
g - 1
ST (兹 )) )

遗

,兹
·

= ( 兹
·

1,兹
·

2,…,兹
·

n) T,则式 (9)

变为

VS
ST = JS

ST(兹)兹
·

(10)
相应地,关节 j 在关节 i 物体坐标系物体 Li 中

的物体雅可比矩阵[17]为

Vb
SLi = g - 1

SLi (兹)g
·

SLi(兹) =

g - 1
SLi (兹) 移

i

j =
(

1

鄣gSLi

鄣兹 j
兹
· )j = 移

i

j =
(

1
g - 1
SLi (兹)

鄣gSLi

鄣兹 )
j

兹
·

j

(11)

令 Jb
SLi ( 兹 ) [ (= g - 1

SLi (兹 ()
鄣gSLi

鄣兹 ) )
1

遗

(

…

g - 1
SLi (兹 ()

鄣gSLi

鄣兹 ) )
j

遗

]0 为物体雅可比矩阵,则由

式(11)可得

Vb
SLi = Jb

SLi(兹)兹
·

(12)
由指数积式(7)可得

g - 1
SLi (兹 ()

鄣gSLi

鄣兹 )
j

=

摇 g - 1
SLi (0)e

- 孜̂i兹i…e - 孜̂j兹j( 孜̂ j)e 孜̂j兹j…e 孜̂i兹igSLi(0) (13)

(令 g - 1
SLi (兹 ()

鄣gSLi

鄣兹 ) )
j

遗

= 孜忆ij,则物体雅可比矩

阵可写作

Jb
SLi(兹) = [孜忆i1 … 孜忆ij 0] (14)

式中 孜忆ij代表关节关节 j 在物体坐标系 Li 中的运动

旋量,表征从初始位形变换到当前位形的刚体运动

(在物体坐标系 Li 中),且该运动状态具有很明显的

几何意义[18]。
1郾 3摇 凯恩方程

根据凯恩方程定义[10]和式(12),选择 兹
·
= ( 兹

·
1,

兹
·

2,…,兹
·

n) T 为串联机器人的广义速度,则物体雅可

比矩阵 Jb
SLi(兹) 可选择为偏速度旋量,其中的每一

列 孜忆ij都代表串联机器人相对应关节的偏速度旋量。
基于上述思路,结合旋量理论,对应得到以下凯

恩方程定义:
主动力旋量 F孜 由作用于关节连杆质心的主动

力主矢 Rb 和主动力对质心的主矩 Tb 组合而成

F孜 = [Rb Tb] T (15)
惯性力旋量 F*

孜 由作用于关节连杆质心的惯性

力主矢 R*
b 和惯性力对质心的主矩 T*

b 组合而成

F*
孜 = [R*

b T*
b ] T (16)

n 自由度串联机器人相对于 j 关节的广义主动

力 F j 等于各关节的主动力旋量 F孜i与该关节对应的

偏速度旋量 孜忆ij点积之和

F j = 移
n

i = 1
FT

孜i孜忆ij 摇 ( j = 1,2,…,n) (17)

同样的,n 自由度串联机器人相对于 j 关节的广

义惯性力 F*
j 等于各关节的惯性力旋量 F*

孜i 与该关

节对应的偏速度旋量 孜忆ij点积之和

F*
j = 移

n

i = 1
F*T

孜i 孜忆ij 摇 ( j = 1,2,…,n) (18)

最终,结合旋量理论,n 自由度串联机器人的凯

恩方程动力学为

F1 + F*
1 = 0

F2 + F*
2 = 0

左
Fn + F*

n

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï = 0

(19)

2摇 建模实例

为了验证本文提出的基于旋量理论的凯恩动力

学建模方法,本节主要针对 6 自由度“钱江一号冶的
前 3 个关节进行动力学建模,其结构及关节连杆坐

标系的建立如图 1 所示。
在每个关节的质心上建立关节连杆坐标系:T1、

T2、T3。
每个关节的运动旋量方向为

棕1 =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

0
0
1

摇 棕2 =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1
0
0

摇 棕3 =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1
0
0

2郾 1摇 广义主动力

考虑 T1 为参考坐标系,则关节 1 的运动副旋量

为

r11 =
0
- a1

- d

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

摇 孜忆11 =
棕11

r11 伊棕
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

11
=

0
0
1
- a1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

0
0

因此,关节 1 的物体雅可比矩阵为
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图 １　“钱江一号”机器人

Ｆｉｇ．１　“ＱｉａｎｊｉａｎｇＩ”ｓｅｒｉａｌｒｏｂｏｔ
（ａ）机器人本体　（ｂ）结构及关节坐标简图

　

Ｊｂ１（θ）＝［ξ′１１ ０ ０］ （２０）

考虑 Ｔ２为参考坐标系，则关节１的运动副旋量
为

ｒ２１＝

０
－ｌ２

－（ｌ１＋ａ２









）
　ξ′２１＝

ω２１
ｒ２１×ω[ ]

２１

＝

ｅｘ^θ２










０
０
１

０
－ｌ２

－（ｌ１＋ａ２









）
×ω





















２１

＝

０
－ｓ２
ｃ２

－（ｌ１＋ａ２）ｓ２－ｌ２ｃ２





















０
０

关节２的运动副旋量为

ｒ２２＝

０
０
－ａ









２

　ξ′２２＝
ω２２

ｒ２２×ω[ ]
２２

＝

１
０
０
０
ａ２



















０

因此，关节２的物体雅可比矩阵为

Ｊｂ２（θ）＝［ξ′２１ ξ′２２ ０］ （２１）

考虑 Ｔ３为参考坐标系，则关节１的运动副旋量
为

ｒ３１＝

０
－（ｌ２＋ｄ３）

－（ｌ１＋ｌ３＋ａ３









）
　ξ′３１＝

ω３１
ｒ３１×ω[ ]

３１

＝

ｅｘ^θ２ｅｘ^θ３










０
０
１

０
－（ｌ２＋ｄ３）

－（ｌ１＋ｌ３＋ａ３









）
×ω





















３１

＝

０
－２ｃ２ｓ３
ｃ２３

－（ｌ２＋ｄ３）ｃ２３－２（ｌ１＋ｌ３＋ａ３）ｃ２ｓ３





















０
０

则关节２的运动副旋量为

ｒ３２＝

０
－ｄ３

－（ａ３＋ｌ３









）
　ξ′３２＝

ω３２
ｒ３２×ω[ ]

３２

＝

ｅｘ^θ３










１
０
０

０
－ｄ３

－（ａ３＋ｌ３









）
×ω





















３２

＝

１
０
０
０

－（ａ３＋ｌ３）

ｄ



















３

则关节３的运动副旋量为

ｒ３３＝

０
－ｄ３
－ａ









３

　ξ′３３＝
ω３３

ｒ３３×ω[ ]
３３

＝

１
０
０
０
－ａ３
ｄ



















３

因此，关节３的物体雅可比矩阵为

Ｊｂ３（θ）＝［ξ′３１ ξ′３２ ξ′３３］ （２２）
考虑主动力旋量，通过观察即可得到，针对关节

１，主动力旋量为
ＲＣ１＝［０ ０ －ｍ１ｇ］Ｔ

ＭＣ１＝［τ２ ０ τ１］Ｔ

Ｆξ１＝［０ ０ －ｍ１ｇ τ２ ０ τ１］
{ Ｔ

（２３）

针对关节２，主动力旋量为
ＲＣ２＝［０ －ｍ２ｇｓ２ －ｍ２ｇｃ２］Ｔ

ＭＣ２＝［－τ２＋τ３ ０ ０］Ｔ

Ｆξ２＝［０ ｍ２ｇｓ２ －ｍ２ｇｃ２ －τ２＋τ３ ０ ０］
{ Ｔ

（２４）
针对关节３，主动力旋量为

ＲＣ３＝［０ ｍ３ｇｓ２３ －ｍ３ｇｓ２３］Ｔ

ＭＣ３＝［－τ３ ０ ０］Ｔ

Ｆξ３＝［０ ｍ３ｇｓ２３ －ｍ３ｇｃ２３ －τ３ ０ ０］
{ Ｔ

（２５）
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因此,3 个关节的广义主动力分别为

F1 = FT
孜1孜忆11 + FT

孜2孜忆21 + FT
孜3孜忆31

F2 = FT
孜1孜忆12 + FT

孜2孜忆22 + FT
孜3孜忆32

F3 = FT
孜1孜忆13 + FT

孜2孜忆23 + FT
孜3孜忆

ì

î

í

ï
ï

ïï
33

(26)

2郾 2摇 广义惯性力

根据凯恩方程的定义,惯性力主矢 R*
b 和主矩

T*
b 可通过以下递推公式获得

R*
Ci

= -miV
·b

Ci

M*
Ci

= - IbCi
棕· b

Ti - 棕b
Ti 伊 (IbCi

棕b
Ti

{ )
(27)

其中 棕b
Ti = RTiTi - 1

棕b
Ti - 1

+ 兹
·
棕忆i

棕· b
Ti = RTiTi - 1

棕b
Ti - 1

+ 兹
··
棕忆i + 兹

·
(棕b

Ti 伊 棕忆i)

V
·b

Ci
= V

·b
Ti + 棕· b

Ti 伊 rbi + 棕b
Ti(棕

b
Tir

b
i )

V
·b

Ti = RTiTi - 1
{V

·b
Ti - 1

+ 棕· b
Ti - 1

( - rbi ) +

摇 摇 棕b
Ti - 1

[棕b
Ti - 1

伊 ( - rbi

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï )]}

(28)

式中摇 IbCi
———关节 i 关于惯性主轴的惯性矩阵

V
·b

Ci
———关节 i 的质心加速度

棕b
Ti、棕

· b
Ti———关节角速度和角加速度

RTiTi - 1
———从关节坐标系 Ti - 1到 Ti 的坐标变

换矩阵

棕忆i———角速度方向

rbi ———关节旋转轴 i 至关节质心 i 的距离

因此,根据式(27)和式(28),可以得到关节 1
的惯性力主矢 R*

b 和主矩 T*
b

R*
Ci = [ - 兹

··
1a1m1 - 兹

·2
1a1m1 0] T

M*
Ci = [0 0 - Izz1 兹

··
1]

T

F*
孜1 = [R*

C1 M*
C1] T

关节 2 的惯性力主矢 R*
b 和主矩 T*

b

R*
C2 =

m2a2(2兹
·

1 兹
·

2c2 - s2 兹
··

1)

-m2a2(c2 s2 兹
·2

1 + 兹
··

2)

-m2a2( s22 兹
·2

1 + 兹
·2

2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú)
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- Ixx2 兹
··

2 - ( Iyy2 - Ixx2) 兹
·2

1 s2c2
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··
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·

1 兹
·
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·

1 兹
·

2 s

é

ë

ê
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ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

2

F*
孜2 = [R*

C2 M*
C2] T

关节 3 的惯性力主矢 R*
b 和主矩 T*

b

R*
C3 = -m3

( - 兹
·

1 兹
·

2c23 + s23 兹
··

1 - 兹
·
1c23(1 + 兹

·
2 + 兹

·
3) + c2 兹

·
1 兹
·
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1)a3 + ( 兹
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1 兹
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1 +2c3 s2 兹
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··

2c3 + s3 兹
·
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2 + 兹
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·
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3)2 +4s22c23 兹
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2 +2s2c3c23 兹
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1d3 - c2 s23 兹
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1 + c3 s2 兹
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ê
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- Ixx3 兹
··

2 - 2( Iyy3 - Izz3) 兹
·2

1 s2c3

- Ixx3c23 兹
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1( 兹
·

2 + 兹
·

3) - Iyy3( 兹
·

1 兹
·

2c23 + 兹
·

1 兹
·

3c23 - 兹
··

1 s23) 兹
··

1 s2 + Izz3 兹
·2

1c23( 兹
·

2 + 兹
·

3)

2( Iyy3 - Ixx3) s2c3 兹
·

1( 兹
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2 + 兹
·

3) - Izz3( 兹
·

1 兹
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2 s23 + 2兹
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1 兹
·

3 s2c3 + 兹
··

1c23

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
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F*
孜3 = [R*

C3 M*
C3] T

因此,3 个关节的广义惯性力为

F*
1 = F*T

孜1 孜忆11 + F*T
孜2 孜忆21 + F*T

孜3 孜忆31
F*

2 = F*T
孜1 孜忆12 + F*T

孜2 孜忆22 + F*T
孜3 孜忆32

F*
3 = F*T

孜1 孜忆13 + F*T
孜2 孜忆23 + F*T

孜3 孜忆

ì

î

í

ï
ï
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(29)

3摇 快速非奇异终端滑模控制

将第 2 节得到的凯恩动力学方程整理合并之

后,式(29)也可写成动力学标准矢量矩阵表达式

M(q)q··+ C(q,q·)q· +G(q) = 子 + F( t) (30)
式中摇 M(q)———惯性矩阵

C(q,q·)———离心力和哥氏力矩阵

G(q)———重力向量摇 摇 子 ———扭矩向量

F( t)———外界扰动力矩向量

考虑以上动力学模型,为了提高机器人系统的

抗干扰性和鲁棒性,引入滑模变结构控制来进行控

制器的设计。
针对 n 关节的串联机器人,传统非奇异终端滑

模面[13]为(计为“NTSM冶)
s( t) = e1 + cep / q

2 (31)
其中 c = diag[c1…ci…cn],ci > 0,p、q 正奇数,满足:
q < p < 2q,且 e1 = qd - q 是轨迹误差, e2 = q·d - q· 是

误差的导数。
采用该滑模面进行等效滑模控制时,可以避开

奇异点,但是分析其收敛时间特性,即系统误差收敛

至零。
s( t) = e1 + cep / q

2 = 0寅e2 = - c - 1eq / p
1 (32)

相应的, 线性滑模的收敛特性为(LSM)
s( t) = 茁e1 + e2 = 0寅e2 = - 茁e1 (33)

其中 茁 = diag[茁1…茁i…茁n],茁i > 0,为线性滑模面系

数。
从式(32)、(33)可以看出,当系统状态在平衡
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点附近（ｅ１→０，ｅ２→０）时，由于 ｑ＜ｐ＜２ｑ，ＮＴＳＭ的
收敛速度要优于 ＬＳＭ。但是，当系统状态远离平衡
点，取滑模面系数 β＝ｃ－１时，ＮＴＳＭ的收敛速度要明
显低于线性滑模的指数收敛速度，因而非奇异终端

滑模消除奇异性是以失去快速收敛性为代价的。

３１　控制器设计
为了改善非奇异终端滑模存在的以上问题，提

高收敛时间，同时兼顾终端滑模控制的非奇异要求，

提出一种快速非奇异终端滑模面（ＦＮＴＳＭ）
　ｓ（ｔ）＝ｅ１＋βｅ

ｒ
１＋ｃｅ

ｐ／ｑ
２ 　（ｒ＞１，ｑ＜ｐ＜２ｑ） （３４）

当系统状态离平衡点较远时，βｅｒ１高次项起主
要作用，可以加快其收敛速度，当系统状态接近平衡

点时，即 ｅ１→０和 ｅ２→０，则 βｅ
ｒ
１高次项可以忽略不

计，此时滑模面类似于非奇异终端滑模面式（３１），
在这个阶段其收敛速度也近似于 ＮＴＳＭ。因此，本滑
模面的设计既能保证全局快速收敛性，采用等效控

制律也能保证其控制非奇异性

τ＝Ｍｑ··ｄ＋Ｃ＋Ｇ＋Ｍｃ－１ｑｐ
（１＋ｒβｅｒ－１１ ）ｅ

２－ｐ／ｑ
２ ＋

Ｋｓｇｎｓ （３５）
其中 Ｋｉ＝ｍａｘ｜Ｆｉ（ｔ）｜＋η　（η＞０）

ｒ＞１，ｑ＜ｐ＜２ｑ，由于 ｒ＞１，（２－ｐ／ｑ）＞０，则控
制律的设计从理论上保证了控制器不会存在控制奇

异区域。

３２　稳定性分析
选择李雅普诺夫函数为

Ｖ＝１
２
ｓ（ｔ）Ｔｓ（ｔ） （３６）

对其求一阶导数得

Ｖ
·

＝ｓ（ｔ）ｓ·（ｔ）＝

ｓ（ｔ [） （１＋ｒβｅｒ－１１ ）ｅ２＋ｃ
ｐ
ｑ
ｅｐ／ｑ－１２ （ｑ··ｄ－ｑ·· ]）

（３７）
联立式（３６）和（３７），得到

Ｖ
·

＝ｓ（ｔ）ｓ·（ｔ）＝

ｓ（ｔ [） （１＋ｒβｅｒ－１１ ）ｅ２＋ｃ
ｐ
ｑ
ｅｐ／ｑ－１２ （ｑ··ｄ－ｑ·· ]） ＝

ｓ（ｔ{） （１＋ｒβｅｒ－１１ ）ｅ２＋ｃ
ｐ
ｑ
ｅｐ／ｑ－１ [２ ｑ··ｄ＋

１
Ｍ
（Ｃ＋Ｇ－ｔ－Ｆ（ｔ ] }）） ＝

－１
Ｍ
ｐ
ｑ
ｅｐ／ｑ－１２ ｓ（ｔ）（Ｋｓｇｎｓ＋Ｆ（ｔ）） （３８）

因为 Ｋ满足 Ｋｉ＝ｍａｘ｜Ｆｉ（ｔ）｜＋η，η＞０，因此
式（３８）中

ｓ（ｔ）（Ｋｓｇｎ（ｓ）＋Ｆ（ｔ））≥η｜ｓ（ｔ）｜ （３９）
进一步可得

Ｖ
·

≤ －１Ｍ
ｐ
ｑ
ｅｐ／ｑ－１２ η｜ｓ（ｔ）｜ （４０）

由于 ｐ、ｑ均为正奇数，有 ｅｐ／ｑ－１２ ≥０，则式（４０）
可写作

Ｖ
·

≤ －η′｜ｓ（ｔ）｜≤０ （４１）

其中 η′＝１Ｍ
ｐ
ｑ
ｅｐ／ｑ－１２ η≥０

这时分以下几种情况考虑：

（１）当 ｓ（ｔ）≠０和 ｅ２≠０时，Ｖ
·

＜０，有李雅普诺
夫稳定性判据可知，系统状态渐近收敛至滑模面

ｓ（ｔ）＝０。

（２）当 ｓ（ｔ）＝０时，Ｖ
·

＝０，说明系统已经到达滑
模面，根据 ＬａＳａｌｌｅ不变性原理可知，系统将会渐近
收敛至平衡点（ｅ１＝０且 ｅ２＝０）。

（３）当 ｅ２＝０时，Ｖ
·

＝０，可以证明 ｅ２＝０，ｅ１≠０

并不是一个稳定的状态，Ｖ
·

＝０不可能一直保持。把
控制律式（３７）代入系统式（４０）中得

ｅ·２＝－ｃ
－１ｑ
ｐ
（１＋ｒβｅｒ－１１ ）ｅ

２－ｐ／ｑ
２ －Ｋｓｇｎ（ｓ）－Ｆ（ｔ）

Ｍ
（４２）

图２为系统状态的相平面轨迹，因此当 ｅ２＝０，

ｓ（ｔ）＞０时，则由式（３４）得 ｅ１＞０，由式（４０）得 ｅ
·

２＜
０，则在相平面的右半平面 ｅ１轴附近存在一个极小

值 δ＞０，使得当 ｅ２∈［－δ，δ］时，由于 ｅ
·

２＜０，系统状
态将远离 ｅ１轴向第二象限的滑模面 ｓ（ｔ）＝０运动；
同理当 ｅ２＝０，ｓ（ｔ）＜０时，则由式（３４）得 ｅ１＜０，由

式（４２）得 ｅ·２＞０，则在相平面的左半平面 ｅ１轴附近
存在一个极小值 δ＞０，使得当 ｅ２∈［－δ，δ］时，由于

ｅ·２＞０，系统状态将远离 ｅ１轴向第四象限的滑模面

ｓ（ｔ）＝０运动。即在 ｅ２＝０附近，Ｖ
·

＝０不可能一直保
持。

图 ２　系统相平面轨迹

Ｆｉｇ．２　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｙｓｔｅｍ
　

综上所述，Ｖ
·

＝ｓ（ｔ）ｓ·（ｔ）最终满足滑模到达条件
ｓ（ｔ）ｓ·（ｔ）＜０，系统将在有限时间到达并保持非奇异
终端滑模状态 ｓ（ｔ）＝０，此后系统状态 ｅ１、ｅ２将有限
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时间内收敛到零，定理得证。

４　实验结果

为了验证本控制算法，在“钱江一号”串联机器

人的２、３关节上进行轨迹跟踪实验，其余关节锁死。
动力学模型方程为

Ｍ１１（ｑ） Ｍ１２（ｑ）

Ｍ２１（ｑ） Ｍ２２（ｑ[ ]）ｑ··＋
　
Ｃ１１（ｑ，ｑ

·
） Ｃ１２（ｑ，ｑ

·
）

Ｃ２１（ｑ，ｑ
·
） Ｃ２２（ｑ，ｑ

·







）
ｑ· ＋

Ｇ１（ｑ）

Ｇ２（ｑ[ ]） ＝τ （４３）

其中 Ｍ１１（ｑ）＝ｍ１ｒ
２
１＋

ｍ２［ｌ
２
１＋ｒ

２
２＋２ｌ１ｒ２ｃｏｓｑ２］＋Ｉ１＋Ｉ２

Ｍ２２（ｑ）＝ｍ２ｒ
２
２＋Ｉ２

Ｍ１２（ｑ）＝Ｍ２１（ｑ）＝ｍ２［ｒ
２
２＋ｌ１ｒ２ｃｏｓｑ２］＋Ｉ２

Ｃ１１（ｑ，ｑ
·
）＝－ｍ２ｌ１ｒ２ｑ

·

２ｓｉｎｑ２
Ｃ１２（ｑ，ｑ

·
）＝－ｍ２ｌ１ｒ２（ｑ

·

１＋ｑ
·

２）ｓｉｎｑ２
Ｃ２１（ｑ，ｑ

·
）＝ｍ２ｌ１ｒ２ｑ

·

１ｓｉｎｑ２　Ｃ２２（ｑ，ｑ
·
）＝０

Ｇ１（ｑ）＝（ｍ１ｒ１＋ｍ２ｌ１）ｇｓｉｎｑ１＋ｍ２ｇｒ２ｓｉｎ（ｑ１＋ｑ２）
Ｇ２（ｑ）＝ｍ２ｇｒ２ｓｉｎ（ｑ１＋ｑ２）

相关模型参数为
［１９］
：ｍ１＝６０ｋｇ，ｍ２＝４５ｋｇ，ｌ１＝

０５５ｍ，ｌ２ ＝０５９ｍ，ｒ１ ＝０３１ｍ，ｒ２ ＝０３５ｍ，Ｉ１ ＝

１１ｋｇ·ｍ２，Ｉ２＝１４５ｋｇ·ｍ
２
，ｇ＝９８ｍ／ｓ２。

２个关节的参考跟踪轨迹为

ｑｄ（ｔ）＝
１０［０５（１－ｅｔ）＋ｓｉｎ（５ｔ）］

１０［０５（１－ｅｔ）＋（１－ｃｏｓ（５ｔ[ ]））］
（４４）

采用式（３５）的控制律，其中控制参数为 β＝
ｄｉａｇ｛２２ １５｝，ｃ＝ｄｉａｇ｛５５ ５８｝，ｐ＝５，ｑ＝３，ｒ＝３，
Ｋ＝ｄｉａｇ｛１０ １０｝。

同时，为了对比验证本文快速非奇异终端滑模

控制的有效性和快速性，与文献［１３］中的非奇异终
端控制律作对比，为保证合理性，相应的控制器参数

设为相同。对比实验得到的结果如图３～４所示。
从图３结果可以看出，２个对比算法最终都能

达到滑模面，且都能在有限时间内收敛于平衡点。

但从图４误差图可以看出，在滑模面相应系数取值
相同时，本文提出的快速非奇异滑模控制（ＦＮＴＳＭ）
到达平衡点所用时间比常规非奇异终端滑模控制

（ＮＴＳＭ）所用时间明显缩短，即在系统状态初始状
态误差较大时，在图 ４关节 ３跟踪误差曲线的 ０～
１５ｓ，即远离平衡点时，本文的控制律相比 ＮＴＳＭ具
有较快的收敛速度，但是在接近系统平衡点，系统误

差较小的１５～２ｓ时，两则的收敛速度相当。为了
量化考核２个控制算法的收敛时间，引入以下的性
能指标参数：

图 ３　轨迹跟踪曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｔｒａｃｋｉｎｇｏｆ２ＤＯＦ
（ａ）关节２　（ｂ）关节３

　

图 ４　轨迹跟踪误差曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｔｒａｃｋｉｎｇｅｒｒｏｒｓｏｆ２ＤＯＦ
（ａ）关节２　（ｂ）关节３

　

（１）Ｌ２［ｅ］＝
１
Ｔｆ∫

Ｔｆ

０
｜ｅ｜２ｄ

槡
ｔ，平均跟踪误差，是

跟踪误差的 Ｌ２范数，衡量在整个控制过程中的平均
跟踪精度，其中 Ｔｆ为运行时间。

（２）ｅＭ＝ｍａｘ
ｔ
｛｜ｅ（ｔ）｜｝，最大跟踪误差，衡量系

统的瞬时性能。

（３）调整稳定时间，零时刻开始到跟踪误差绝
对值稳定在一定区间时的时间长度。

则实验结果得性能指标如表１所示。

表 １　控制性能比较

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

控制器 Ｌ２［ｅ］／（°） ｅＭ／（°） ｔ／ｓ

关节２
ＮＴＳＭ ００００５ ０００６３ ２０１１

ＦＮＴＳＭ ００００２ ０００３３ ０５２５

关节３
ＮＴＳＭ ００１０２ ００４０ ３３２１

ＦＮＴＳＭ ０００４４ ００２３ １８２３
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　　从表１中可以看出，ＦＮＴＳＭ在 ２个关节的平均
跟踪误差比 ＮＴＳＭ的平均跟踪误差分别降低了
６１５％和 ５６８％，且收敛调整稳定时间分别是
０５２５ｓ和 １８２３ｓ，分别比 ＮＴＳＭ降低了 ７３９％和
４５１％，从关节３可以明显看出，在起始的 ０～１５ｓ
内，ＦＮＴＳＭ的收敛速度由于快速收敛项 βｅｒ１的存
在，其前期收敛时间比 ＮＴＳＭ少很多，但是在 １５～
２ｓ的调整阶段，两则的收敛速度相当，且 ＮＴＳＭ存
在一定的振荡行为，误差收敛较慢。由此实验结果

表明本文的 ＦＮＴＳＭ算法明显地提升了控制性能，加
快了响应速度，能更快更稳地跟踪参考轨迹。

图５表明了本算法（ＦＮＴＳＭ）的 ２关节扭矩控
制输入，可以看出在输出换向时产生了一些抖振现

象，这是因为滑模控制的切换函数 Ｋｓｇｎ（ｓ）造成的，
为了提高系统的鲁棒性，固定增益 Ｋ通常需比不确
定扰动项的估计上限大，因此，减少抖振也是滑模控

制中的一个难点和研究热点
［２０－２１］

。

５　结束语

结合旋量理论推导了基于指数积（ＰＯＥ）的串联
机器人雅可比矩阵，并结合到凯恩方程中的偏速度

概念，定义了相应的主动力旋量、惯性力旋量、偏速

度旋量、广义主动力及广义惯性力等参数，在 “钱江

一号”串联机器人上进行实例建模计算验证，通过

合适的坐标系及中间参考点的选择简化了建模过

程，明确几何意义，提高计算效率及便利性。针对

　　

图 ５　控制输入

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｔｒｏｌｉｎｐｕｔｓｏｆ２ＤＯＦ
（ａ）关节２　（ｂ）关节３

　

具有不确定性及干扰的机器人系统，通过理论分

析比较了线性滑模和非奇异终端滑模控制器的时

间收敛特性，在此基础上设计一种全局快速非奇

异终端滑模控制器，通过在滑模面上引入系统状

态高次项来提高收敛速度，使系统能在较短时间

内达到平衡点，且同时保证控制输入非奇异特性，

并通过李雅普诺夫方法分析了系统的全局稳定

性。最后通过在“钱江一号”串联机器人上的对比

实验验证了本算法的有效性，体现了很好的收敛

特性及控制精度，表明该方法对有界模型误差和

外部干扰具有较好鲁棒性。
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