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基于运动学分配性能的并联机构优化设计
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摘要：根据给定的并联机构末端执行器的任务要求，在其结构参数优化设计中，为保证各分支运动学传递性能相对

均较优，利用离差的性质，定义了局域和全域运动（速度）、力及功率分配性能指标，以此反映各分支共同承担负载

要求的能力。对于单驱动分支功率输出，探讨了速度和力两个可变的物理量对功率的作用大小，并定义了运动、力

作用系数，以此对机构的工作空间进行了分析。最后以用作姿态调整部件的 ３ＲＰＳ空间并联机构为例，对上述指

标进行了详细的求解，在改进的设计空间中叠加性能图谱，优化了机构的结构参数尺寸，同时求出了相应的工作空

间。
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　　引言

并联机构的运动性能分析是其尺度优化的前

提，多年来国内外众多学者专注于研究并联机构的

运动学性能，并提出了许多相应的性能指标。众所

周知，并联机构的主要作用就是在驱动器与末端执

行器之间传递运动和力。

基于许多学者的观点
［１－７］

，能够反映并联机构

运动和力学传递性能，同时对于转动和移动又是单

位不变的物理量———功率，被许多学者应用到并联

机构的运动性能分析中
［８－１４］

。

现有的并联机构运动学指标大多着眼于给定输

入，映射到末端执行器，从而评价机构传递运动和力

的能力。而对于多数实际应用的并联机构，其末端

执行器的工作要求往往是给定的，如完成指定动作

（抓取、移动等）、沿着指定轨迹运动或满足一定的

承重要求等，然后以此来选择满足要求的驱动器，从

而完成机构的设计。

本文根据末端执行器任务要求，利用离差概念，

分析机构各分支功率输入情况，定义局域、全域分配

性能指标，指导机构的优化设计。同时，对共同作用

于功率的两个物理变量力（矩）和（角）速度进行探

讨，定义运动、力作用系数，衡量它们的作用大小。

最后基于上述性能指标对用作姿态调整部件的

３ＲＰＳ空间并联机构进行尺寸参数优化，并得到优
化后机构的工作空间。

１　并联机构运动、力及功率分配性能指标

在电力系统中，欲知某个负荷的供电成本时，需

要了解这个负荷是由哪些电源供给功率的，利用功

率分解潮流概念，对不同电源提供的功率进行分析

计算以确定成本。本文将电学中功率分解概念引申

到机构运动学中，定义功率分配的概念。

１１　功率分配的概念
若并联机构有 ｎ个分支，每个分支有且仅有一

个驱动副，且已知动平台或末端执行器输出广义速

度为 Ｖ＝（ｖ，ω）Ｔ、广义力为 Ｆ＝（ｆ，ｍ）Ｔ，则机构输
入运动 ｑ· ＝（ｑ·１，ｑ

·

２，…，ｑ
·

ｎ）
Ｔ ＝Ｊ－１Ｖ、输入力 τ＝

（τ１，τ２，…，τｎ）
Ｔ＝ＪＴＦ，其中，Ｊ为机构运动雅可比

矩阵。

机构总输入、输出功率分别为

Ｐｉｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝∑

ｎ

ｉ＝１
τｉｑ
·

ｉ＝τ
Ｔｑ·

Ｐｏｕｔ＝Ｆ
ＴＶ

根据机构输入、输出运动／力之间的映射关系，
忽略摩擦、关节间隙等因素，得到输入功率与输出功

率之间关系

Ｐｉｎ＝τ
Ｔｑ· ＝（ＪＴＦ）Ｔ（Ｊ－１Ｖ）＝

ＦＴＪＪ－１Ｖ＝ＦＴＶ＝Ｐｏｕｔ
由此可以看出，机构输出功率为各分支输入功

率之和，即 Ｐｏｕｔ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ。

定义功率分配的概念，在给定机构特定任务要

求下，分析一定功率输出时，各分支功率的分配输入

情况。探讨各分支间功率分配的离散程度，判断机

构分支共同承担要求负载的能力，并由此定义功率

分配性能指标。

１２　局域功率分配性能指标
已知动平台输出的总功率 Ｐｏｕｔ，功率分配满足

叠加的概念，则 ｎ个分支输入的平均功率 ｐｅ，即
ｐｅ＝Ｐｏｕｔ／ｎ （１）

采用离差的均值 σｎ（ｐ）来表征各分支输入的实
际功率 ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）与平均功率 ｐｅ的偏离程
度，即

σｎ（ｐ）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｐｉ－ｐｅ｜ （２）

式中，σｎ（ｐ）∈［０，＋∞）。

令 σｐ＝ｅ
－σｎ（ｐ） （３）

式中，０＜σｐ≤１。
容易看出，σｎ（ｐ）值越接近于０，即 σｐ值越接近

于１时，机构各分支输入的实际功率越集中于平均
功率，也就是各分支驱动输入之间偏差越小，此时机

构各分支共同承担要求负载的能力越好、功率传递

性能较好，即可认为机构具有良好的功率分配性能。

而当 σｐ值越小时，各分支之间的偏差越大，说明需
要各分支提供驱动能力的差别越大，有可能降低某

些驱动器的使用寿命，不利于机构的长期使用。定

义 σｐ为局域功率分配性能指标。
１３　局域运动、力分配性能指标

局域功率分配性能指标体现机构运动和力综合

作用的结果，现分别考虑机构分支间输入运动和力

的关系。根据１２节中定义的机构局域功率分配指
标，可分别得到局域运动分配指标 σｍ、局域力分配
指标 σｆ为

σｎ（ｍ）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜ｑ·ｉ－ｑ

·

ｅ｜ （４）

σｍ＝ｅ
－σｎ（ｍ） （５）

σｎ（ｆ）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
｜τｉ－τｅ｜ （６）

σｆ＝ｅ
－σｎ（ｆ） （７）

其中 ｑ·ｅ＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｑ·ｉ　τｅ＝

１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
τｉ
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对于具有混合驱动（同时具有移动和转动驱

动）的并联机构，分析其 σｍ和 σｆ时，首先应对具有
不同量纲输入物理量进行无量纲化处理。设机构 ｎ

个驱动中有 ｍ个为转动驱动 θ
·

ｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ），其

余 ｎ－ｍ个为移动驱动 ｌ
·

ｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ－ｍ），得无
量纲速度输入

ｌ
·^

ｉ＝ｌ
·

ｉ／ｌ
·

ｉ

θ
·^

ｊ＝θ
·

ｊ／θ
·{
ｊ

式中　ｌ
·

ｉ、θ
·

ｊ———各驱动器的额定驱动能力

则 ｑ·^ ＝（ｌ
·^

，θ
·^

）
Ｔ

机构平均运动输入为

ｑ·^ｅ (＝ ∑
ｎ－ｍ

ｉ＝１
ｌ
·^

ｉ＋∑
ｍ

ｊ＝１
θ
·^ )ｉ ｎ

参照式（４）和式（５），得到混合驱动并联机构局域运
动分配指标

σ^ｎ（ｍ）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
｜ｑ·^ｋ－ｑ

·^

ｅ｜ （８）

σｍ＝ｅ
－σ^ｎ（ｍ） （９）

同理将驱动力和力矩无量纲化，可以得到混合

驱动输入的局域力分配指标

σ^ｎ（ｆ）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｋ＝１
｜^τｋ－τ^ｅ｜ （１０）

σｆ＝ｅ
－σ^ｎ（ｆ） （１１）

利用局域功率分配性能指标、局域运动分配指

标和局域力分配指标评价并联机构在工作空间各个

位姿点的功率、运动和力分配性能。

１４　全域功率、运动及力分配性能指标
局域分配性能指标随着并联机构形位的不同而

变化，即在并联机构工作空间内不同的点，其值是不

同的，不能全面评价不同尺寸参数的同一类机构，因

此利用 Ｇｏｓｓｅｌｉｎ等［１５］
在工作空间基础上提出的全

域条件指标（Ｇｌｏｂａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇｉｎｄｅｘ）的概念，得到
全域功率分配性能指标 ηｐ、全域运动分配性能指标
ηｍ以及全域力分配性能指标 ηｆ为

ηｐ＝
∫ＷσｐｄＷ
∫ＷｄＷ

（１２）

ηｍ＝
∫ＷσｍｄＷ
∫ＷｄＷ

（１３）

ηｆ＝
∫ＷσｆｄＷ
∫ＷｄＷ

（１４）

式中　Ｗ———并联机构的可达工作空间
０＜ηｐ、ηｍ、ηｆ≤１，３个指标值越大，并联机构的

功率、运动和力的分配性能越好。在对并联机构的

参数优化设计中，可以根据全域性能指标绘制图谱，

叠加性能图谱，利用寻找性能相对最优区域的办法

对机构进行结构参数优化设计。

２　运动、力作用系数

２１　作用系数定义
对于给定或优化后机构，考虑第 ｉ（ｉ＝１，２，…，

ｎ）个分支驱动器产生的功率为 ｐｉ，共同作用的运动

ｑ·ｉ和力 τｉ可分为以下两种情况：

（１）ｑ·ｉ和 τｉ处于合理范围内时，功率为

ｐｉ＝ｌｉｍ
ｑ·ｉ→ａ
τｉ→ｂ

（τｉｑ
·

ｉ）

其中，ａ∈［λ１　λ２］，ｂ∈［γ１　γ２］，分别为运动、力
的合理取值范围。

（２）ｑ·ｉ和 ｆｉ趋近于极限时，功率为

ｐｉ＝ ｌｉｍ
ｑ·ｉ→ ＋∞
τｉ→０

（τｉｑ
·

ｉ）

ｐｉ＝ｌｉｍ
ｑ·ｉ→０
τｉ→ ＋∞

（τｉｑ
·

ｉ）

当出现上述第 ２种情况时，所需的驱动能力超
过了驱动器极限，使机构不能正常平稳的运行。因

此在工作空间内应尽量避免发生第２种情况的工作
位置，本文利用运动、力作用系数对工作空间进行判

别，首先定义了运动、力作用系数。

对运动和力进行无量纲化处理同 １３节，得到
功率无量纲表达式为

ｐ^ｉ＝τ^ｉｑ
·^

ｉ＝
１
κｉ
τ^ｉκｉｑ

·^

ｉ （１５）

式中　κｉ———运动作用系数　　
１
κｉ
———力作用系数

根据 τ^ｉ和ｑ
·^

ｉ的相对变化，令

κｉ＝
ｑ·^ｉ
τ^槡ｉ

（１６）

根据第２种情况，当 κｉ趋近于极大或者极小值
时，机构驱动性能变差，产生奇异；当 κｉ较大时，机
构高速小扭矩驱动；κｉ较小时，机构低速大扭矩驱
动。根据 κｉ值的变化情况，对工作空间分类，以避
开工作空间内驱动性能较差的位置点。

２２　运动、力作用系数算例分析
对于如图 １所示简单的平面 ５Ｒ对称并联机

构，在负载及工作性能要求下，令机构 ｙ方向输出单
位力及运动。根据运动学反解及式（１６）分别计算
出２个驱动分支运动、力作用系数，并得到相应的图
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谱曲线，如图２所示。

图 １　平面 ５Ｒ并联机器人

Ｆｉｇ．１　Ｐｌａｎａｒ５Ｒｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ
　

　　由于力作用系数均为运动作用系数的倒数，其
图形可直接画出，这里不再详细描述。由图 ２可以
看出，对于此任务要求，机构两分支的运动作用系数

关于工作空间 ｘ＝０相互对称，这同该机构对称性的
结构特点相对应。再者，根据 ２个图谱中 κｉ值的变
化情况，找出 κｉ值突变所对应的机构工作空间区
域，在此区域中，机构的驱动性能较差，绘制相应的

较差工作轨迹如图３所示。
图３所示的较差工作轨迹同文献［１６］中该机

构的奇异轨迹相同，证明了利用运动、力作用系数可

以判别机构工作空间内的性能。此机构在工作时，

需避开图示轨迹，以免影响机构的正常工作。

图 ２　平面 ５Ｒ并联机构运动作用系数

Ｆｉｇ．２　Ｐｌａｎａｒ５Ｒｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｍｏｔｉｏｎｅｆｆｅｃｔｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
（ａ）分支 Ａ１Ｂ１Ｐ运动作用系数 κ１　（ｂ）分支 Ａ２Ｂ２Ｐ运动作用系数 κ２

　

图 ３　平面 ５Ｒ并联机器人较差工作轨迹

Ｆｉｇ．３　Ｐｌａｎａｒ５Ｒｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔｗｉｔｈｐｏｏｒｗｏｒｋｉｎｇｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
　

３　空间３ＲＰＳ并联机构参数优化设计

空间３ＲＰＳ并联机构执行部件既可以进行空间
运动控制也可以用于末端部件的姿态调整，因此常

用在大型曲面工件的垂直钻铆加工
［１７］
和汽车模拟

器
［１８］
等方面。现利用运动、力及功率分配性能指标

对空间３ＲＰＳ并联机构进行参数优化设计。
３１　空间３ＲＰＳ并联机构及设计空间建立

空间 ３ＲＰＳ并联机构如图 ４所示，动平台通过
３个相同的 ＲＰＳ分支连接到静平台，构建坐标系系
统，定坐标系 ｏｘｙｚ原点位于静平台中心，ｘ轴指向转
动副 Ａ１，ｚ轴垂直于静平台平面。动坐标系 ｐｘ１ｙ１ｚ１
的原点位于动平台中心，ｘ１轴指向球副 Ｂ１，ｚ１轴垂直
于动平台平面。其中动、静平台分别是外接圆半径为

ｒ和Ｒ的等边三角形，第 ｉ（ｉ＝１，２，３）连杆的转动副表

示为 Ａｉ，球副表示为 Ｂｉ，移动副杆长表示为 ｌｉ。

图 ４　空间 ３ＲＰＳ并联机构

Ｆｉｇ．４　３ＲＰＳｓｐａｔｉａｌｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
基于设计空间理论

［１９］
建立 ３ＲＰＳ空间并联机

构的设计空间，考虑该机构的尺寸参数特点对设计

空间进行改进，可更加合理地表示机构的全部尺寸。

３ＲＰＳ机构的主要结构尺寸有：动平台半径 ｒ，
静平台半径 Ｒ及连杆长度 ｌ。但是由于 ｌ在机构运
动过程中是一直变化的，难以确定其大小。而动平

台高度 ｚｐ是由连杆长度确定的，所以采用 ｚｐ作为机
构的参数，构建其设计空间。定义

Ｍ＝
ｒ＋Ｒ＋ｚｐ
３

有 ｒ１＝
Ｒ
Ｍ
　ｒ２＝

ｒ
Ｍ
　ｒ３＝

ｚｐ
Ｍ

ｒｉ为无量纲参数，在实际机构参数选择时，只需
要对 ｒｉ共同乘以放大系数 Ｍ，便可以得到所需的尺
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寸参数。可得

ｒ１＋ｒ２＋ｒ３＝３
由于机构的动平台尺寸一般小于静平台尺寸，

且为了使机构灵活运动，动平台半径与高度之和应

大于静平台半径，因此 ｒｉ的约束关系为
０＜ｒ１、ｒ２、ｒ３＜３

ｒ２＜ｒ１
ｒ２＋ｒ３＞ｒ

{
１

以 ｒ１、ｒ２、ｒ３为坐标轴即可绘制出该机构的设计
空间模型，如图 ５ａ所示，将其转换到二维 ｏｘｙ平面
中，如图５ｂ所示。其转换关系为

ｘ＝２

槡３
ｒ１＋

１

槡３
ｒ２

ｙ＝ｒ{
２

（１７）

令 Ｄ＝ｒ２／ｒ１ （１８）
Ｄ＝１，即机构的动平台尺寸与静平台尺寸相等

时，在设计空间中表示为直线段ＣＢ。由于ｒｉ是无量
纲参数，线段 ＣＢ上的点表示机构动平台与静平台
尺寸相等时，动平台运动的高度范围。改变式（１８）
中的 Ｄ可以得到其余动静平台尺寸比例与运动高
度范围关系，如图６所示。

图 ５　设计空间

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｓｉｇｎｓｐａｃｅ
（ａ）立体图　（ｂ）平面图

　
３２　性能图谱

假设给定空间３ＲＰＳ并联机构工作任务要求为

图 ６　改进的设计空间

Ｆｉｇ．６　Ｉｍｐｒｏｖｅｄｄｅｓｉｇｎｓｐａｃｅ
　
输出单位运动和力，即 Ｖ＝［０　０　１；　１　０］Ｔ、
Ｆ＝［０　０　１；１　１　０］Ｔ，参照文献［２０］求出其一

阶影响系数矩阵即运动雅可比矩阵 Ｊ，从而求出 ３

个分支输入运动 ｑ· ＝［ｌ
·

１　ｌ
·

２　ｌ
·

３］
Ｔ
和输入力 τ＝

［ｆ１　ｆ２　ｆ３］
Ｔ
。根据式（２）～（７）及式（１２）～（１４），

求出３ＲＰＳ机构的全域功率分配性能指标、全域运
动分配性能指标以及全域力分配性能指标，并在设

计空间中绘制相应的性能图谱，如图７所示。
３３　优化设计

传统的并联机构优化方法首先确定机构的主要

尺寸，如动平台和静平台的尺寸、连杆长度等，然后

根据连杆长度得到机构工作空间，再计算优化指标，

并进行尺寸调整。由于机构的工作空间与机构连杆

长度参数密切相关，这种方法在优化过程中会产生

连杆长度和工作空间耦合变化的情况，很难得到同

时具有较大的工作空间和良好的性能指标的尺寸参

数。

根据３ＲＰＳ机构的运动性质及改进的设计空
间，提出一种新的优化方法，即首先优化机构的动静

平台参数及动平台运动高度范围，保证机构的工作

空间和性能指标，再求解机构的连杆长度。其优化

过程如下：

（１）优化参数确定。
３ＲＰＳ空间并联机构的主要结构参数有动平台

半径 ｒ，静平台半径 Ｒ及连杆长度 ｌ，对他们进行无
量纲化处理表示为 ｒ１、ｒ２、ｒ３。

（２）基于设计空间的性能图谱叠加［１９］
，找出满

足要求的目标尺寸区域。

这里假设期望 ηｐ＞０５、ηｆ＞０６８、ηｍ ＞０５８，
叠加３个性能图谱并表示在图６所示的改进设计空
间中，找到满足要求的目标尺寸区域，如图８阴影区
域所示。

（３）确定机构平台尺寸及运动高度范围。
在目标尺寸区域中选择任意被该区域截取的关

于参数 Ｄ的线段为优化线段，由于动平台为运动部
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图 ７　空间 ３ＲＰＳ并联机构全域分配性能图谱

Ｆｉｇ．７　Ｇｌｏｂａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｔｌａｓｆｏｒ３ＲＰＳｓｐａｔｉａｌｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
（ａ）全域功率分配性能指标图谱　（ｂ）全域力分配性能指标图谱　（ｃ）全域运动分配性能指标图谱

　

图 ８　目标尺寸区域（阴影部分）

Ｆｉｇ．８　Ｓｉｚｅｏｆａｔａｒｇｅｔｒｅｇｉｏｎ（ｓｈａｄｅｄ）
　

件不宜过小，因此在这里选取直线 Ｄ＝０２５被截取

的线段 ａｂ，线段坐标为：ａ（ｒ１＝１４４，ｒ２＝０４３，ｒ３＝

１１３），ｂ（ｒ１＝１１２，ｒ２＝０３４，ｒ３＝１５４）。此时机构

的动静平台尺寸比为
ｒ２
ｒ１
＝Ｄ＝０３，动平台运动高度

与静平台尺寸比在
ｒ３ａ
ｒ１ａ
＝１１３
１４４

＝０７８到
ｒ３ｂ
ｒ１ｂ
＝１５４
１１２

＝

１３８之间时，机构满足要求。

图 ９　优化后 ３ＲＰＳ并联机构模型及工作空间

Ｆｉｇ．９　３ＲＰＳｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｍｏｄｅｌａｎｄｏｐｔｉｍｉｚｅｄｗｏｒｋｉｎｇｓｐａｃｅ
（ａ）３ＲＰＳ并联机构模型　（ｂ）工作空间及投影

　

（４）确定动静平台实际尺寸，再根据工作需要
确定动平台运动高度实际范围，并由此求出机构连

杆的长度。

假定机构静平台尺寸为 Ｒ＝１００ｍｍ，根据 Ｄ＝

０３得到动平台尺寸 ｒ＝３０ｍｍ，同时放大系数 Ｍａ＝
Ｒ
ｒ１ａ
＝１００
１４４

＝６９４４，Ｍｂ＝８９２９，此时可求出机构运

动高 度 范 围为 （Ｍａｒ３ａ，Ｍｂｒ３ｂ），即 ｚｐ ＝７８４７～
１３７５１ｍｍ。

选取机构动平台在高度为 ｚｐ＝８０～１３５ｍｍ范
围内运动。由运动学反解可以得到机构在此高度范

围转动时，动平台和静平台之间连杆的最小和最大

杆长分别为：ｌｍａｘ＝１６７２７ｍｍ，ｌｍｉｎ＝９８５１ｍｍ，取整
得 ｌｍａｘ＝１７０ｍｍ，ｌｍｉｎ＝９０ｍｍ，建立机构模型并得到
机构的工作空间图形，如图９所示。

最后，验证所得机构尺寸是否满足要求，若不满

足要求，可重新在目标尺寸区域中选取线段并进行

计算，直至完成 ３ＲＰＳ空间并联机构的尺寸参数优
化设计。

从图９ｂ投影可以看出动平台运动高度范围在
８０～１３５ｍｍ以内时，机构的转动范围可达 ２５°～
４０°，满足一些大型薄壁零件（如飞机机翼等）加工
的姿态调整范围。

４　优化后３ＲＰＳ机构分析

在平台运动高度为８０～１３５ｍｍ，机构的转动范
围为４０°以内，利用运动、力作用系数 κｉ，对此工作
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空间进行分析判别。

由图１０可以看出，由于机构关于 １２０°对称，平
台运动范围分别为８０、１００、１２０ｍｍ时，分支运动、力
作用系数分别为１１～１７、１４～２１、１８～２４，其

图 １０　工作空间运动、力作用系数图谱

Ｆｉｇ．１０　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｍｏｔｉｏｎａｎｄｆｏｒｃｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｔｌａｓ
　

中并没有突变值，表示工作空间内无奇异。此外，随

着运动高度的增加，κ增大，这表明机构随着运动高
度增加，要求的驱动速度增大、驱动力减小。

５　结论

（１）基于并联机构工作任务需要，提出了功率
分配概念，利用离差等数学概念定义了运动、力及功

率分配指标，衡量机构各分支共同承担负载要求的

能力。

（２）对于作用于功率的２个可变物理量，定义了
分支运动、力作用系数 κ，并以此分析了简单平面机构
的工作空间，找到了机构所需工作空间及奇异轨迹。

（３）以用作姿态调整运动部件的空间３ＲＰＳ并
联机构为例，利用全域功率分配性能指标、全域运动

分配性能指标以及全域力分配性能指标对其进行优

化。分析优化结果，该机构工作空间内无奇异且各

分支具有良好运动、力传递性能。
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