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具有时滞的主动悬架非脆弱Ｈ∞／Ｌ２－Ｌ∞静态输出反馈控制
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摘要：提出了一种综合考虑系统输入时滞和控制器摄动的非脆弱 Ｈ∞ ／Ｌ２－Ｌ∞静态输出反馈控制器的设计方法，并

用于车辆主动悬架设计。针对悬架设计要求，分别用 Ｈ∞和 Ｌ２－Ｌ∞范数反映乘坐舒适性及时域硬约束要求。通过

采用一个时滞相关 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数分别获得了时滞相关非脆弱静态输出反馈 Ｈ∞控制器和 Ｌ２－Ｌ∞控制器的双线性

矩阵不等式（ＢＭＩ）存在条件。通过将粒子群优化（ＰＳＯ）和差分进化（ＤＥ）的混合算法与线性矩阵不等式（ＬＭＩ）方

法相结合，求解具有 ＢＭＩ约束的优化问题。仿真结果表明，在存在输入时滞和控制器摄动的情况下，主动悬架仍然

能够保证自身的性能。
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　　引言

车辆悬架设计时需主要考虑车辆的行驶平顺

性、乘坐舒适性和操纵稳定性。由于车辆在行驶过

程中所处的环境是多变的、不确定的，因此主动悬架

Ｈ∞、Ｈ２、Ｌ２ －Ｌ∞及其混合控制策略的研究备受关

注
［１－３］

。主动悬架用于汽车中，作动器时滞是必然

存在的，忽略该时滞会影响控制效果甚至导致闭环

系统的不稳定性，所以有文献对作动器时滞问题进

行了研究
［４］
。此外，传统的鲁棒控制研究是在控制

器能够准确实现的前提下进行的，但在实际应用中，

微处理器内存和字长的限制以及 Ａ／Ｄ、Ｄ／Ａ转换误
差等原因都可能引起控制器无法准确实现，这些脆

弱的控制器会导致系统性能下降甚至导致不稳定

性。文献［５－６］对时滞系统给出了非脆弱控制方
法。然而，这些研究采用了状态反馈控制器和基于

状态观测器的动态输出反馈控制器。文献［５］在实
际应用中具有一定的局限性，文献［６］会使系统的
设计变得十分复杂。而静态输出反馈（简称 ＳＯＦ）
控制器采用常数矩阵实现反馈控制，因此控制算法

易于实现，对控制器的硬件设备也要求不高
［７］
。

虽然目前大量文献对车辆悬架的模型不确定性

和时滞进行了研究并给出了一些控制器设计方

法
［８－１２］

，但综合考虑时滞、非脆弱及 ＳＯＦ控制问题
的文献还比较少见，本文对考虑主动悬架输入时滞

的非脆弱 Ｈ∞／Ｌ２－Ｌ∞ ＳＯＦ控制进行研究。首先针
对车辆悬架性能要求，分别用 Ｈ∞范数和 Ｌ２－Ｌ∞范
数反映悬架设计的多个指标。其次通过采用一个时

滞相关 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数分别导出时滞相关非脆弱 ＳＯＦ
Ｈ∞控制器和 Ｌ２ －Ｌ∞控制器的双线性矩阵不等式
（ＢＭＩ）存在条件。最后通过将粒子群优化（ＰＳＯ）和
差分进化（ＤＥ）的混合算法与线性矩阵不等式
（ＬＭＩ）方法相结合，求解具有 ＢＭＩ约束的优化问题。

１　控制问题

主动悬架２自由度 １／４车的模型如图 １所示。
其中，ｍｓ为车辆的悬挂质量，ｍｕ为非悬挂质量，ｋｓ和
ｃｓ为悬架刚度和阻尼系数，ｋｔ和 ｃｔ为轮胎刚度和阻尼
系数，ｚｓ、ｚｕ、ｚｒ分别为悬挂质量、非悬挂质量及路面
的位移，ｕ为作动器输入，ｄ为作动器延迟。

图 １　１／４车主动悬架原理图
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选取状态向量为

ｘ（ｔ）＝［ｚｓ－ｚｕ　ｚｕ－ｚｒ　ｚ
·

ｓ　ｚ
·

ｕ］
Ｔ

得到系统的状态方程为

ｘ·（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂ１ｗ（ｔ）＋Ｂ２ｕ（ｔ－ｄ） （１）

其中，ｗ（ｔ）＝ｚ·ｒ（ｔ）。Ａ、Ｂ１和Ｂ２为常数矩阵，参见文
献［４］。

乘坐舒适性、操纵稳定性和机械约束是悬架性

能的基本要求。其中，只有乘坐舒适性需要最小化，

其他的指标都属于时域硬约束，只要不超出给定范

围即可。因此，被控输出可分为性能输出 ｚ１和归一

化约束输出 ｚ２两个部分，即

ｚ１（ｔ）＝ｚ
··

ｓ（ｔ） （２）

ｚ２（ｔ） [＝ ｚｓ（ｔ）－ｚｕ（ｔ）
Ｓｍａｘ

　
ｋｔ（ｚｕ（ｔ）－ｚｒ（ｔ））
（ｍｓ＋ｍｕ） ]ｇ

Ｔ

（３）

式中　Ｓｍａｘ———悬架最大动行程
乘坐舒适性主要通过车身垂直加速度的大小来

反映，一般都希望它尽量小，因此从 ｗ（ｔ）到 ｚ１（ｔ）的

Ｈ∞范数‖Ｔｚ１ｗ‖∞是描述乘坐舒适性的合适指标。

随机路面一般不平整，因此车辆在行驶过程中

还可能发生违背硬约束的现象。Ｌ２－Ｌ∞范数（即广

义 Ｈ２范数）能够描述输出信号在时域上的峰值，因

此选择从 ｗ（ｔ）到 ｚ２（ｔ）的广义 Ｈ２范数‖Ｔｚ２ｗ‖ｇ来

限制主动悬架的时域硬约束。

采用悬架动行程（ｚｓ－ｚｕ）和车身垂直速度 ｚ
·

ｓ为

反馈信号，则具有输入时滞的主动悬架系统可以描

述为

ｘ·（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂ１ｗ（ｔ）＋Ｂ２ｕ（ｔ－ｄ）

ｚ１（ｔ）＝Ｃ１ｘ（ｔ）＋Ｄ１２ｕ（ｔ－ｄ）

ｚ２（ｔ）＝Ｃ２ｘ（ｔ）

ｙ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ













）

（４）

其中 Ｃ＝
１ ０ ０ ０[ ]０ ０ １ ０

Ａ、Ｂ１、Ｂ２、Ｃ１、Ｃ２、Ｄ１２为常数矩阵。
考虑如下形式的非脆弱 ＳＯＦ控制

ｕ（ｔ）＝（Ｋ＋ΔＫ（ｔ））ｙ（ｔ） （５）
其中 ΔＫ（ｔ）＝ＨＦ（ｔ）ＥＫ （６）
式中　Ｋ———控制器增益

ΔＫ（ｔ）———乘性控制器增益摄动
Ｈ、Ｅ———确定矩阵
Ｆ（ｔ）———未知时变连续函数，满足

ＦＴ（ｔ）Ｆ（ｔ）＜Ｉ　（ｔ≥０） （７）

式中　Ｉ———单位矩阵
则相应的闭环系统为

ｘ·（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂ１ｗ（ｔ）＋Ｂ２（Ｋ＋ΔＫ）Ｃｘ（ｔ－ｄ）

ｚ１（ｔ）＝Ｃ１ｘ（ｔ）＋Ｄ１２（Ｋ＋ΔＫ）Ｃｘ（ｔ－ｄ）

ｚ２（ｔ）＝Ｃ２ｘ（ｔ）

ｘ（ｔ）＝（ｔ）　（ｔ∈［－ｄ，０













］）

（８）
式中，（ｔ）为初始条件。

针对上述性能指标的分析，可将控制问题描述

如下：对于状态空间模型式（４）求出符合以下 ３个
要求的非脆弱静态输出控制器式（５）。

（１）闭环系统式（８）内部稳定。
（２）在零初始条件下，Ｈ∞性能指标‖Ｔｚ１ｗ‖∞ ＜

γ中的 γ达到最小值。
（３）在零初始条件下，对于事先给定的参数 ρ，

广义 Ｈ２性能指标‖Ｔｚ２ｗ‖ｇ＜ρ成立。

２　主要结果

为推导本文的主要结果，首先给出如下引理。

引理１［１３］：给定任意常数矩阵 Ｍ∈Ｒｍ×ｍ，Ｍ＝
ＭＴ＞０，正数 γ＞０，向量函数 ω：［０，γ］→Ｒｍ，积分
不等式成立，即

γ∫
γ

０
ωＴ（β）Ｍω（β）ｄβ

(
≥

∫
γ

０
ω（β）ｄ )β Ｔ (Ｍ ∫

γ

０
ω（β）ｄ )β （９）

引理 ２［１４］：给定矩阵 Ｇ＝ＧＴ，Ｈ、Ｅ为实矩阵，
则有 Ｇ＋ＨＦＥ＋ＥＴＦＴＨＴ＜０对任意满足 ＦＴＦ＜Ｉ的
Ｆ成立的充要条件是存在正数 ε＞０，使得 Ｇ＋
εＨＨＴ＋ε－１ＥＴＥ＜０。
２１　非脆弱 Ｈ∞ ＳＯＦ控制器的存在条件

为讨论问题方便，首先给出控制器式（５）的摄
动 ΔＫ＝０时的条件。

定理１（ΔＫ＝０时）：给定γ＞０和 ｄ＞０，对于任
意满足０≤ｄ≤ｄ的固定的 ｄ，如果存在矩阵 Ｋ，Ｐ１＞
０，Ｒ１＞０，Ｓ１＞０使得

Ψ１１ Ψ１２ Ｐ１Ｂ１ ｄＡＴＳ１ ＣＴ１
 Ψ２２ ０ Ψ２４ Ψ２５

  －γ２Ｉ ｄＢＴ１Ｓ１ ０

   －Ｓ１ ０

    －

















Ｉ

＜０ （１０）

矩阵不等式成立，其中

Ψ１１＝Ａ
ＴＰ１＋Ｐ１Ａ＋Ｒ１－Ｓ１

Ψ１２＝Ｐ１Ｂ２ＫＣ＋Ｓ１　Ψ２２＝－Ｒ１－Ｓ１
Ψ２４＝ｄ（ＫＣ）

ＴＢＴ２Ｓ１　Ψ２５＝（ＫＣ）
ＴＤＴ１２

式中，“”表示矩阵的对称块，则闭环系统（ΔＫ＝
０）不仅渐近稳定，而且在零初始条件下具有给定的
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Ｈ∞扰动抑制水平 γ。
证明：取如下 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数

Ｖ（ｔ）＝Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ３（ｔ） （１１）

其中 Ｖ１（ｔ）＝ｘ
Ｔ
（ｔ）Ｐ１ｘ（ｔ）

Ｖ２（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ－ｄ
ｘＴ（τ）Ｒ１ｘ（τ）ｄτ

Ｖ３（ｔ）＝ｄ∫
０

－ｄ∫
ｔ

ｔ＋β
ｘ·Ｔ（α）Ｓ１ｘ

·
（α）ｄαｄβ

对 Ｖ（ｔ）沿闭环系统（８）的轨线求导数，得到

Ｖ
·

１（ｔ）＝２ｘ
Ｔ
（ｔ）Ｐ１ｘ

·
（ｔ） （１２）

Ｖ
·

２（ｔ）＝ｘ
Ｔ
（ｔ）Ｒ１ｘ（ｔ）－ｘ

Ｔ
（ｔ－ｄ）Ｒ１ｘ（ｔ－ｄ）

（１３）

Ｖ
·

３（ｔ）＝ｄ
２ｘ·Ｔ（ｔ）Ｓ１ｘ

·
（ｔ）－ｄ∫

ｔ

ｔ－ｄ
ｘ·Ｔ（β）Ｓ１ｘ

·
（β）ｄβ

（１４）
利用引理１，从式（１４）得到

Ｖ
·

３（ｔ）≤ｄ
２ｘ·Ｔ（ｔ）Ｓ１ｘ

·
（ｔ）－

（ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ－ｄ））ＴＳ１（ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ－ｄ））（１５）

定义向量 ξ（ｔ）＝［ｘＴ（ｔ）　ｘＴ（ｔ－ｄ）　ｗＴ（ｔ）］Ｔ，由
式（８）、（１２）、（１３）、（１５）经整理得

Ｖ
·

（ｘ（ｔ））≤ξＴ（ｔ）Φξ（ｔ） （１６）

其中

Φ＝

Φ１１ Φ１２ Φ１３
 Φ２２ Φ２３
  Φ











３３

Φ１１＝Ａ
ＴＰ１＋Ｐ１Ａ＋Ｒ１＋ｄ

２ＡＴＳ１Ａ－Ｓ１
Φ１２＝Ｐ１Ｂ２ＫＣ＋ｄ

２ＡＴＳ１Ｂ２ＫＣ＋Ｓ１
Φ１３＝Ｐ１Ｂ１＋ｄ

２ＡＴＳ１Ｂ１
Φ２２＝－Ｒ１＋ｄ

２
（ＫＣ）ＴＢＴ２Ｓ１Ｂ２ＫＣ－Ｓ１

Φ２３＝ｄ
２
（ＫＣ）ＴＢＴ２Ｓ１Ｂ１

Φ３３＝ｄ
２ＢＴ１Ｓ１Ｂ１

另外，假设零初始条件，此时 Ｖ（ｘ（ｔ））｜ｔ＝０＝０，
考虑性能指标

Ｊｚ１ｗ＝∫
∞

０
［ｚＴ１（ｔ）ｚ１（ｔ）－γ

２ｗＴ（ｔ）ｗ（ｔ）］ｄｔ

则由式（１６），对任意非零 ｗ（ｔ）∈Ｌ２［０，∞），有

Ｊｚ１ｗ≤∫
∞

０
［ｚＴ１（ｔ）ｚ１（ｔ）－γ

２ｗＴ（ｔ）ｗ（ｔ）＋

Ｖ
·

（ｘ（ｔ））］ｄｔ≤∫
∞

０
ξＴ（ｔ）Πξ（ｔ）ｄｔ

其中 Π＝

Φ１１＋Ｃ
Ｔ
１Ｃ Φ１２＋Ｃ

Ｔ
１Ｄ１２ＫＣ Φ１３

 Φ２２＋（ＫＣ）
ＴＤＴ１２Ｄ１２ＫＣ Φ２３

  Φ３３－γ
２











Ｉ

则由式（１０）和 Ｓｃｈｕｒ补引理［１５－１６］
可知 Π＜０。

假设扰动输入为零，即 ｗ（ｔ）≡０，则由 Π＜０得

到 Ｖ
·

（ｘ（ｔ））＜０，因此可知闭环系统式（８）渐近稳
定。对于非零扰动输入 ｗ（ｔ）∈Ｌ２［０，∞），Π＜０意

味着 Ｊｚ１ｗ＜０，即‖ｚ１（ｔ）‖
２
２≤γ

２‖ｗ（ｔ）‖２
２，从而闭

环系统式（８）在零初始条件下具有给定的 Ｈ∞扰动
抑制水平 γ。

定理 ２给出式的控制器摄动 ΔＫ≠０时的非脆
弱控制器的存在条件。

定理２（ΔＫ≠０时）给定 γ＞０和 ｄ＞０，对于任
意满足０≤ｄ≤ｄ的固定的 ｄ及满足式的乘性控制器
摄动ΔＫ，如果存在矩阵Ｋ，Ｐ１＞０，Ｒ１＞０，Ｓ１＞０以
及正数 ε１＞０使得

Ψ１１ Ψ１２ Ｐ１Ｂ１ ｄＡＴＳ１ ＣＴ１ Ｐ１Ｂ２Ｈ ０

 Ψ２２ ０ Ψ２４ Ψ２５ ０ ε１（ＥＫＣ）
Ｔ

  －γ２Ｉ ｄＢＴ１Ｓ１ ０ ０ ０

   －Ｓ１ ０ ｄＳ１Ｂ２Ｈ ０

    －ε２Ｉ ０

     －ε１Ｉ ０

      －ε１

























Ｉ

＜０

（１７）
矩阵不等式成立。其中，Ψ１１、Ψ１２、Ψ２２、Ψ２４、Ψ２５的
定义与式（１０）相同，则闭环系统式（８）不仅渐近稳
定，而且在零初始条件下具有给定的 Ｈ∞扰动抑制
水平 γ。

证明：当存在控制器摄动 ΔＫ时，用 Ｋ＋ΔＫ取
代式（１０）中的 Ｋ，进一步整理得

Γ＋Θ１Ｆ（ｔ）Θ２＋（Θ１Ｆ（ｔ）Θ２）
Ｔ＜０ （１８）

其中 Γ＝

Ψ１１ Ψ１２ Ｐ１Ｂ１ ｄＡＴＳ１ ＣＴ１
 Ψ２２ ０ Ψ２４ Ψ２５

  －γ２Ｉ ｄＢＴ１Ｓ１ ０

   －Ｓ１ ０

    －

















Ｉ

Θ１＝［（Ｐ１Ｂ２Ｈ）
Ｔ　０　０　（ｄＳ１Ｂ２Ｈ）

Ｔ　（Ｄ１２Ｈ）
Ｔ
］
Ｔ

Θ２＝［０　ＥＫＣ　０　０　０］
应用引理２，不等式（１８）对所有满足式（７）的矩阵

Ｆ（ｔ）成立的充要条件是存在正数 槇ε１＞０使得的不
等式成立

Γ＋槇ε１Θ１Θ
Ｔ
１＋槇ε

－１
１ Θ

Ｔ
２Θ２＜０ （１９）

由 Ｓｃｈｕｒ补引理，不等式等价于

Γ Θ１ 槇ε－１１ Θ
Ｔ
２

 －槇ε－１１ Ｉ ０

  －槇ε－１１











Ｉ

＜０

通过定义 ε１＝槇ε
－１
１ 得到不等式（１７）。
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２２　非脆弱 Ｌ２－Ｌ∞ＳＯＦ控制器的存在条件

定理３：给定 ρ＞０和 ｄ＞０，对于任意满足 ０≤
ｄ≤ｄ的固定的 ｄ及满足式的乘性控制器摄动 ΔＫ，
如果存在矩阵 Ｋ，Ｐ２＞０，Ｒ２＞０，Ｓ２＞０以及正数
ε２＞０使得

Ξ１１ Ξ１２ Ｐ２Ｂ１ ｄＡＴＳ２ Ｐ２Ｂ２Ｈ ０

 Ξ２２ ０ Ξ２４ ０ ε２（ＥＫＣ）
Ｔ

  －Ｉ ｄＢＴ１Ｓ２ ０ ０

   －Ｓ２ ｄＳ２Ｂ２Ｈ ０

    －ε２Ｉ ０

     －ε２





















Ｉ

＜０

（２０）

－Ｐ２ ＣＴ２
０ －ρ２[ ]Ｉ＜０ （２１）

矩阵不等式成立。

其中 Ξ１１＝Ａ
ＴＰ２＋Ｐ２Ａ＋Ｒ２－Ｓ２

Ξ１２＝Ｐ２Ｂ２ＫＣ＋Ｓ２

Ξ２２＝－Ｒ２－Ｓ２　Ξ２４＝ｄ（ＫＣ）
ＴＢＴ２２Ｓ２

则闭环系统（８）不仅渐近稳定，而且在零初始条件
下具有给定的 Ｌ２－Ｌ∞扰动抑制水平 ρ。

证明：类假定理１，２的证明，略。
２３　基于 ＰＳＯＤＥ／ＬＭＩ混合算法的控制器设计

基于定理 ２和定理 ３的控制器存在条件，对于
给定的 Ｌ２－Ｌ∞性能指标 ρ，可以通过求解下面的优
化问题来构造出时滞相关非脆弱 Ｈ∞／Ｌ２－Ｌ∞ ＳＯＦ
控制器

ｍｉｎ
γ２，Ｐ１，Ｒ１，Ｓ１，Ｐ２，Ｒ２，Ｓ２，Ｋ，ε１，ε２

γ２ （２２）

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ不等式（１７）、（２０）、（２１）
优化问题式（２２）的不等式约束式（１７）、（２０）、

（２１）均为关于未知矩阵变量 Ｋ、Ｐ１、Ｒ１、Ｓ１、Ｐ２、Ｒ２、
Ｓ２及正数 γ、ε１、ε２的非线性形式。更具体地说，这
些约束都为 ＢＭＩ，因此优化问题式（２２）为具有 ＢＭＩ
约束的最优化问题。由于 ＢＭＩ问题是非凸的、ＮＰ
ｈａｒｄ问题，假若只用 ＬＭＩ方法，则求解比较困难。
为了求解该 ＢＭＩ优化问题，提出了一种基于 ＰＳＯ
ＤＥ混合算法［１７］

与 ＬＭＩ相结合的混合算法（简称为
ＰＳＯＤＥ／ＬＭＩ算法），也就是说根据 ＰＳＯＤＥ算法进
化控制器 Ｋ，同时对于每个固定的控制器，不等式约
束都变成凸优化问题，所以通过求解关于矩阵变量

Ｐ１、Ｒ１、Ｓ１、Ｐ２、Ｒ２、Ｓ２及正数 γ、ε１、ε２（以下简称其他
变量）的 ＬＭＩ优化问题可求整个优化问题的近似
解。ＰＳＯＤＥ／ＬＭＩ混合算法详细论述见文献［１８］。
该算法的流程如下：

（１）在给定的范围对种群中的每个粒子（控制

器 Ｋｉ（０），ｉ＝１，２，…，ＮＰ）进行随机初始化。如果
Ｋｉ（０）不满足式的 ＬＭＩ约束，则重新进行初始化操
作，直至它们成为可行的粒子。然后，对每个粒子的

最佳个体位置 Ｐｉ（ｔ）也进行初始化。种群规模 ＮＰ
在控制器 Ｋ的元素数目的５～１０倍之间进行选择。

（２）对于给定的每个粒子 Ｋｉ（０），ｉ＝１，２，…，
ＮＰ，通过分别求解关于其他变量的 ＬＭＩ优化问题计
算对每个粒子的目标函数值（适应度）ｆ（Ｋｉ（０））。
根据得到的适应度对种群最佳位置 Ｐｂｅｓｔ（ｔ）进行初
始化。

（３）ｆｏｒｅａｃｈｔｉｍｅｓｔｅｐｔｄｏ。
（４）ｆｏｒｅａｃｈｐａｒｔｉｃｌｅｉｉｎｔｈｅｓｗａｒｍｄｏ。
（５）用 ＰＳＯ粒子动态公式［１９］

来更新 Ｋｉ（ｔ）。
若更新的 Ｋｉ（ｔ）不满足式的 ＬＭＩ约束，则重新更新，
直至满足 ＬＭＩ约束。

（６）对于 Ｋｉ（ｔ），求解关于其他变量的 ＬＭＩ优
化问题得到目标函数值 ｆ（Ｋｉ（ｔ））。

（７）若满足 ｆ（Ｋｉ（ｔ））＜ｆ（Ｐｉ（ｔ）），则更新个体
最佳位置 Ｐｉ（ｔ），同时若满足 ｆ（Ｐｉ（ｔ））＜ｆ（Ｐｂｅｓｔ），则
也更新种群最佳位置 Ｐｂｅｓｔ（ｔ）。

（８）ｉｆＰｉ（ｔ）ｈａｓｃｈａｎｇｅｄｐｏｓｉｔｉｏｎｔｈｅｎ。
（９）／在集合 Ｓｐ＝｛Ｐ１，Ｐ２，…，ＰＮＰ｝中，采用

一个步 ＤＥ算法进化 Ｐｉ（ｔ）／
（１０）在集合 Ｓｐ中，采用 ＤＥ算法的变异策略产

生相应的变异向量 υｔｉ。（变异）

（１１）通过交叉变异向量υｉｔ和目标向量Ｐｉ（ｔ）产

生试验向量 ｕｉｔ。（交叉）

（１２）在试验向量 ｕｉｔ满足 ＬＭＩ约束的条件下
（若不满足，则重新进行变异和交叉操作，直至满足

ＬＭＩ约束），求解关于其他变量的 ＬＭＩ优化问题得
到目标函数值 ｆ（ｕｉｔ）。

（１３）若满足 ｆ（ｕｉｔ）＜ｆ（Ｐｉ（ｔ）），则更新最佳个
体位置 Ｐｉ（ｔ），同时如果满足 ｆ（Ｐｉ（ｔ））＜ｆ（Ｐｂｅｓｔ），则
也更新种群最佳位置 Ｐｂｅｓｔ（ｔ）。（选择）

（１４）ｅｎｄｉｆ
（１５）ｅｎｄｆｏｒ
（１６）ｅｎｄｆｏｒ
终止算法以后，所要求解的静态输出控制器为

Ｋ＝Ｐｂｅｓｔ，此时最优目标函数值（即最小的 Ｈ∞范数的

平方）为‖Ｇｚ１ｗ‖
２
∞ ＝ｆ（Ｐｂｅｓｔ）。该算法根据定理 ２和

３，从而对于任意满足 ０≤ｄ≤ｄ的 ｄ，得到的非脆弱
控制器能够使闭环系统仍保持良好的稳定性和性

能。

３　仿真及分析

取车辆参数
［２０］
，ｍｓ＝９７２２ｋｇ，ｍｕ＝１１３６ｋｇ，
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ｋｓ＝４２７１９６Ｎ／ｍ，ｃｓ ＝１０９５Ｎ·ｓ／ｍ，ｋｔ ＝
１０１１１５Ｎ／ｍ，ｃｔ＝１４６Ｎ·ｓ／ｍ。另外，作动器是影响
主动悬架控制性能的重要环节，目前在实车上得到

应用的主要还是液压主动悬架。本文考虑由电液伺

服阀控制液压缸的方式，从液压系统的响应时间

（数十毫秒以下）而作动器的输入时滞上限能假定

为ｄ＝５０ｍｓ。
首先，采用提出的方法得到时滞相关非脆弱

Ｈ∞／Ｌ２－Ｌ∞ＳＯＦ控制器。此时 ＰＳＯＤＥ／ＬＭＩ混合算
法的种群规模为 ＮＰ＝２０，Ｌ２－Ｌ∞性能指标为 ρ＝
１０，关于式的控制器摄动的参数为 Ｈ＝１及 Ｅ＝
０００７。经过 ＰＳＯＤＥ／ＬＭＩ混合算法的 ２０代进化后
得到的最优 Ｈ∞性能范数为５７７９８，并且控制器为

Ｋｎｆｃ＝１０
４×［０２４８９　 －１０４７９］ （２３）

为了讨论方便，采用该控制器的主动悬架称为 Ｋｎｆｃ
主动悬架。

其次，为了对比分析，除了上述的控制器 Ｋｎｆｃ，
另外设计２种情况，其一是控制器 Ｋｎｏｍ，它是忽略输
入时滞和控制器摄动的控制器。此时得到的 Ｈ∞范
数为３４５４１，并且控制器为

Ｋｎｏｍ ＝１０
４×［－００２２０　 －２２５９１］ （２４）

下面称为 Ｋｎｏｍ主动悬架；其二是开环不加控制，相当
于被动悬架。

路面干扰输入可以分为随机路面干扰（振动）

和确定性路面干扰（由路面上比较大的坑、包等产

生）
［２］
。当汽车高速通过路面上的坑或者包时，往

往导致悬架超出动行程限制，违反接地性要求。为

了充分考虑提高性能和满足时域硬约束的关系，本

文采用确定性路面输入作为系统的干扰输入，测试

设计的主动悬架的响应。

考虑路面上的一个长坡型单凸块

Ｓ（ｔ）＝

Ａ(２ １－ｃｏｓ２πｖｔ) (Ｌ
０≤ｔ≤ Ｌ)ｖ

(０ ｔ＞Ｌ){
ｖ

式中，Ａ＝０１ｍ为包块幅度，Ｌ＝２ｍ为包块长度，
ｖ＝２０ｋｍ／ｈ是车辆行驶速度。

为了验证对于输入时滞的主动悬架的性能变

化，对２种主动悬架同时存在输入时滞的情况进行
研究。假定输入时滞为 ｄ＝５０ｍｓ，图 ２、３为 ２种主
动悬架和被动悬架的包块响应曲线。由图 ２、３可
见：与被动悬架相比，两种主动悬架的响应幅度明显

减小，且调节时间短，因而改善了汽车的行驶平顺性

和乘坐舒适性，这意味着 Ｋｎｏｍ主动悬架对比较短的
时滞也具有一定的鲁棒性，而且 Ｋｎｆｃ主动悬架的响
应略优于 Ｋｎｏｍ主动悬架，并且由图 ３可知满足主动

悬架的时域硬约束。在同样包块输入的条件下，假

定输入时滞增加到 ｄ＝９０ｍｓ，图 ４给出 ３种系统的
车身加速度响应。由图４可以看出 Ｋｎｏｍ主动悬架已
经不稳定了，但是 Ｋｎｆｃ主动悬架仍然保持自身的性
能。

图 ２　车身加速度包块响应（ｄ＝５０ｍｓ）

Ｆｉｇ．２　Ｂｕｍｐｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｂｏｄｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ（ｄ＝５０ｍｓ）
　

图 ３　悬架系统的约束（ｄ＝５０ｍｓ）

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ（ｄ＝５０ｍｓ）
　

图 ４　车身加速度包块响应（ｄ＝９０ｍｓ）

Ｆｉｇ．４　Ｂｕｍｐｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｂｏｄｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ（ｄ＝９０ｍｓ）
　
为了验证主动悬架的非脆弱性，对 ２种控制器

同时存在摄动的情况进行研究。首先，假定式的乘

性控制器摄动为 ＨＦ（ｔ）Ｅ ＝０２，图 ５为车身加速
度包块响应（时滞 ｄ＝５０ｍｓ）。由图 ５可知，虽然因

５第 ８期　　　　　　　　　　孔英秀 等：具有时滞的主动悬架非脆弱 Ｈ∞ ／Ｌ２－Ｌ∞静态输出反馈控制



存在控制器摄动 ΔＫ而响应峰值和调节时间略微增
加，但两种主动悬架均具有一定的非脆弱性。其次，

乘性控制器摄动增加到 ＨＦ（ｔ）Ｅ ＝０５３，此时，由
图６可以看出，Ｋｎｏｍ ＋ΔＫ主动悬架已经不稳定了，
可是 Ｋｎｆｃ＋ΔＫ主动悬架仍然保持自身的性能，进一
步验证了采用提出方法的主动悬架对控制器摄动具

有非脆弱性。

图 ５　为验证非脆弱性的车身加速度

包块响应（ＨＦ（ｔ）Ｅ＝０２）

Ｆｉｇ．５　Ｂｕｍｐｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｂｏｄｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｆｏｒ

ｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｆｒａｇｉｌｉｔｙ（ＨＦ（ｔ）Ｅ＝０２）
　
其次，通过 ＲＭＳ分析来验证随机路面振动对扰

动抑制性和非脆弱性的影响。在一般行驶状态下，

作为车辆振动输入的路面不平度利用白噪声表示，

其统计特性采用功率谱密度函数描述，其中包含

　　

图 ６　验证非脆弱性的车身加速度

包块响应（ＨＦ（ｔ）Ｅ＝０５３）

Ｆｉｇ．６　Ｂｕｍｐｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｂｏｄｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｆｏｒ

ｅｖａｌｕａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｆｒａｇｉｌｉｔｙ（ＨＦ（ｔ）Ｅ＝０５３）
　

一些参数 （路面不平度系数 和车辆 行驶 速度

等）
［２］
。表１给出被动悬架和 Ｋｎｆｃ主动悬架的 ＲＭＳ

值（此时，车辆行驶速度为 ｖ＝４５ｋｍ／ｈ，时滞为 ｄ＝

２０ｍｓ），其中，最后一行表示主动悬架 ＲＭＳ相对于

被动悬架减小的比率。由表 １可见，在不同路面情

况（４种路面不平度系数 Ｇ０）和不同的控制器摄动

下，与被动悬架相比，主动悬架加速度，明显减小，因

而车辆的乘坐舒适性得到了提高，并满足主动悬架

的时域硬约束。因此可知闭环系统具有良好的扰动

抑制性与非脆弱性。

表 １　在控制器摄动下的 ＲＭＳ

Ｔａｂ．１　ＲＭＳｖａｌｕｅｓｕｎｄｅｒｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｇａｉｎｖａｒｉａｔｉｏｎ

Ｇ０／ｍ
３

车身加速度 悬架动行程 轮胎动静载荷比

ＨＦ（ｔ）Ｅ＝０２ ＨＦ（ｔ）Ｅ＝０５ ＨＦ（ｔ）Ｅ＝０２ ＨＦ（ｔ）Ｅ＝０５ ＨＦ（ｔ）Ｅ＝０２ ＨＦ（ｔ）Ｅ＝０５

被动 主动 被动 主动 被动 主动 被动 主动 被动 主动 被动 主动

１６×１０－５ ００２７５ ００１０６ ００２９５ ０００９７ ００００６ ００００４ ００００７ ００００４ ０００２８ ０００１５ ０００３０ ０００１６

６４×１０－５ ００４７５ ００２００ ００５３２ ００１８５ ０００１０ ００００７ ０００１２ ００００９ ０００５０ ０００３０ ０００５５ ０００３０

２５６×１０－４ ０１２７１ ００４１７ ０１０９０ ００３８３ ０００２８ ０００１６ ０００２４ ０００１７ ００１２９ ０００６４ ００１１３ ０００６３

１０２４×１０－３ ０２３７０ ００８２５ ０２３４７ ００７６２ ０００５２ ０００３２ ０００５２ ０００３４ ００２４１ ００１２４ ００２４２ ００１２６

减小比率／％ １００ ３７１ １００ ３３９ １００ ６３９ １００ ６７１ １００ ５３７ １００ ５３９

４　结论

（１）针对传统的主动悬架系统的输入时滞和非
脆弱性问题，对主动悬架时滞相关非脆弱 Ｈ∞／Ｌ２－
Ｌ∞ＳＯＦ最优控制策略进行了研究，并给出了控制器
存在的条件和设计方法。

（２）设计得到的时滞相关非脆弱 Ｈ∞／Ｌ２－Ｌ∞
ＳＯＦ控制器阶次不高，利用的反馈信号少，易于物理
实现。

（３）在同时存在系统输入时滞和控制器摄动的
条件下，设计得到的主动悬架仍然能够保证自身的

性能，体现出良好的非脆弱性。
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