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摘要：三维测量数据和自由曲面设计模型之间的位姿精确配准是实现复杂曲面加工和检测的关键。为实现快速精

确配准，提出一种基于最大熵原理的方法。首先基于加工定位和质量检测配准问题的分析，建立问题的统一模型。

然后研究模型的有效求解问题，利用最大熵原理把配准问题转化为一个以熵函数为摄动项的摄动问题，解决极大

极小配准模型目标函数的不可微性，为提高配准问题求解效率提供可能。最后通过对两类典型配准问题进行实

验，证明了所提方法的有效性和实用性。
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　　引言

随着制造业的发展，复杂曲面在航空航天、汽

车、船舶以及模具等领域得到了越来越广泛的应用，

高精度复杂曲面的制造、检测也日益受到关注，大规

模点云数据的配准成为一个迫切需要解决的问题。

因此快速精确的配准方法的研究对促进相关领域的

发展具有重要理论意义和工程应用价值。

基于最小二乘原理的ＩＣＰ算法［１］
在曲面配准中

应用广泛，但 ＩＣＰ算法的计算效率不高，且应用具有
一定局限性。文献［２－６］从不同角度研究并改进
了基于最小二乘原理的配准方法。这类方法虽总体

均方差最小，但很多情况下并不能保证两配准曲面

的距离分布满足要求。在质量检测中为了满足特定

的功能要求或者安装条件，考虑公差约束是非常有

必要的。陈善勇等
［７］
提出了考虑特征差异的依次

配准算法，在先选取的特征构成的齐次子空间中进

行模型配准，后选的特征在补空间中进行配准，这样

后面的配准服从前面的配准结果，优先满足局部配

准公差。在加工定位中为了避免材料短缺，要求满

足规定的最小余量，Ｓｕｎ等［８］
给出了余量优化配准

中余量约束的必要性。文献［９］开发了统一的定位
配准算法，实现了加工余量自适应优化。在加工定

位问题的建模与求解方面，Ｃｈａｔｅｌａｉｎ等［１０－１１］
针对极

大极小模型的不可微性，用直接搜索的单纯形法求

解分优先级的约束配准迭代问题。文献［８］利用乘

子罚函数法求解约束最小二乘加工定位模型。该模

型也可利用遗传算法
［１２］
和模拟退火算法

［１３］
求解。

Ｓｕｎ等［１４］
用序列二次规划法求解加工定位和质量

评估问题。

单纯形法是一种直接搜索方法，它是利用凸多

面体顶点处的函数值比较寻优，没利用导数值，所以

下降速度较慢。乘子罚函数法中增广Ｌａｇｒａｎｇｅ函数
仅是一次连续可微的，求解迭代优化问题时有可能

有数值困难。模拟退火算法和遗传算法等智能算法

不能保证收敛，即使收敛通常也是以效率和精度为

代价找到全局最优点。序列二次规划法先把最大值

函数转化为等价的带约束的可微优化问题，然后每

步迭代求解一个二次规划问题。因为需要增加约束

来消除目标函数的不可微性，而增加的约束不等式

的个数等于测点个数，所以当数据规模较大时，算法

复杂性变得相当大
［１４］
，序列二次规划不仅计算量变

大，而且需要的内存开支也变大。本文利用极大极

小原理建立加工余量优化和质量检测的统一配准模

型，该模型在满足配准附加约束的条件下，求测量数

据点到自由曲面模型的最大距离最小。为解决最大

距离最小优化目标函数的不可微性，利用最大熵法

得到连续逼近函数，从而实现复杂曲面的有效配准。

１　配准问题

曲面配准问题实际上是求解测量数据相对于自

由曲面模型的一组自由位姿，该位姿位形空间可以



记为

ＳＥ（３）＝Ｒ３×ＳＯ（３）
它是一个三维李氏群，记

ＳＥ（３）＝
Ｒ Ｐ[ ]０ １

，Ｐ∈Ｒ３，Ｒ∈ＳＯ（３{ }）
其中 Ｒ３是三维欧氏空间，ＳＯ（３）是三维旋转群。本
文采用欧拉角表示旋转矩阵，从而保证旋转矩阵的

正交性。设 ＣＭ是曲面模型的设计坐标系，ＣＷ 是测

量坐标系，Ｐ∈Ｒ３，Ｒ∈ＳＯ（３）分别是 ＣＷ 相对于 ＣＭ
的平移位置和旋转方位。ｇ∈ＳＥ（３）表示 ＣＷ 相对

于 ＣＭ 的欧氏变换，ｙ∈Ｒ
３
表示 ＣＷ 中的点，ｇｙ＝

Ｒｙ＋Ｐ是 ｙ在 ＣＭ中的表示。
加工定位的目的是找到欧氏变换参数，对齐毛

坯测量点云和曲面 ＣＡＤ数模，使得整个数模包到毛
坯中，并且加工余量要尽可能均匀或者满足工艺要

求。质量评估和误差分析要求各处的误差在给定的

区域公差范围内。因此本文配准目的就是要找到测

量数据关于自由曲面模型的一个相对位姿，在加工

或检测约束条件下，使两曲面对应距离满足极大极

小原则。

设 Ｙ＝｛ｙｉ∈Ｒ
３
，ｉ＝１，２，…，ｎ｝是曲面测量数据

点集，Ｓ＝｛ｘｉ∈Ｒ
３
，ｉ＝１，２，…，ｎ｝是自由曲面上对应

的最近点集，其中 ｎ表示测量点的个数。令 Ｘ表示
旋转和平移变量，定义

ｄｉ（Ｘ）＝‖Ｒ（Ｘ）ｙｉ＋Ｔ（Ｘ）－ｘｉ‖ （１）

ｄ０ｉ（Ｘ）＝〈Ｒ（Ｘ）ｙｉ＋Ｔ（Ｘ）－ｘｉ，ｎｉ〉 （２）
分别表示对应点间的绝对距离和投影距离。投影距

离中 ｎｉ表示测量点 ｙｉ的对应点 ｘｉ处的曲面法矢，

ｄ０ｉ（Ｘ）是距离矢量在法矢方向上的投影。投影符号
为正时，测点位于曲面外；投影符号为负时，测点位

于曲面内部；投影为零则对应距离为零。投影大小

表示对应点到曲面距离。

曲面轮廓度的质量检测通常是以实际曲面与目

标曲面之间的最大偏差加以评价，因此配准结果应

尽可能使曲面之间的绝对距离最小，并且满足容差

范围，因此建立模型

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｍａｘ
Ｘ∈Ｒ６
ｄｉ（Ｘ）

ｓ．ｔ．　 －μ≤ｄ０ｉ（Ｘ）≤ε　（ｉ＝１，…，ｎ
{

）
（３）

投影距离函数上、下偏差 －μ和 ε（μ≥０，ε≥０）表示
容差范围。

加工定位则要求余量满足加工要求，故建立模

型

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｍａｘ
Ｘ∈Ｒ６
ｄｉ（Ｘ）

ｓ．ｔ．　ｄ０ｉ（Ｘ）≥δ　（ｉ＝１，…，ｎ
{

）
（４）

其中 δ为规定最小余量要求。

最佳配准状态下投影距离与绝对距离一致或者

只有符号差别。因为目标函数是最大绝对距离函

数，所以模型（３）的投影距离函数的上界可以不进
行约束。因此可以建立加工定位和质量检测配准统

一数学模型

ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ｍａｘ
Ｘ∈Ｒ６
ｄｉ（Ｘ）

ｓ．ｔ．　ｄ０ｉ（Ｘ）≥σ　（ｉ＝１，…，ｎ
{

）
（５）

其中 σ可以根据容差下界或者余量要求给出。模
型（５）不仅简化了约束条件，统一了质量检测配准
和加工余量配准问题模型，而且相比于目前配准问

题中普遍采用的最小二乘模型（即以测量点到目标

曲面的距离平方和最小为目标函数），模型（５）对曲
面的轮廓度检测可以得到最大轮廓偏差的最小值，

从而避免因配准不到位导致轮廓度偏差评价结果高

于实际偏差的问题；而对于加工余量配准问题而言，

模型（５）通过投影距离函数约束最小余量，保证余
量最小处不出现问题，从而整体满足加工余量配准

要求。

２　最大熵法

上述配准模型（５）中的目标函数是最大值函
数，因为它不可微，所以对目标函数求最小时，基于

目标函数梯度的优化方法均无法直接使用。而利用

函数值求解的直接法或者智能化方法求解效率又不

理想，特别是数据规模较大时，这些方法不适于求解

不可微优化模型。

本文利用最大熵原理把不可微的最大值函数转

化为可微的最大熵函数，最大熵函数含有参数 ｐ，理
论上，ｐ趋于无穷大时，最大熵函数可精确地逼近最
大值函数。

最大熵原理是寻找满足约束条件的“最佳”、

“最合理”分布的一个标准，在数学上可表示为优化

问题
［１５］

ｍａｘＳ＝－ｋ∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｎｐｉ

ｓ．ｔ．

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｇｊ（ｘｉ）＝Ｅ［ｇｊ（ｘｉ）］　（ｊ＝１，…，ｍ）

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１

ｐｉ≥０　（ｉ＝１，…，ｎ





























）

（６）
其中函数 Ｓ称为熵函数，ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为待求的
概率分布，ｇｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）为各阶统计矩函数，
Ｅ（ｇｊ）表示实际观测到的各阶矩的期望值。

把配准时两曲面间的最大距离看作一个不确定
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性的概率问题，可通过最大熵原理构造最大熵函数

来代替最大值函数，从而将不可微的优化问题（５）
转化为可微问题求解。

３　熵函数法求解曲面配准问题

３１　配准问题的熵函数法
模型（５）中极大极小问题为

ｍｉｎ
Ｘ∈Ｒ６

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ｄｉ（Ｘ） （７）

首先转化为等价的约束非线性规划问题

ｍｉｎｚ
ｓ．ｔ．ｄｉ（Ｘ）≤ｚ　（ｉ＝１，２，…，ｎ{ ）

（８）

其 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ（Ｘ，ｚ，λ）＝ｚ＋∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ（ｄｉ（Ｘ）－ｚ） （９）

由问题（８）的 Ｋ Ｔ条件得

∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ＝１

λｉ≥０　（ｉ＝１，…，ｎ
{

）

（１０）

把条件（１０）代回式（９）得到

Ｌ（Ｘ，λ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｄｉ（Ｘ） （１１）

为了找到一个光滑函数一致地逼近最大值函数

Ｄ（Ｘ）＝ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ｄｉ（Ｘ），必须求解对偶问题

ｍａｘ
λ∈Λ
Ｌ（Ｘ，λ）＝∑

ｎ

ｉ＝１
λｉｄｉ（Ｘ） （１２）

Λ表示单纯形

Λ {＝ λｉ∈Ｒ
ｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
λｉ＝１，λｉ≥０（ｉ＝１，…，ｎ }）

（１３）
这里 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子 λｉ可以看作当前位姿下，

ｄｉ（Ｘ）最大的概率。因此，构造熵函数

Ｓ＝－∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｌｎλｉ （１４）

易知 Ｓ为非负函数。
为了得到使得这个熵函数最大的概率分布，将

该熵函数加到原函数上，得到摄动问题

Ｌｐ（Ｘ，λ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
λｉｄｉ（Ｘ）－

１
ｐ∑

ｎ

ｉ＝１
λｉｌｎλｉ （１５）

ｐ＞０为控制参数，ｐ增大时，熵函数在 Ｌｐ（Ｘ，λ）中
的作用降低，随着解的逼近，熵函数代表的不确定性

也在减小。由于距离函数 ｄｉ（Ｘ）是 Ｒ
６
中二次连续

可微函数，故可直接求解熵扰动的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数最
大化问题，可得

λｉ＝
ｅｐｄｉ（Ｘ）

∑
ｎ

ｊ＝１
ｅｐｄｊ（Ｘ）

（１６）

代入摄动函数（１５），可以得到一个逼近最大值函数
Ｄ（Ｘ）的光滑函数

Ｄｐ（Ｘ）＝
１
ｐ (ｌｎ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｅｐｄｉ（Ｘ )） （１７）

称为最大熵函数，当 ｐ充分大时，最大熵函数精确逼
近最大距离函数，故约束配准问题（５）可通过最大
熵原理转化为常规的可微优化问题，可微优化问题

表示为

ｍｉｎ
Ｘ∈Ｒ６
Ｄｐ（Ｘ）

ｓ．ｔ．　ｄ０ｉ（Ｘ）≥δ　（ｉ＝１，…，ｎ
{

）
（１８）

以上基于最大熵原理推导的曲面配准方法保持

了原模型的约束不变性，同时得到了可微的目标函

数。优化问题（１８）的目标函数和约束函数都是二
次连续可微的，且函数值及梯度值均可由精确的解

析公式表示，故采用广义乘子法结合拟牛顿法求解。

Ｂｒｏｙｄｅｎ Ｆｌｅｔｃｈｅｒ Ｇｏｌｄｆａｒｂ Ｓｈａｎｎｏ（ＢＦＧＳ）算法
的整个求解过程具有很好的数值稳定性，很高的计

算效率和精度
［１６］
，因此本文采用可以节省数据存储

空间的有限存储 Ｌ ＢＦＧＳ［１７］算法求解问题（１８）。
３２　数值溢出问题的处理

理论上，只要参数 ｐ充分大，问题（１８）与原问
题（５）等价，但是从数值计算方面来说，当 ｐ充分大
时，计算最大熵函数的函数值会溢出，其 Ｈｅｓｓｉａｎ阵
也是病态的，因而根本无法求解最大熵函数优化问

题。杨庆之等
［１８］
研究了最大熵函数的溢出问题，本

文将这一思想应用于配准中的最大熵函数的函数值

和梯度值的计算。记

Ｅ（Ｘ）＝｛ｉ｜ｄｉ（Ｘ）＝Ｄ（Ｘ）（ｉ＝１，…，ｎ）｝

Ｎ（Ｘ）＝｛ｉ∈Ｅ（Ｘ）｜ｐ（ｄｉ（Ｘ）－Ｄ（Ｘ））＞－ｌｎＭ

　　　　（ｉ＝１，…，ｎ
{

）｝

（１９）

这里 Ｍ为所用计算机的数值溢出临界值，于是最大
熵函数可表示为

Ｄｐ（Ｘ）＝Ｄ（Ｘ）＋

１
ｐ (ｌｎ ｍ＋∑

ｉ∈Ｎ（Ｘ）
ｅｐ（ｄｉ（Ｘ）－Ｄ（Ｘ )））

（２０）

其中 ｍ＝‖Ｅ（Ｘ）‖。函数表达式（２０）与式（１７）相
比忽略了小于机器精度的项，对计算结果不产生影

响，却有效地避免了溢出问题。根据式（２０），可推
导出 Ｄｐ（Ｘ）的梯度表达式为

Δ

Ｄｐ（Ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｖｉ（Ｘ）

Δ

ｄｉ（Ｘ） （２１）
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其中 ｖｉ（Ｘ）＝
１

ｍ＋∑
ｋ∈Ｎ（Ｘ）

ｅｐ（ｄｋ（Ｘ）－Ｄ（Ｘ））
（ｉ∈ Ｅ（Ｘ））

０ （其它）

ｅｐ（ｄｉ（Ｘ）－Ｄ（Ｘ））

ｍ＋∑
ｋ∈Ｎ（Ｘ）

ｅｐ（ｄｋ（Ｘ）－Ｄ（Ｘ））
（ｉ∈ Ｎ（Ｘ













 ））

（２２）

公式（２０）、（２１）通过忽略小于机器精度的项，有效
地避免了熵函数法中的溢出问题。

３３　算法步骤
为保证最大熵法的收敛和提高配准效率，先用

ＩＣＰ算法对曲面进行初始配准，设 ＩＣＰ求得的旋转
矩阵为 Ｒ０，平移向量为 Ｔ０，然后进行最大熵函数精
确配准。配准过程如下：

（１）给定变量初始值 Ｘ（０）∈Ｒ６和控制参数 ｐ，
令旋转矩阵和平移向量分别为：Ｒ＝Ｒ０和 Ｔ＝Ｔ０，设
置迭代次数 ｋ＝０，最大迭代次数为 ｋｍａｘ。

（２）对于给定测量数据点 ｙｉ，利用 Ｋ Ｄ树法
寻找自由曲面上的最近点 ｘｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）。

（３）结合广义乘子法和 Ｌ ＢＦＧＳ法迭代求解
问题（１８），得到 Ｘｋ，计算变换参数对应的旋转矩阵
Ｒｋ和平移向量 Ｔｋ。

（４）用 Ｒｋ和 Ｔｋ对测量数据点 ｙｉ（ｉ＝１，２，…，
ｎ）进行坐标变换，并且更新 Ｒ和 Ｔ，即

Ｒ＝ＲｋＲ　Ｔ＝ＲｋＴ＋Ｔｋ
（５）如果 Ｘｋ（ｋ＝１，２，…，ｎ）收敛或者 ｋ＝ｋｍａｘ，

则停止迭代，否则令 ｋ＝ｋ＋１，转步骤（２）继续。

４　配准实验

通过自由曲面加工余量优化和实际工件的质量

检测两个典型的曲面配准问题来验证新方法的有效

性。实验是在 ＣＰＵ２１０ＧＨｚ和 ＲＡＭ２５ＧＢ的个
人计算机上用 ＶＳ２００８编程实现的。
４１　仿真数据的余量优化配准实验

图１中点云表示的减速箱毛坯由 ＣＡＴＩＡ软件
模拟生成，曲面表示的是设计数模。取 ９８８０个点
模拟毛坯测量数据，在加工余量不小于 ０７ｍｍ的
约束下进行毛坯与设计数模的配准。

旋转和平移的收敛条件分别取 ０００１ｒａｄ和
００１ｍｍ，用 ＩＣＰ算法进行无约束初配准，结果如
图１ｂ所示。此时最小余量仅为００２ｍｍ，有 ３２５个
点不满足最小余量 ０７ｍｍ的约束条件，不满足余
量的点如图１ｃ所示。在余量要求 ０７ｍｍ约束下，
进行最大熵函数法配准，所有点均满足了最小余量

要求，结果如图１ｄ所示。
为了说明本文算法优势，取余量不小于 ０７ｍｍ

图 １　减速箱余量优化配准

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｂｌａｎｋａｌｌｏｗａｎｃｅｆｏｒｇｅａｒｂｏｘ
（ａ）初始状态　（ｂ）ＩＣＰ预配准结果

（ｃ）ＩＣＰ配准后不满足０７ｍｍ余量的点　（ｄ）最大熵法配准
　

为约束进行３种方法的比较，表 １给出了约束最小
二乘模型的广义乘子法、约束极大极小模型的序列

二次规划法和本文最大熵法的求解结果。３种方法
均满足最小余量０７ｍｍ，约束最小二乘模型的广义
乘子法用时最长，本文方法效率最高。与序列二次

规划方法相比，本文方法均方差更小，效率略高。当

采样数据点达到 １１８５４４时，序列二次规划算法因
内存不足而配准失败，本文方法历时 ８６ｍｉｎ得到
较好配准结果，而约束最小二乘的广义乘子法耗时

接近２ｈ。
本文给出的配准方法是利用熵函数作为扰动项

进行优化的，其中控制参数 ｐ的选取对配准优化的
求解起到了一定的调节作用。由表 ２可见，在最小
余量满足０７ｍｍ的条件下，控制参数取１０８以后，

３０３第 ７期　　　　　　　　　　　　谭高山 等：基于最大熵原理的复杂曲面位姿配准技术



均方差、最大余量和计算时间收敛到定值，计算精度

达到了１０－６。

表 １　算法性能比较（仿真数据）

Ｔａｂ．１　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

模型方法 广义乘子法 二次规划法 熵函数法

最大值／ｍｍ ６７０７２２９ ６３９０４４４ ６４８８５０７

均方差／ｍｍ ３９６４８２３ ３９８３７７７ ３９７６２２０

时间／ｓ ２５３ ２８ ２０

迭代次数 ３ ６ ２

表 ２　控制参数 ｐ对配准结果的影响

Ｔａｂ．２　Ａｆｆｅｃｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｏｎｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ

参数 ｐ １０３ １０４ １０６ １０８ １０１０ １０１５

最大值／ｍｍ ６４１１ ６４２４ ６４４９ ６４８９ ６４８９ ６４８９

均方差／ｍｍ ３９８７ ３９８４ ３９８０ ３９７６ ３９７６ ３９７６

时间／ｓ ５３ ３１ ３７ ２０ ２０ ２０

４２　实际工件的误差检测配准实验
图 ２是履带工件的误差检测的配准结果，蓝色

表示设计曲面，白色表示顶点数为 ４１１１５的测量三
角网格数据，测量数据与设计曲面数模直接 ＩＣＰ配
准，获得如图２ａ所示结果；采用本文方法结果如

图 ２　某工件质量检测配准

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｑｕａｌｉｔｙｅｖａｌｕａｔｉｏｎｆｏｒａｗｏｒｋｐｉｅｃｅ
（ａ）ＩＣＰ配准　（ｂ）最大熵法配准

　

图２ｂ，其中左下角的误差由图 ２ａ中的负值变为正
值，总体最大误差由 ４０７ｍｍ减小为 ３９ｍｍ，同时
最小误差保持不变，因此误差分布更加均衡，是一个

更加合理的误差评定结果。

表３显示了 ３种配准方法的结果，其中本文方
法效率最高，总体均方差最小，误差分布范围最小。

本文算法用时不到约束最小二乘法的 １０％，约是序
列二次规划法的 ５０％。约束最小二乘法的平均误
差比本文结果小００１２ｍｍ。

表 ３　算法性能比较（实际工件）

Ｔａｂ．３　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

模型方法 广义乘子法 二次规划法 熵函数法

误差分布／ｍｍ ［－４０４，４０］ ［－４０，４０］ ［－４０，３９］

平均误差／ｍｍ ０８５２ ０８７８ ０８６４

均方差／ｍｍ ０９２２ ０９２１ ０９１５

时间／ｓ １２９ ２２ １１

　　该实例中熵函数法配准的控制参数 ｐ取 １０１０，
ｐ大于１０８时，变换参数收敛到相同的优化结果。

５　结束语

首先建立了复杂曲面加工定位和质量检测的约

束极大极小统一模型。然后分析该问题的最大熵法

求解原理及方法，并且给出了防止溢出的目标函数

值、梯度值的解析表达式。将带约束极大极小模型

转化为可微问题，用拟牛顿法进行优化求解。实验

分析了控制参数对配准结果的影响，理论上参数趋

于无穷大时得到问题的精确解，事实上控制参数达

到１０８时，配准结果趋于稳定。良好的实验结果表
明本文方法能够合理表达复杂曲面余量分析和质量

评估中的配准问题，并能高效地求解，特别是对日益

迫切的大规模点云数据的配准问题具有一定意义。

本文算法和其它精确方法一样，对初始位置有一定

要求。
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