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结合面卸载分形模型

缪小梅　黄筱调
（南京工业大学机械与动力工程学院，南京 ２１０００９）

摘要：基于分形接触理论以及微凸体的卸载模型，建立了结合面的分形卸载模型。在模型中考虑了弹性以及弹塑

性微凸体的卸载。通过对所建模型的数值仿真，揭示了卸载过程中接触载荷、实际接触面积、接触压力与干涉量间

的非线性关系，以及卸载过程与加载过程的不同。结果表明，结合面的卸载过程是弹性的，且卸载过程取决于加载

过程的最终状态。卸载过程中，接触面积和载荷是干涉量的函数。卸载开始时，接触面积和接触载荷都急剧减小，

并且小于加载时的值。随着卸载量的增加，接触面积很快超过了加载时的接触面积，而接触载荷在很大范围内都

远小于加载时的接触载荷。在整个干涉量区间内，接触压力都远小于卸载时的接触压力。
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　　引言

１９９１年，Ｍａｊｕｍｄａｒ等研究发现大部分机械结合
面具有分形特征，并据此提出了以分形几何为基础

的接触模型———ＭＢ模型［１］
。许多研究者在此基础

上对结合面的接触特性进行了一系列研究
［２－１２］

。

ＭＢ模型中仅仅考虑了微凸体的两种变形方式，纯
弹性或纯塑性，而对两者的过渡区间———弹塑性变

形未予考虑。单个微凸体的研究表明，在很大的变

形量范围内，微凸体发生的都是弹塑性变形
［１３－１５］

。

文献［１６］在此基础上提出了考虑了微凸体弹塑性
变形的结合面分形接触模型。文献［１７］将结合面
的接触模型拓展到包含几何误差的情况。上述模型

只考虑了结合面在一次加载的情况，然而对于一般

的机械零件，通常需要承受成千上万次的载荷，因此

卸载过程对实际的机械结合面而言是很重要的。

本文基于单个微凸体的卸载模型，提出一种结

合面的分形卸载模型。通过模型仿真研究了卸载过

程中结合面上的接触载荷，接触面积以及接触压力

的变化趋势，并将卸载过程的加载过程与文献［１６］
的加载过程进行比较。

１　微凸体的卸载模型

结合面之间的接触变形实质上发生在微凸体之

间，可考虑为一个半球形微凸体与刚性平面的接触

问题。由于弹性变形是可逆的，发生弹性变形的微

凸体卸载与加载过程一致，满足赫兹理论。卸载过

程中微凸体接触面积 ａｕ以及接触载荷 ｆｕ分别为
ａｕ＝πＲδｕ （１）

ｆｕ＝
４Ｅ
３
Ｒ１／２δ３／２ｕ （２）

其中 δｕ＝
δ－δｍ＋ｄ （δ－δｍ＋ｄ≥０）

０ （δ－δｍ＋ｄ＜０{ ）
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式中　Ｒ———微凸体半径
Ｅ———结合面材料的等效弹性模量
δｕ———微凸体卸载时的干涉量
δ———微凸体加载时的最大干涉量

δｍ———结合面最大接触点的微凸体的高度
ｄ———卸载时结合面最大微凸体的干涉量

（结合面的干涉量），对于弹性变形的

微凸体０≤δｕ≤δ
对于发生弹塑性变形的微凸体而言，微凸体卸

载过程与之前的受载历史相关。Ｊｏｈｎｓｏｎ首先对半
球与刚性平面接触的卸载过程进行了研究，指出即

便在加载过程中发生了大的塑性变形，其卸载过程

仍旧是完全弹性的，满足赫兹定律
［１８］
。ＶｕＱｕｏｃ［１９］

等提出了一个简单的微凸体卸载解析模型，并将模

型与有限元结果进行了比较，具有很好的一致性。

然而这个模型只适用于塑性变形比例较小的情况

下。Ｅｔｓｉｏｎ［２０］等基于 Ｊｏｈｎｓｏｎ的假设，推导了微凸体
卸载的理论模型，同时对卸载过程进行了有限元计

算，并将两者进行了比较。Ｅｔｓｉｏｎ等的研究覆盖了



弹塑性到完全塑性的全部区域。根据 Ｅｔｓｉｏｎ有限元
分析的结果，微凸体卸载后的残余干涉量为

δｒ＝ [δ１－ １
（δ／δｃ）

] [０２８ １－ １
（δ／δｃ）

]０６９ （４）

其中 δｃ (＝ πＫＨ
２ )Ｅ

２

Ｒ （５）
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式中　δｃ———微凸体的临界干涉量
Ｈ———材料的硬度
σｓ———材料的屈服强度
Ｋ———与材料泊松比 ν相关的系数

卸载过程中接触载荷和接触面积与干涉量的关

系为

ｆｕ＝ (ｆδｕ－δｒδ－δ )
ｒ

１５δ－００３３１

（６）

ａｕ＝ (ａ δｕ－δｒδ－δ )
ｒ

δ－０１２

（７）

对于存在塑性变形的微凸体，δｒ＜δｕ＜δ，即微凸体不
能完全恢复成未变形前的状态，而是存在一定的残

余变形

δｕ＝
δ－δｍ＋ｄ （δ－δｍ＋ｄ≥δｒ）

δｒ （δ－δｍ＋ｄ＜δｒ{ ）
（８）

加载过程的最大干涉量是影响卸载过程的主要

因素。残余干涉量与加载时的干涉量呈正比。随着

δ的增加，残余干涉量趋近一个上限值 δ，这时，微凸
体接近完全塑性变形，弹性恢复量相对于干涉量来

说微不足道。而当 δ趋近于 δｃ时，加载近似为纯弹
性的，残余干涉量趋近于零。卸载过程是完全弹性

的，但是接触载荷以及接触面积与干涉量的关系已

经不满足赫兹定律。

２　结合面的卸载模型

任意两个粗糙表面的接触都可以简化为一个粗

糙表面与一个刚性平面的接触问题，本文只考虑简

化后的情况。粗糙表面与刚性平面接触时，微凸体

接触面积 ａ的分布规律与海洋面岛屿面积的分布规
律相似，分布密度服从幂函数

ｎ（ａ）＝Ｄ
２
ａ
Ｄ
２
ｍ

ａ
Ｄ
２＋１

（９）

式中　ａｍ———最大接触点的面积
Ｄ———分形维数，１＜Ｄ＜２，表示轮廓高度中

高频和低频成分的分布比例，Ｄ越大，
则高频成分所占的比例越大

根据分形理论，微凸体的半径为

Ｒ＝ ａ′
Ｄ／２

π２ＧＤ－１
（１０）

式中　ａ′———微凸体的截断面积
Ｇ———分形粗糙度系数，它决定了轮廓高度，

Ｇ越大，则其表面越粗糙
在弹性变形时，微凸体的截断面积为微凸体接

触面积的２倍。
根据结合面式（１）、（９）和（１０），弹性微凸体卸

载时总的接触面积为
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δｕｎｄａ

式中　ａｅｃ———弹性临界接触面积
根据文献［１６］，微凸体临界接触面积

ａｅｃ＝
Ｇ２

(２ ＫＨ２ )Ｅ
２／（Ｄ－１） （１１）

ａｐｃ＝
Ｇ２

１１０１／（Ｄ－１ (） ＫＨ２ )Ｅ
２／（Ｄ－１） （１２）

式中　ａｐｃ———塑性临界接触面积
当 ａ≥ａｅｃ时，微凸体发生弹性变形；当 ａｐｃ≤ａ≤

ａｅｃ时，微凸体发生弹塑性变形；当 ａ≤ａｐｃ时微凸体发
生塑性变形。

根据分形理论，微凸体的高度

δ＝ＧＤ－１ａ′（２－Ｄ）／２ （１３）
对于弹塑性变形时接触面积与截断面积的关

系，本文采用与 ＫＥ模型相同形式的函数来拟
合

［１４］
，同时保持函数的连续性，即在弹性临界变形

处接触面积为截断面积的一半，塑性临界变形接触

面积等于截断面积

ａ′＝ (ａ ａ
ａ )
ｐｃ

ｌｇ２
１
Ｄ－１ｌｇ１１０－ｌｇ２ （１４）

根据式（４）、（７）和（９），弹塑性微凸体卸载时总的接
触面积

Ａｅｐｕ＝∫
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总的接触面积

Ａｕ＝Ａｅｕ＋Ａｅｐｕ （１６）
由式（３）、（４）可知，δｕ和 δｒ是加载时结合面最

大接触点的面积 ａｍ、加载时微凸体的最大接触面积
ａ和干涉量 ｄ的函数。根据式（１３）、（１４），δ是加载
时结合面最大接触点的面积 ａｍ、加载时微凸体的最
大接触面积 ａ和干涉量 ｄ的函数。因此总的接触面
积是干涉量 ｄ以及加载时最大接触点面积 ａｍ 的函
数，也就是说结合面卸载时的接触面积与干涉量的
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关系只取决于结合面加载时的最终状态。根据

式（２）、（９）、（１０）和（１３），卸载时发生弹性变形的
微凸体上总的接触载荷为

Ｆｅｕ＝∫
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ａｅｃ

ｎ（ａ）ｆｕｄａ＝∫
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（１７）
根据文献［１６］，加载时发生弹塑性变形的微凸

体的载荷与接触面积的关系为

ｆ＝１６１５６σｓ (ａ ａ
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其中 Ｃ＝ ｌｇ１７３３
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Ｄ )－１

根据式（４）、（６）、（９）和（１８），卸载时发生弹塑性变
形的微凸体上总的接触载荷为
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（１９）
同样地，总的接触载荷是干涉量 ｄ以及加载时最大
接触点面积 ａｍ的函数，结合面卸载时的接触面积与
干涉量的关系只取决于结合面加载时的最终状态。

３　数值仿真

仿真参数：结合面材料为 Ｑ２３５，Ｅ＝２３０ＧＰａ，
ν＝０３，σｓ＝２３５ＭＰａ，Ｇ＝１０

－１４ｍ，Ｄ＝１８，加载最
终实际接触面积 ＡＲ＝００１Ａ０，Ａ０为名义接触面积，

这里取 Ａ０＝１０００ｍｍ
２
。

图 １　实际接触面积与干涉量的关系曲线

Ｆｉｇ．１　Ｃｈａｎｇｉｎｇｔｒｅｎｄｏｆｒｅａｌｃｏｎｔａｃｔａｒｅａｗｉｔｈｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ
　

图 １为结合面加载和卸载接触面积，接触面积
是干涉量的非线性函数。由图可见，在刚开始卸载

时，接触面积小于加载时的接触面积。这是由于在

刚开始卸载时，原本发生塑性以及弹塑性接触的微

凸体，由于存在残余变形，很快脱离接触。但是随着

卸载量的增加，卸载时的接触面积很快就超过了加

载时的接触面积。

图２为结合面加载和卸载时的接触载荷，接触

载荷是干涉量的非线性函数。由图 ２可见，卸载一
开始，接触载荷急剧减少，变化的速率远大于加载时

的变化率。产生这一现象的原因是在卸载过程中，

原本发生弹塑性以及塑性变形的微凸体上的载荷的

迅速减少。但是在接近卸载完成时，卸载时的接触

载荷略大于加载时的接触载荷。

图 ２　接触载荷与干涉量的关系曲线

Ｆｉｇ．２　Ｃｈａｎｇｉｎｇｔｒｅｎｄｏｆｃｏｎｔａｃｔｆｏｒｃｅｗｉｔｈｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ
　
图３为结合面加载和卸载时实际接触面积上的

平均接触压力。显然在整个卸载过程中，卸载的接

触压力远小于加载时的接触压力。这是由于加载时

结合面既发生弹性变形也发生塑性变形，而结合面

的卸载过程是完全弹性的。显然，塑性变形相对弹

性变形具有更好的承载能力。

图 ３　平均接触压力与干涉量的关系曲线

Ｆｉｇ．３　Ｃｈａｎｇｉｎｇｔｒｅｎｄｏｆａｖｅｒａｇｅｃｏｎｔａｃｔ

ｐｒｅｓｓｕｒｅｗｉｔｈｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ
　

４　结论

（１）微凸体的卸载过程完全弹性，即便加载过
程是包含塑性的，但是已经不服从赫兹接触理论。

微凸体的卸载过程取决于微凸体加载时的最终状

态。结合面卸载后，存在塑性变形的微凸体不能完

全恢复，从而使得结合面存在残余变形。

（２）结合面的卸载过程是完全弹性的，再次加
载时只要干涉量不超过上次加载时的干涉量，再次

加载过程将重复卸载的过程。结合面的卸载过程取

决于结合面加载时的最终状态。

（３）卸载时，结合面的接触载荷、接触面积和接
触压力是加载时结合面最大接触点面积和卸载时结

合面间干涉量的函数。结合面的卸载过程取决于结

合面加载时的最终状态。

（４）在刚开始卸载时，结合面接触面积和接触
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载荷迅速减少，远小于加载时的接触面积和接触载

荷。随着卸载过程的继续，卸载的接触面积很快超

过加载时的接触面积。但是接触载荷直到快要卸载

完成时才略大于加载时的接触载荷。在整个卸载过

程中结合面上的接触压力远小于加载时的接触压

力。
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