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摘要：针对传统旋转曲面绘制中存在计算复杂和形状难以调节的问题，提出了一种带形状参数的旋转曲面设计方

法。该方法基于超限向量值有理插值函数的基本思想，利用带形状参数的四次 Ｂéｚｉｅｒ曲线来进行旋转曲面的设

计，并得到生成整个旋转曲面的一个显式函数表达式。所生成的旋转曲面不仅计算简单，而且具有灵活的局部形

状可调性。最后，对所设计的旋转曲面进行形状与性质分析，并给出了一些旋转曲面的几何造型实例。实例结果

表明，所提方法不仅直观、有效，而且易于修改旋转曲面的形状，可以在工程旋转曲面的构造与外形设计中得到应

用。
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　　引言

自由曲线曲面造型设计一直是 ＣＡＤ／ＣＡＭ领域
中重要的研究课题，其中著名的 Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面由
于具有许多优良的性质，如今已成为 ＣＡＤ／ＣＡＭ领
域用于描述形状信息的主要工具之一。然而随着现

代几何造型工业的快速发展，传统基于 Ｂéｚｉｅｒ的曲
线曲面造型方法已难以满足实际应用中的各种需

求，为此人们开始构造了一些非有理形式的带参

Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面［１－７］
。四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面作

为一种新颖的曲线曲面造型方法
［７］
，不仅保留传统

Ｂéｚｉｅｒ方法全部的优点，而且还具有优良的形状可
调性，同时其计算复杂度低于一些非代数多项式曲

线
［１－４］

，所以这种曲线曲面在 ＣＡＤ／ＣＡＭ中得到广

泛的应用
［８－９］

。

为了增强四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线曲面的几何造型
能力，学者们进一步研究了该曲线的一些关键技术，

如光滑拼接
［８］
、形状分析

［９］
、近似合并

［１０］
以及可展

曲面设计
［１１］
等。然而，在 ＣＡＤ／ＣＡＭ中经常会遇到

旋转曲面的快速生成问题，且在航天航空、机械加

工、工业产品设计以及３Ｄ动画设计等领域，旋转曲
面是经常遇到的一类简单而又非常重要的曲面，很

多模型都是由一个或多个旋转曲面构成的。在现有

的 ＣＡＤ／ＣＡＭ 系统中，通常把旋转曲面表示为

Ｂéｚｉｅｒ参数形式，因此对 Ｂéｚｉｅｒ旋转曲面的研究具
有重要的理论与实际应用价值。

目前，生成旋转曲面的常用方法有三维坐标变

换法
［１２］
、Ｂ样条曲线理论［１３］

、散乱数据三角剖

分
［１４］
、轮廓约束的曲面绘制

［１５］
、多点调形法

［１６］
以及

基于参数方法构造旋转曲面
［１７－１８］

等。在很多情况

下，需要方便地对旋转曲面的整体（或局部）形状进

行调整。为此，本文基于超限向量值有理插值函数

的思想，结合四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线的相关理论［７－８］
，

提出一种生成四次带参 Ｂéｚｉｅｒ旋转曲面的方法。

１　四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线族

定义１：给定４个控制顶点 Ｐｊ∈Ｒ
ｄ
（ｄ＝２，３；ｊ＝

０，１，２，３），对 ｔ∈［０，１］，定义

Ｐ（ｔ；λ）＝∑
３

ｊ＝０
Ｐｊｂｊ，４（ｔ） （１）

式（１）中所定义的曲线称为带形状参数 λ的四次
Ｂéｚｉｅｒ曲线，简称四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线［７］

。四次多

项式基函数 ｂｊ，４（ｔ）（ｊ＝０，１，２，３）定义为

ｂ０，４（ｔ）＝（１－λｔ）（１－ｔ）
３

ｂ１，４（ｔ）＝（３＋λ－λｔ）ｔ（１－ｔ）
２

ｂ２，４（ｔ）＝（３＋λｔ）ｔ
２
（１－ｔ）

ｂ３，４（ｔ）＝（１－λ＋λｔ）ｔ













３

（２）

式中，λ∈［－３，１］称为形状参数。显然，当 λ＝０



时，式（１）便退化为传统三次 Ｂéｚｉｅｒ曲线。由式（１）
可以推出四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线具有对称性、端点性
质、凸包性、几何不变性以及仿射不变性等。此外，

该曲线形状参数的几何意义也明显，即随着形状参

数 λ逐渐地增大，四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线逐渐地靠近
其控制多边形。

类似于传统的 Ｂéｚｉｅｒ曲线，可以推导出四次带
参 Ｂéｚｉｅｒ曲线间 Ｃ１、Ｇ１光滑拼接的条件。

定理１　由式（１）定义的两相邻曲线 Ｐ（ｔ；λ１）

和 Ｑ（ｔ；λ２）间 Ｇ
１
光滑拼接的充要条件为

［８］

Ｑ０＝Ｐ３＝
３α＋αλ１

３α＋αλ１＋３＋λ２
Ｐ２＋

３＋λ２
３α＋αλ１＋３＋λ２

Ｑ１ （３）

式中，α＞０为常数；Ｐｉ和 Ｑｉ（ｉ＝０，１，２，３）分别为曲
线 Ｐ（ｔ；λ１）和 Ｑ（ｔ；λ２）的控制顶点。若令式（３）中

α＝１，则定理１中曲线 Ｇ１光滑拼接的条件退化为曲
线 Ｃ１光滑拼接的条件。

２　超限向量值有理插值函数

定义２：对于给定的 ｄ维复向量 Ｖ∈Ｃｄ，它的
Ｓａｍｅｌｓｏｎ逆定义为［１９］

Ｖ－１＝１
Ｖ
＝ Ｖ

‖Ｖ‖２ （４）

式中　Ｖ———Ｖ的共轭向量

‖Ｖ‖———向量 Ｖ的模
根据定义２中向量的 Ｓａｍｅｌｓｏｎ逆，定义二元超

限向量值有理插值函数，本文只需用到 ３个插值条
件，故定义二元超限向量值有理插值函数

［１９］

　Ｒ（ｓ，ｔ）＝Ｎ（ｓ，ｔ）
ｑ（ｓ，ｔ）

＝ｂ０（ｓ）＋
ｔ－ｔ０

ｂ１（ｓ）＋
ｔ－ｔ１
ｂ２（ｓ）

（５）

且满足插值条件

Ｒ（ｓ，ｔｉ）＝
Ｎ（ｓ，ｔｉ）
ｑ（ｓ，ｔｉ）

＝Ｖｉ（ｓ）　（ｉ＝０，１，２） （６）

式中，Ｎ（ｓ，ｔ）＝｛λ１（ｓ，ｔ），λ２（ｓ，ｔ），λ３（ｓ，ｔ）｝是三维
向量值函数，λｊ（ｓ，ｔ）（ｊ＝０，１，２）和 ｑ（ｓ，ｔ）都是关于
ｓ、ｔ的实函数；而 Ｖｉ（ｓ）、ｂｉ（ｓ）（ｉ＝０，１，２）都是变量 ｓ
的三维向量值函数，ｔｉ（ｉ＝０，１，２）都是实数。

３　四次带参 Ｂéｚｉｅｒ旋转曲面的设计

３１　问题的描述
本文研究的主要问题是构造空间任意形状的旋

转曲面。这里，所谓四次带参 Ｂéｚｉｅｒ旋转曲面的设
计是指：利用第２节中的超限向量值有理插值函数
的思想，结合一条分段的组合四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线

给出一种旋转曲面的生成算法。

３２　算法基本步骤
（１）在空间直角坐标系的某个平面 Σ（这里 Σ

取为 ｘｏｙ平面，其他平面可类似讨论）上，首先构造
一条以 Ｐｉ，０、Ｐｉ，１、Ｐｉ，２、Ｐｉ，３（ｉ＝１，２，…，ｎ）为控制顶
点的分段组合（曲线共分为 ｎ段）四次带参 Ｂéｚｉｅｒ
曲线 Ｓ０，并将 Ｓ０写成向量形式为
Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）＝｛ｘｉ，０（ｓ），ｙｉ，０（ｓ），０｝（ｉ＝１，２，…，ｎ）

（７）
式中，曲线段 Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）由式（１）所定义，它表示四
次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线 Ｓ０的第 ｉ段曲线，其控制顶点为
Ｐｉ，０、Ｐｉ，１、Ｐｉ，２、Ｐｉ，３，形状参数为 λｉ；曲线 Ｓ０的每相邻

两曲线段 Ｖｉ，０（ｓ）和 Ｖｉ＋１，０（ｓ）间通常要达到 Ｇ
０
、Ｇ１

或 Ｃ１连续，即其控制顶点应满足曲线 Ｇ０、Ｇ１或 Ｃ１光
滑拼接条件。

其次，在垂直于平面 Σ（ｘｏｙ平面）的平面 Σ（取
为 ｘｏｚ平面）上作曲线 Ｓ１，写成向量形式为

Ｖｉ，１（ｓ；λｉ）＝｛ｘｉ，１（ｓ），０，ｚｉ，１（ｓ）｝＝
｛ｘｉ，０（ｓ），０，ｙｉ，０（ｓ）｝　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （８）

式中，曲线段 Ｖｉ，１（ｓ；λｉ）表示曲线 Ｓ１的第 ｉ段，该曲
线段是由曲线 Ｓ０的第 ｉ段 Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）绕着 ｘ轴顺时
针旋转９０°得到的。

最后以 ｘ轴为对称轴 Ｌ，在平面 Σ（ｘｏｙ平面）上
作曲线 Ｓ０关于 Ｌ对称的曲线 Ｓ２，记为

Ｖｉ，２（ｓ；λｉ）＝｛ｘｉ，２（ｓ），ｙｉ，２（ｓ），０｝＝
｛ｘｉ，０（ｓ），－ｙｉ，０（ｓ），０｝　（ｉ＝１，２，…，ｎ） （９）

式中，曲线段 Ｖｉ，２（ｓ；λｉ）表示曲线 Ｓ２的第 ｉ段。
于是，得到了分布在 ２块相互垂直平面（ｘｏｙ平

面和 ｘｏｚ平面）上的３条参数曲线
Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）＝｛ｘｉ，０（ｓ），ｙｉ，０（ｓ），０｝

Ｖｉ，１（ｓ；λｉ）＝｛ｘｉ，０（ｓ），０，ｙｉ，０（ｓ）｝

Ｖｉ，２（ｓ；λｉ）＝｛ｘｉ，０（ｓ），－ｙｉ，０（ｓ），０｝

　（０≤ｓ≤１；ｉ＝１，２，…，ｎ













）

（１０）

（２）将式（１０）中曲线 Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）、Ｖｉ，１（ｓ；λｉ）和
Ｖｉ，２（ｓ；λｉ）作为３个插值条件函数，根据式（６）中应
满足的插值条件，来构造形如式（５）的二元超限向
量值有理插值函数。具体步骤为：

① 假设 ｔ０＝０，ｔ１＝０５，ｔ２＝１，并定义三维向量
值函数

ｂｉ，０（ｓ；λｉ）＝Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）　（ｉ＝１，２，…，ｎ）（１１）
② 根据向量 Ｓａｍｅｌｓｏｎ逆的定义，令

Ｒｉ，１（ｓ，ｔ１；λｉ）＝
ｔ１－ｔ０

Ｖｉ，１（ｓ；λｉ）－ｂｉ，０（ｓ；λｉ）
　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

并结合式（１１）将 Ｒｉ，１（ｓ，ｔ１；λｉ）记为
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ｂｉ，１（ｓ；λｉ）＝Ｒｉ，１（ｓ，ｔ１；λｉ）＝
ｔ１－ｔ０

Ｖｉ，１（ｓ；λｉ）－Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）
　（ｉ＝１，２，…，ｎ）（１２）

③ 依次定义

Ｒｉ，１（ｓ，ｔ２；λｉ）＝
ｔ２－ｔ０

Ｖｉ，２（ｓ；λｉ）－ｂｉ，０（ｓ；λｉ）
＝

ｔ２－ｔ０
Ｖｉ，２（ｓ；λｉ）－Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）

　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

Ｒｉ，２（ｓ，ｔ２；λｉ）＝
ｔ２－ｔ１

Ｒｉ，１（ｓ，ｔ２；λｉ）－ｂｉ，１（ｓ；λｉ）
（ｉ＝１，２，…，ｎ）

并记 ｂｉ，２（ｓ；λｉ）＝Ｒｉ，２（ｓ，ｔ２；λｉ）＝
ｔ２－ｔ１

ｔ２－ｔ０
Ｖｉ，２（ｓ；λｉ）－Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）

－
ｔ１－ｔ０

Ｖｉ，１（ｓ；λｉ）－Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）
（ｉ＝１，２，…，ｎ） （１３）

④ 将式（１１）～（１３）中所得的 ｂｉ，ｊ（ｓ；λｉ）（ｊ＝０，
１，２；ｉ＝１，２，…，ｎ）代入式（５），可以得到二元超限
向量值有理插值函数

Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）＝ｂｉ，０（ｓ；λｉ）＋
ｔ－ｔ０

ｂｉ，１（ｓ；λｉ）＋
ｔ－ｔ１

ｂｉ，２（ｓ；λｉ）

　（ｉ＝１，２，…，ｎ）（１４）

式中，０≤ｓ≤１，０≤ｔ≤１。易验证式（１４）中二元超限
向量值有理插值函数满足插值条件

Ｒｉ（ｓ，ｔｊ；λｉ）＝Ｖｉ，ｊ（ｓ；λｉ）
（ｊ＝０，１，２；ｉ＝１，２，…，ｎ） （１５）

（３）对式（１４）中函数Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）进行由后向前
的有理化，即可得到二元超限向量值有理插值函数

Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）的显式表达式
Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）＝

ｘｉ，０（ｓ），
１－２ｔ

２ｔ２－２ｔ＋１
ｙｉ，０（ｓ），

２ｔ－２ｔ２

２ｔ２－２ｔ＋１
ｙｉ，０（ｓ{ }）

并将 Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）重新记为

Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）＝
Ｎｉ（ｓ，ｔｉ）
ｑｉ（ｓ，ｔｉ）

＝

｛ｒｉ，１（ｓ，ｔ；λｉ），ｒｉ，２（ｓ，ｔ；λｉ），ｒｉ，３（ｓ，ｔ；λｉ）｝（１６）
其中 ｒｉ，１（ｓ，ｔ；λｉ）＝ｘｉ，０（ｓ）

ｒｉ，２（ｓ，ｔ；λｉ）＝
１－２ｔ

２ｔ２－２ｔ＋１
ｙｉ，０（ｓ）

ｒｉ，３（ｓ，ｔ；λｉ）＝
２ｔ－２ｔ２

２ｔ２－２ｔ＋１
ｙｉ，０（ｓ）

利用文献［１９－２０］中的结论，易证明 Ｒｉ（ｓ，ｔ；

λｉ）所表示的空间曲面是以 ｘｏｙ平面上的一条参数
曲线 Ｓ０∶Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）＝｛ｘｉ，０（ｓ），ｙｉ，０（ｓ），０｝（ｉ＝１，２，
…，ｎ）为母线的旋转曲面的一半（具体证明过程不
再赘述）。如果需要得到一个完整的旋转曲面，还

须进一步将

Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）＝｛ｒｉ，１（ｓ，ｔ；λｉ），ｒｉ，２（ｓ，ｔ；λｉ），ｒｉ，３（ｓ，ｔ；λｉ）｝
（ｉ＝１，２，…，ｎ）

中的第３个分量 ｒｉ，３（ｓ，ｔ；λｉ）反号，即可得到另一半
的旋转曲面

槇Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）＝｛ｒｉ，１（ｓ，ｔ；λｉ），ｒｉ，２（ｓ，ｔ；λｉ），
－ｒｉ，３（ｓ，ｔ；λｉ）｝　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

显然，两半旋转曲面 Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）和 槇Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）
是关于平面 Σ（本文 Σ取为 ｘｏｙ平面）对称的，它们
组合在一起就组成了一个完整的旋转曲面。特别

的，本文方法生成的旋转曲面含有 ｎ个相互独立的
形状控制参数 λ１，λ２，…，λｎ，通过改变形状参数 λｉ
可以灵活地修改旋转曲面每一部分的形状。

３３　旋转曲面的性质分析
由于四次带参 Ｂéｚｉｅｒ旋转曲面的母线 Ｓ０是一

条以 Ｐｉ，０、Ｐｉ，１、Ｐｉ，２、Ｐｉ，３（ｉ＝１，２，…，ｎ）为控制顶点
的分段组合四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线，所以该旋转曲面
会继承四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线的一些基本性质。

性质１：插值性质。根据四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线
的端点性质可知，旋转曲面母线 Ｓ０的每一段曲线
Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）均插值于其始末控制顶点
Ｐｉ，０、Ｐｉ，３，且相邻曲线段 Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）和 Ｖｉ＋１，０（ｓ；λｉ＋１）
的控制顶点满足 Ｐｉ，３＝Ｐｉ＋１，０（ｉ＝１，２，…，ｎ－１）），
所以四次带参 Ｂéｚｉｅｒ旋转曲面插值于 ｎ＋１个由其
始末控制顶点 Ｐｉ，０、Ｐｉ，３（ｉ＝１，２，…，ｎ）分别绕着 ｘ
轴旋转一周生成的圆。

性质２：凸包性。即整个四次带参 Ｂéｚｉｅｒ旋转
曲面是位于一个空间旋转立体凸包之中的，该旋转

立体凸包是由旋转曲面母线 Ｓ０的控制多边形凸包
绕着 ｘ轴旋转一周生成的。

性质３：光滑性。如果旋转曲面母线 Ｓ０的每相
邻两曲线段 Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）和 Ｖｉ＋１，０（ｓ；λｉ＋１）间要达到了

Ｇ０、Ｇ１或 Ｃ１连续，则生成的旋转曲面沿其母线方向
必然具有 Ｇ０、Ｇ１或 Ｃ１光滑连续性。

性质４：形状参数的几何意义。因为随着形状
参数 λ逐渐地增大，四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线逐渐地靠
近其控制多边形。所以随着参数 λ的逐渐增大，四
次带参 Ｂéｚｉｅｒ旋转曲面会逐渐地逼近由其母线控制
多边形绕 ｘ轴旋转一周生成的控制旋转曲面。

４　数值实例

４１　单段四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线绕 ｘ轴旋转
本节给出一个以单段四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线为母

线绕 ｘ轴生成旋转曲面的实例。假设给定 ｘｏｙ平面
上的点向量 Ｐｊ（ｊ＝０，１，２，３），它们坐标取值分别为
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Ｐ０＝（０，０，０）

Ｐ１＝（０５，０４，０）

Ｐ２＝（０２，１８，０）

Ｐ３＝（１，２，０













）

（１７）

由定义１和式（１７）可知，以 Ｐｊ（ｊ＝０，１，２，３）为控制
顶点生成的１段四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线 Ｖ０（ｓ；λ）的参
数方程为

Ｖ０（ｓ；λ）＝｛ｘ０（ｓ），ｙ０（ｓ），０｝ （１８）

其中　ｘ０（ｓ）＝（１５＋０５λ）ｓ－（２４＋１５λ）ｓ
２＋

（１９＋０７λ）ｓ３＋０３λｓ４

ｙ０（ｓ）＝（１２＋０４λ）ｓ＋（３０－１２λ）ｓ
２－

（２２－λ）ｓ３－０２λｓ４

由３２小节中的结论可知，以 Ｖ０（ｓ；λ）为母线
绕 ｘ轴旋转一周生成的旋转曲面方程为

Ｒ（ｓ，ｔ；λ）＝
　　｛ｒ１（ｓ，ｔ；λ），ｒ２（ｓ，ｔ；λ），ｒ３（ｓ，ｔ；λ）｝

槇Ｒ（ｓ，ｔ；λ）＝
　　｛ｒ１（ｓ，ｔ；λ），ｒ２（ｓ，ｔ；λ），－ｒ３（ｓ，ｔ；λ













）｝

（１９）

式中，０≤ｓ≤１，０≤ｔ≤１；Ｒ（ｓ，ｔ；λ）与 槇Ｒ（ｓ，ｔ；λ）关于
ｘｏｙ平面对称，它们合在一起构成完整的旋转曲面；
３个分量 ｒｊ（ｓ，ｔ；λ）（ｊ＝１，２，３）取值为

ｒ１（ｓ，ｔ；λ）＝ｘ０（ｓ）

ｒ２（ｓ，ｔ；λ）＝
１－２ｔ

２ｔ２－２ｔ＋１
ｙ０（ｓ）

ｒ３（ｓ，ｔ；λ）＝
２ｔ－２ｔ２

２ｔ２－２ｔ＋１
ｙ０（ｓ）

　（－３≤λ≤１















）

（２０）

式中，ｘ０（ｓ）、ｙ０（ｓ）按式（１８）中取值，λ为形状参数。
图１给出式（１９）中当形状参数 λ取不同值时

的四次带参 Ｂéｚｉｅｒ旋转曲面。由图 １可知，通过修
改旋转曲面方程式（１９）中的形状参数 λ，可以灵活
调整旋转曲面的形状，无需重新设计旋转曲面，省时

省力。此外，本文方法还容易得到母线 Ｖ０（ｓ；λ）绕
ｘ轴旋转一定角度 θ（０＜θ＜２π；θ≠π）生成的旋转
曲面，具体做法为：①如果 ０＜θ＜π，此时只需用旋
转曲面方程式（１９）中的Ｒ（ｓ，ｔ；λ）来生成旋转曲面，
但变量 ｔ的范围应限定为０≤ｔ≤θ／π。②若 π＜θ＜
２π，此时可先用 Ｒ（ｓ，ｔ；λ）生成一半的旋转曲面，然

后再用 槇Ｒ（ｓ，ｔ；λ）生成剩余的不到一半的旋转曲面，

但函数 槇Ｒ（ｓ，ｔ；λ）中变量 ｔ的范围应限定为 ０≤ｔ≤
（θ－π）／π。图２给出一个母线绕 ｘ轴旋转一定角
度θ（０＜θ＜２π；θ≠π）生成旋转曲面的实例，图中旋转
曲面母线控制顶点和形状参数取值与图１ｂ相同。

图 １　单段四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线生成旋转曲面的实例

Ｆｉｇ．１　Ｒｏｔａｔｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｈａｐｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｂａｓｅｄｏｎｏｎｅｑｕａｒｔｉｃλＢéｚｉｅｒｃｕｒｖｅ
（ａ）λ＝１　（ｂ）λ＝０　（ｃ）λ＝－０７５　（ｄ）λ＝－１５

　

图 ２　不同旋转角度 θ的旋转曲面

Ｆｉｇ．２　Ｒｏｔａｔｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅ
（ａ）θ＝０５π　（ｂ）θ＝１５π

　
４２　两段四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线绕 ｘ轴旋转

本节给出以２段光滑拼接的四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲
线为母线绕 ｘ轴生成旋转曲面的例子。假设给定
ｘｏｙ平面上的８个点向量 Ｐｉ，ｊ（ｉ＝１，２；ｊ＝０，１，２，３），
它们的坐标取值分别为

Ｐ１，０＝（０，０５，０）

Ｐ１，１＝（０５，１０，０）

Ｐ１，２＝（０５，１６，０）

Ｐ１，３＝（１０，２０，０）

Ｐ２，０＝Ｐ１，３
Ｐ２，１＝（２０，１５，０）

Ｐ２，２＝（３０，０５，０）

Ｐ２，３＝（４０，１０，０



















）

（２１）

由定义１和式（２１）可知，以 Ｐｉ，ｊ（ｉ＝１，２；ｊ＝０，１，２，
３）为控制顶点生成的２段组合四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线
Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）（ｉ＝１，２）的参数方程为

Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）＝｛ｘｉ，０（ｓ），ｙｉ，０（ｓ），０｝　（ｉ＝１，２）

（２２）

其中 ｘ１，０（ｓ）＝（１５＋０５λ１）ｓ－

（１５＋１５λ１）ｓ
２＋（１＋λ１）ｓ

３
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ｙ１，０（ｓ）＝０５＋（１５＋０５λ１）ｓ＋（０３－１５λ１）ｓ
２－

（０３－１１λ１）ｓ
３－０１λ１ｓ

４

ｘ２，０（ｓ）＝１＋（３＋λ２）ｓ－３λ２ｓ
２＋２λ２ｓ

３

ｙ２，０（ｓ）＝２－（１５＋０５λ２）ｓ－（１５－１５λ２）ｓ
２＋

（２－２λ２）ｓ
３＋λ２ｓ

４

根据 ３２小节中的结论，可得以 Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）为
母线绕 ｘ轴旋转一周生成的旋转曲面方程为
Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）＝

　　｛ｒｉ，１（ｓ，ｔ；λｉ），ｒｉ，２（ｓ，ｔ；λｉ），ｒｉ，３（ｓ，ｔ；λｉ）｝

槇Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）＝

｛ｒｉ，１（ｓ，ｔ；λｉ），ｒｉ，２（ｓ，ｔ；λｉ），－ｒｉ，３（ｓ，ｔ；λｉ）｝

　（０≤ｓ≤１；０≤ｔ≤１；ｉ＝１，２















）

（２３）

式中，Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）与 槇Ｒｉ（ｓ，ｔ；λｉ）关于 ｘｏｙ平面对称，
它们合在一起构成完整的旋转曲面；３个分量 ｒｉ，ｊ（ｓ，
ｔ；λ）（ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，３）取值为

ｒｉ，１（ｓ，ｔ；λｉ）＝ｘｉ，０（ｓ）

ｒｉ，２（ｓ，ｔ；λｉ）＝
１－２ｔ

２ｔ２－２ｔ＋１
ｙｉ，０（ｓ）

ｒｉ，３（ｓ，ｔ；λｉ）＝
２ｔ－２ｔ２

２ｔ２－２ｔ＋１
ｙｉ，０（ｓ）

　（－３≤λｉ≤１；ｉ＝１，２















）

（２４）

式中，ｘｉ，０（ｓ）、ｙｉ，０（ｓ）按式（２２）计算；λ１、λ２为局部
形状控制参数。

图３给出式（２３）中当形状参数取不同值时的
四次带参 Ｂéｚｉｅｒ旋转曲面。从图 ３中可以看出，由
于旋转曲面具有 ２个独立的形状参数，故其具有更
加灵活的形状可调性。图３中的旋转曲面沿其母线
方向仅具有 Ｇ０光滑连续，若要达到 Ｇ１光滑连续，可
按定理 １中 Ｇ１光滑拼接的条件进一步调整式（２１）
中母线 Ｖｉ，０（ｓ；λｉ）（ｉ＝１，２）的控制顶点坐标。图 ４

为一个沿母线方向 Ｇ１连续的旋转曲面造型实例。

５　结束语

基于二元超限向量值有理插值函数的基本思

　　

图 ３　两段四次带参 Ｂéｚｉｅｒ曲线生成旋转曲面的实例

Ｆｉｇ．３　Ｒｏｔａｔｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｈａｐｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｂａｓｅｄｏｎｔｗｏｑｕａｒｔｉｃλＢéｚｉｅｒｃｕｒｖｅｓ
（ａ）λ１＝λ２＝１　（ｂ）λ１＝λ２＝０　（ｃ）λ１＝λ２＝－１

（ｄ）λ１＝λ２＝－２　（ｅ）λ１＝１，λ２＝－３　（ｆ）λ１＝－３，λ２＝１

　

图 ４　沿母线方向 Ｇ１连续的旋转曲面

Ｆｉｇ．４　ＲｏｔａｔｉｏｎｓｕｒｆａｃｅｓｗｉｔｈｄｉｒｅｃｔｒｉｘｏｆＧ１ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ
（ａ）λ１＝λ２＝１　（ｂ）λ１＝λ２＝－１

　
想，提出了一种设计四次带参 Ｂéｚｉｅｒ旋转曲面的新
方法。该方法通过引入形状控制参数可以整体或局

部地修改旋转曲面的形状，增加了旋转曲面造型的

自由度。并且给出了生成旋转曲面的具体显式函数

表达式，算法简单、有效，不仅方便计算旋转曲面上

任意点的值，而且方便生成旋转一定角度 θ（０＜θ≤
２π）的旋转曲面。
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