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摘要：对一类 ５ ５台体型并联机器人机构的结构特征进行了深入分析，提出了其位置正解分析与求解的简单方

法。首先利用序单开链的思想对该机构进行拓扑特征分析和结构分解，将其运动学方程维数降至最小，然后利用

一维搜索法得到全部实数解，最后将该方法应用于具体实例，结果不仅表明了该方法的有效性，而且首次给出了具

有 ２０组实数解的机构实例。
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　　引言

并联机器人运动学正解是一个既重要又难以解

决的问题，其核心是建立运动学方程并求解，现有方

法主要包括解析法
［１－６］

和数值法
［７－１２］

两大类。文

福安、梁崇高得到了一般６ ６平台型并联机构的位
置正解

［２］
，但这并不意味着并联机器人运动学正解

问题得到彻底解决，尚有如下问题值得深入研究：如

何降低机器人运动分析难度，提高其运动学方程求

解效率，从而满足实时控制要求；更一般情况的台体

型并联机构（动静平台上的铰链不在同一平面上）

位置正解问题尚未完全解决；各类并联机构实数解

数目的上限，并给出相应实例，现有方法仅给出复数

解数目的上限，而且超过１６组实数解的实例也鲜有
文献报道，但在实际应用中更关心实数解。

本文对一类 ５ ５台体型并联机器人机构的结
构特征进行深入分析，提出其位置正解分析与求解

的一种简单方法，而且给出具有２０组实数解的机构
实例。

１　基础知识

对于同一机构，学者可能会将其分解为不同的

单元，而不同的结构分解会导致所建立的运动学方

程复杂程度截然不同。序单开链的机构结构理论认

为，任何复杂运动链（ＫＣ）均可视为由 ｆ个主动副和
１组有序单开链（ＳＯＣ）单元组成。该理论在结构分

解过程中考虑了各回路之间的耦合程度，将运动学

方程维数降到最低（等于耦合度 κ）［１３－１６］，从而使得
求解过程更明确、简洁。

１１　机构的结构分解
单开链对机构的约束度 Δｊ为

Δｊ＝ｍｊ－Ｉｊ－ξｊ （１）
式中　ｍｊ———第 ｊ个 ＳＯＣ的运动副自由度之和

Ｉｊ———主动副数目

ξｊ———独立位移方程数
耦合度 κ表示基本运动链回路之间的耦合程

度，其表达式为

κ＝１２ ( [ｍｉｎ ∑
ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ ]｜ )

ｔ
　（ｔ＝１，２，…）（２）

式中　ｔ———ＫＣ分解为ｖ个ＳＯＣ的所有可能方案序号
根据耦合度定义不难发现，所有可能分解方案

中，使得全部单开链约束度绝对值之和最小的分解

方案即为最佳分解路线。文献［１３］已给出机构分
解的详细算法，这里不再赘述。

１２　耦合度的物理意义及相应求解方法
耦合度可以反映机构运动学、动力学问题的复

杂程度，其值越大，机构越复杂。

κ＝０的多回路机构，其各个基本回路的运动学
分析可依次单独求解；κ＝１的多回路机构，其运动
学方程仅含１个未知数，因此可采用一维遍历搜索
法求解；κ≥２的多回路机构，其运动学模型为一非
线性方程组，可采用预估 校准算法

［８］
、超混沌数学



规划法
［１０］
、网格搜索法

［１４］
等方法求解。

２　机构描述及结构分析

２１　机构简图与坐标系
本文所研究的 ５ ５台体型并联机器人机构由

６条ＳＰＳ支链（Ｓ表示球副，Ｐ表示移动副）联接动台
体和基座。基座上的 ５个球副 Ｂｉ（ｉ＝１，２，…，５）在
空间任意分布；动台体上的 ５个球副 Ｍｉ（ｉ＝１，２，

…，５）不在同一平面上；６条支链呈∧∨%

２
型分布。

由于本文研究位置正解问题，各支链长度 Ｌｉ（ｉ＝１，
２，…，６）均为已知，因此图 １中并未画出各支链上
的移动副。

为分析方便，在基座和动台体上分别建立静坐

标系｛Ｏ｝和动坐标系｛Ｑ｝。其中：ｘ轴与 Ｂ１Ｂ２重合，
原点 Ｏ为 Ｍ１向 Ｂ１Ｂ２作垂线的垂足，ｚ轴为△Ｂ１Ｂ２Ｂ３
的法线，ｙ轴由右手法则确定；ｕ轴与 Ｍ２Ｍ３重合，原
点 Ｑ为 Ｍ１向 Ｍ２Ｍ３作垂线的垂足，ｗ轴与 ＱＭ１重合，
ｖ轴由右手法则确定。
２２　结构分解与特性分析

利用序单开链法，图 １所示的并联机构可分解
为如图２所示的３个有序的单开链单元。由于共线
　　

图 １　机构简图及坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ
　
的两球副可产生绕其轴线的额外转动，因此图 ２所
示的单开链单元可分别描述为：｛Ｏ（Ｒ）－Ｍ１（Ｓ）－
Ｑ（Ｒ）－Ｂ３（Ｓ）｝、｛Ｄ（Ｒ）－Ｍ４（Ｓ）－Ｂ４（Ｓ）｝、
｛Ｍ５（Ｓ）－Ｂ５（Ｓ）｝，其中 Ｓ表示球副，Ｒ表示转动
副，Ｄ为△Ｍ４Ｍ１Ｂ３底边 Ｍ１Ｂ３上的高所对应的垂足。
依耦合度公式，该机构的耦合度 κ为

κ＝（｜Δ１｜＋｜Δ２｜＋｜Δ３｜）／２＝
（｜＋１｜＋｜０｜＋｜－１｜）／２＝１ （３）

式中　Δ１、Δ２、Δ３———３个单开链单元的约束度

图 ２　机构的分解结果

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍ
（ａ）第１个单开链　（ｂ）第２个单开链　（ｃ）第３个单开链

　

３　建模与求解方法

３１　位置正解方程
对上述 ３个单开链单元依次建模，便可得到该

机构的位置正解方程，其主要步骤为：

（１）对于第１个单开链（如图２ａ所示），给转动
副 Ｏ（Ｒ）转过的角度虚拟赋值 θ（表示关于 θ的

函数，下同），易求得 Ｍ１在静坐标系上的坐标。又由

于 Ｂ３在静坐标系上的坐标为已知量（ｘ３，ｙ３，０），故

易求得 Ｂ３指向 Ｍ１的矢量为

Ｂ３Ｍ

１ ＝（－ｘ３，ｈ１ｃｏｓθ

 －ｙ３，ｈ１ｓｉｎθ
） （４）

式中 ｈ１是 ΔＢ１Ｂ２Ｍ１边 Ｂ１Ｂ２上的高，为已知常数。进

而可求出△Ｍ１Ｍ２Ｍ３与△Ｂ３Ｍ１Ｍ２的二面角 α
（本文

规定的二面角存在方向性，下同），计算公式为

ｈ２２＋ｈ
２
３－２ｈ２ｈ３ｃｏｓα

 ＋ｄ２１＝‖Ｂ３Ｍ

１‖

２
（５）

式中 ｈ２和 ｈ３分别为△Ｍ１Ｍ２Ｍ３与△Ｂ３Ｍ２Ｍ３底边
Ｍ２Ｍ３上的高，ｄ１为相应两垂足之间的距离（如图 ２ａ
所示），它们均为已知常数。

（２）相关结构几何关系的计算。完成步骤（１）
后，立体（Ｍ１Ｍ２Ｍ３Ｍ４Ｍ５Ｂ３）的结构形状（如图 ３所
示）可以确定，具体计算方法如下：

确定△Ｍ４Ｍ１Ｂ３与△Ｍ５Ｍ１Ｂ３的形状。由于边

Ｍ４Ｍ１和 Ｍ５Ｍ１长度已知，并且边 Ｂ３Ｍ

１的长度由步

骤（１）已确定，因此仅需计算边 Ｂ３Ｍ

４和 Ｂ３Ｍ


５的长

５１３第 ３期　　　　　　　　　　　　石志新 等：５ ５型并联机器人位置正解的简单算法



图 ３　几何参数计算分析示意图

Ｆｉｇ．３　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｇｅｏｍｅｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
（ａ）立体的结构形状　（ｂ）二面角

　

度，计算公式为

ｌＢ３Ｍ４ ＝ ｈ２４＋ｈ
２
３－２ｈ４ｈ３ｃｏｓ（α

 －γ１）＋ｄ槡
２
２

ｌＢ３Ｍ５ ＝ ｈ２５＋ｈ
２
３－２ｈ５ｈ３ｃｏｓ（α

 －γ２）＋ｄ槡
{ ２

３

（６）

式中 ｈ４和 ｈ５分别为△Ｍ４Ｍ２Ｍ３与△Ｍ５Ｍ２Ｍ３底边
Ｍ２Ｍ３上的高；ｄ２和 ｄ３分别为相应两垂足之间的距离
（如图３ａ所示）；γ１为△Ｍ４Ｍ２Ｍ３与△Ｍ１Ｍ２Ｍ３之间
的二面角；γ２为△Ｍ５Ｍ２Ｍ３与△Ｍ１Ｍ２Ｍ３之间的二面
角；它们均为已知常数。

计算△Ｍ４Ｍ１Ｂ３与△Ｍ５Ｍ１Ｂ３之间的二面角 β
。

如图３ｂ所示，分别作△Ｍ４Ｍ１Ｂ３与△Ｍ５Ｍ１Ｂ３底边
Ｍ１Ｂ３上的高，相应两垂足分别记为 Ｄ和 Ｅ。为便于

描述，记线段 Ｂ３Ｄ和 Ｂ３Ｅ的长度分别为 ａ

１和 ａ


２。

由于边 Ｍ４Ｍ５长度已知，因此二面角 β
计算公式为

ｈ６
２＋ｈ７

２－２ｈ６ｈ

７ｃｏｓβ

 ＋ｄ４
２＝ｌ２Ｍ４Ｍ５ （７）

式中 ｄ４ ＝ａ

２ －ａ


１，ｈ


６ 和 ｈ


７ 分别为△Ｍ４Ｍ１Ｂ３与

△Ｍ５Ｍ１Ｂ３底边 Ｍ１Ｂ３上的高。
（３）对于第２个单开链（如图 ２ｂ所示），记 Ｍ１

在 ｘＯｙ平面上的投影为 Ｔ，△Ｍ４Ｍ１Ｂ３与△ＴＭ１Ｂ３之

间的二面角为 φ，△ＴＭ１Ｂ３法线的单位矢量为 ｎ

０，则

可求得矢量 ＯＭ
４（即 Ｍ４在静坐标系上的坐标）

ＯＭ
４ ＝ＯＢ３＋ｈ


６（ｍ

ｃｏｓφ＋ｎ０ｓｉｎφ）＋ａ

１ｓ



（８）

其中 ｓ ＝Ｂ３Ｍ

１ ／‖Ｂ３Ｍ


１‖　ｎ


０ ＝ｎ

／‖ｎ‖
ｎ ＝（ｈ１ｃｏｓθ

 －ｙ３，ｘ３，０）　ｍ
 ＝ｓ ×ｎ０

由于矢量 ＯＢ４（即 Ｂ４在静坐标系上的坐标）为已知
量，因此约束条件｜Ｍ４Ｂ４｜＝Ｌ５可以表达为

ｃ１ｃｏｓφ＋ｃ

２ｓｉｎφ＋ｃ


３ ＝０ （９）

其中 ｃ１ ＝２ｈ

６ｍ

（ＯＢ３－ＯＢ４）

ｃ２ ＝２ｈ

６ｎ


０（ＯＢ３－ＯＢ４）

ｃ３ ＝（ＯＢ３－ＯＢ４＋ａ

１ｓ

）
２＋ｈ２６ －Ｌ

２
５

（４）对于第３个单开链，矢量 ＯＭ
５（即 Ｍ５在静

坐标系上的坐标）为

ＯＭ
５ ＝ＯＢ３＋ｈ


７（ｍ

ｃｏｓδ＋ｎ０ｓｉｎδ）＋ａ

２ｓ



（１０）
式中 δ＝φ－β，它为△Ｍ５Ｍ１Ｂ３与△ＴＭ１Ｂ３之间的
二面角。

由于矢量 ＯＢ５（即 Ｂ５在静坐标系上的坐标）为
已知量，因此约束方程｜Ｍ５Ｂ５｜＝Ｌ６可表达为

ｃ４ｃｏｓφ＋ｃ

５ｓｉｎφ＋ｃ


６ ＝０ （１１）

其中 ｃ４ ＝２ｈ

７（ＯＢ３－ＯＢ５）（ｍ

ｃｏｓγ －ｎ０ｓｉｎγ
）

ｃ５ ＝２ｈ

７（ＯＢ３－ＯＢ５）（ｎ


０ｃｏｓγ

 －ｍｓｉｎγ）

ｃ６ ＝（ＯＢ３－ＯＢ５＋ａ

２ｓ

）
２＋ｈ２７ －Ｌ

２
６

联立式（９）和（１１），消去变量 φ，则可得到该机
构的位置方程

ｆ（θ）＝Ａ２１ ＋Ａ
２
２ －Ａ

２
３ ＝０ （１２）

其中 Ａ１ ＝ｃ

１ｃ


６ －ｃ


３ｃ


４

Ａ２ ＝ｃ

２ｃ


６ －ｃ


３ｃ


５

Ａ３ ＝ｃ

１ｃ


５ －ｃ


２ｃ


４

３２　方程求解算法
对于 ５次以上的一元高次方程，数学家已证实

无法进行根式求解，只能得到近似解，主要方法有：

牛顿割线法、二分法、劈因子法等。本文采用工程上

常用的二分法，具体步骤如下：

（１）将搜索区间［０°，３６０°］等分为 Ｎ个子区间
（本文 Ｎ取７２０）。对每一子区间［θｉ，θｉ＋１］，根据上
述位置模型，计算求得 ｆ（θｉ）和 ｆ（θｉ＋１），并判断它们
是否异号，即计算检查 λ＝ｆ（θｉ）ｆ（θｉ＋１）的正负号。

若 λ＜０，则在［θｉ，θｉ＋１］之间必然存在某实数值 θ


可满足式（１２），用更加微小的角度增量进行搜索可
得到 θ较精确的值。

（２）检查全部 Ｎ个子区间，便得到满足位置方
程的所有 θ，从而确定出该并联机器人机构位置正
解的全部实数解。

４　数值实例

如图 １所示，已知该并联机器人机构的结构参
数为：Ｌ１＝Ｌ２＝４６１６５４６ｍ，Ｌ３＝Ｌ４＝３０８２２０７ｍ，
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Ｌ５＝Ｌ６＝２０６１５５３ｍ。基座上的球副在静坐标系
｛Ｏ｝内的坐标为：Ｂ１（－１，０，０），Ｂ２（１，０，０），Ｂ３（０，
６２５，０），Ｂ４（－１，３７５，０），Ｂ５（１，３７５，０）；动台体
上的球副在动坐标系｛Ｑ｝内的坐标为：Ｍ１（０，０，１），
Ｍ２（－１，０，０），Ｍ３（１，０，０），Ｍ４（０，－１，０），Ｍ５（０，１，０）。

应用上述方法，通过 Ｍａｔｌａｂ７０４编程计算可以得
到所有 θ的值，最后可得该机器人机构位置正解的
所有实数解共有 ２０组（如表 １所示），其对应装配
构型如图４所示（限于篇幅，图中仅画出动台体位
于静平台上方的１０个构型）。

表 １　５ ５并联机器人机构位置正解的实数解

Ｔａｂ．１　Ｒｅａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｆｏｒｗａｒｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅ５ ５ｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ

序号 θ／（°） 坐标 Ｍ１ Ｍ２ Ｍ３ Ｍ４ Ｍ５
ｘ／ｍ ０ １００００００ －１００００００ ０ ０

１ ３３６９００６８ ｙ／ｍ ３７５００００ ３７５００００ ３７５００００ ４７５００００ ２７５００００

ｚ／ｍ ２５０００００ １５０００００ １５０００００ １５０００００ １５０００００

ｘ／ｍ ０ １１２１２１２ ００９０９０９ ０ １２１２１２１

２ ３３６９００６８ ｙ／ｍ ３７５００００ ４５９８４８５ ３３８６３６４ ４７５００００ ３２３４８４８

ｚ／ｍ ２５０００００ ２３４８４８５ １１３６３６４ １５０００００ １９８４８４８

ｘ／ｍ ０ －１００００００ １００００００ ０ ０

３ ３３６９００６８ ｙ／ｍ ３７５００００ ３７５００００ ３７５００００ ２７５００００ ４７５００００

ｚ／ｍ ２５０００００ １５０００００ １５０００００ １５０００００ １５０００００

ｘ／ｍ ０ －１１２１２１２ －００９０９０９ －１２１２１２１ ０

４ ３３６９００６８ ｙ／ｍ ３７５００００ ４５９８４８５ ３３８６３６４ ３２３４８４８ ４７５００００

ｚ／ｍ ２５０００００ ２３４８４８５ １１３６３６４ １９８４８４８ １５０００００

ｘ／ｍ ０ １３９４６６１ ０１０９５１０ ０８９８５９１ ０６０５５８０

５ ２０２５８６２９ ｙ／ｍ ４２２８１３６ ４１５９５６８ ３２２３２２８ ４３９３３４５ ２９８９４５１

ｚ／ｍ １５６０５６５ １７８４６６０ ０５７１５４２ ０４８１１０２ １８７５０９９

ｘ／ｍ ０ －１３９４６６１ －０１０９５１０ －０６０５５８０ －０８９８５９１

６ ２０２５８６２９ ｙ／ｍ ４２２８１３６ ４１５９５６８ ３２２３２２８ ２９８９４５１ ４３９３３４５

ｚ／ｍ １５６０５６５ １７８４６６０ ０５７１５４２ １８７５０９９ ０４８１１０２

７ １３０８０３７５

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

４３９００００

１０２００００

－１１９６２３４

３８９６３２６

１５９０３６０

０１５１０４６

３１８５５９８

０２９４３２７

０

３１５００００

１７０００００

－１０４５１８８

３９３１９２５

０１８４６８６

８ １３０８０３７５

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

４３９００００

１０２００００

１１６７６０４

３５９２２２２

１０３５８１６

－００４０６１７

４３５８５７３

２４３３２８１

０

３１５００００

１７０００００

１１２６９８８

４８００７９５

１７６９０９７

９ １３０８０３７５

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

４３９００００

１０２００００

１１９６２３４

３８９６３２６

１５９０３６０

－０１５１０４６

３１８５５９８

０２９４３２７

１０４５１８８

３９３１９２５

０１８４６８６

０

３１５００００

１７０００００

１０ １３０８０３７５

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

４３９００００

１０２００００

－１１６７６０４

３５９２２２２

１０３５８１６

００４０６１７

４３５８５７３

２４３３２８１

－１１２６９８８

４８００７９５

１７６９０９７

０

３１５００００

１７０００００

１１ －３３６９００６８

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

３７５００００

－２５０００００

－１００００００

３７５００００

－１５０００００

１００００００

３７５００００

－１５０００００

０

４７５００００

－１５０００００

０

２７５００００

－１５０００００

１２ －３３６９００６８

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

３７５００００

－２５０００００

００９０９０９

３３８６３６４

－１１３６３６４

１１２１２１２

４５９８４８５

－２３４８４８５

０

４７５００００

－１５０００００

１２１２１２１

３２３４８４８

－１９８４８４８

１３ －３３６９００６８

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

３７５００００

－２５０００００

１００００００

３７５００００

－１５０００００

－１００００００

３７５００００

－１５０００００

０

２７５００００

－１５０００００

０

４７５００００

－１５０００００

１４ －３３６９００６８

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

３７５００００

－２５０００００

－００９０９０９

３３８６３６４

－１１３６３６４

－１１２１２１２

４５９８４８５

ｚ－２３４８４８５

－１２１２１２１

３２３４８４８

－１９８４８４８

０

４７５００００

－１５０００００
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续表 １　

序号 θ／（°） 坐标 Ｍ１ Ｍ２ Ｍ３ Ｍ４ Ｍ５

１５ －２０２５８６２９

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

４２２８１３６

－１５６０５６５

０１０９５１０

３２２３２２８

－０５７１５４２

１３９４６６１

４１５９５６８

－１７８４６６０

０８９８５９１

４３９３３４５

－０４８１１０２

０６０５５８０

２９８９４５１

－１８７５０９９

１６ －２０２５８６２９

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

４２２８１３６

－１５６０５６５

－０１０９５１０

３２２３２２８

－０５７１５４２

－１３９４６６１

４１５９５６８

－１７８４６６０

－０６０５５８０

２９８９４５１

－１８７５０９９

－０８９８５９１

４３９３３４５

－０４８１１０２

１７ －１３０８０３７５

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

４３９００００

－１０２００００

０１５１０４６

３１８５５９８

－０２９４３２７

－１１９６２３４

３８９６３２６

－１５９０３６０

０

３１５００００

－１７０００００

－１０４５１８８

３９３１９２５

－０１８４６８６

１８ －１３０８０３７５

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

４３９００００

－１０２００００

－００４０６１７

４３５８５７３

－２４３３２８１

１１６７６０４

３５９２２２２

－１０３５８１６

０

３１５００００

－１７０００００

１１２６９８８

４８００７９５

－１７６９０９７

１９ －１３０８０３７５

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

４３９００００

－１０２００００

－０１５１０４６

３１８５５９８

－０２９４３２７

１１９６２３４

３８９６３２６

－１５９０３６０

１０４５１８８

３９３１９２５

－０１８４６８６

０

３１５００００

－１７０００００

２０ －１３０８０３７５

ｘ／ｍ

ｙ／ｍ

ｚ／ｍ

０

４３９００００

－１０２００００

００４０６１７

４３５８５７３

－２４３３２８１

－１１６７６０４

３５９２２２２

－１０３５８１６

－１１２６９８８

４８００７９５

－１７６９０９７

０

３１５００００

－１７０００００

图 ４　与前 １０组解对应的装配构型图

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔ１０ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
　

　　根据逆解计算（验证各支链长度 Ｌｉ（ｉ＝１，２，…，
６）是否等于给定值，而且动台体形状未曾改变），这
２０组解均为该机器人机构位置正解。

并联机器人位置正解问题一般会有多解，这意

味着根据给定的支链长度机器人存在多种不同装配

位姿（位置和姿态）。不同初始装配位姿时，机器人

工作区域不尽相同。因此，求出机器人全部装配构

型，有利于工程人员根据期望工作区域（目标的位

置）从中优选出最合理的初始装配位姿。

５　结论

（１）在结构分解过程中引入序单开链法，可以

使得建模过程更明确、简洁，从而无需构造很多的基

本方程，极大地减轻了公式导出的繁琐与困难。

（２）通过对该机构的拓扑特征深入分析和研
究，证明出该机构的耦合度为 １，因此无需技巧性降
维（消元）便可得到维数最少的运动学方程，从而利

用一维搜索法即可迅速得到其位置正解的所有实数

解，有利于提高计算效率。

（３）文献［６］已证明，这类 ５ ５并联机器人机
构在复数域最多存在 ２４组解。本文首次给出了一
个具有２０组实数解的机构实例，为今后确定这类机
构实数解数目的上限提供了有力证据。
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