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串联机构运动学反解的 Ｄ Ｈ四元数方法
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摘要：普通四元数方法在串联机构运动学反解时存在方程数量不足和求解困难的问题，为了解决这些问题并建立

新的串联机构运动学反解方法，提出串联机构运动学反解的 Ｄ Ｈ四元数方法。首先给出了包含 Ｄ Ｈ参数的四

元数变换通用方程式，提出将四元数变换方程式分离为位置和姿态两个方程式，这两个方程式可构造出含有 ７个

方程的方程组，使方程数量满足 ４Ｒ以上串联机构运动学反解的要求。为了降低方程组的求解难度，提出了取姿态

方程中三角函数的一半组成新的姿态方程，将方程次数降低为原来的一半。采用所提出的 Ｄ Ｈ四元数方法对

ＰＵＭＡ机器人进行运动学反解分析，得到了该机器人的 ８组反解。根据所求得的 ８组解，建立了 ＰＵＭＡ机器人的

８个位姿的三维模型，并测量了 ＰＵＭＡ机器人三维模型的末端位姿数值，与所给末端位姿数值完全相同，验证了所

提出的 Ｄ Ｈ四元数方法的正确性和有效性。
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　　引言

串联机器人机构运动学反解是为机器人提供控

制程序，是机器人研究中的重要组成部分
［１］
。廖启

征等
［２－３］

采用 Ｄ Ｈ矩阵或对偶矩阵建模并消元，
率先解决了这一问题。此后，一些新的建模方法相

继出现，例如倍四元数方法
［４］
、对偶四元数方法

［５］

等。虽然已有方法能够解决串联机构运动学反解问

题，但仍然存在着建模复杂或求解困难等问题，在工

程实际中应用还比较困难，所以这一问题仍然受到

研究者的广泛关注。

一般的四元数可以很好地处理刚体运动分析的

理论问题
［６－１１］

，从而使四元数方法在机器人机构学

领域获得了进一步应用
［１２－１４］

。但普通四元数方法

在串联机构运动学反解中却很少采用，究其原因：

一是数学建模问题，根据四元数位姿方程式可列出

４个方程，而对于４Ｒ以上串联机构有超过 ４个关节
变量，所以很难解决 ４Ｒ以上串联机构运动学反解
问题；二是消元求解问题，通过四元数方法建立运动

学方程后，由于左右乘半角正弦和余弦函数，在建模

中使方程的次数增高 ２倍，这就给消元求解带来了
极大困难，若采用一般的数学软件求解往往是计算

溢出而无法得到结果。

Ｄｅｎａｖｉｔ Ｈａｒｔｅｎｂｅｒｇ参数表示方法［１５－１６］
能够

很方便描述各杆件间的相对位姿，四元数能够很方

便描述各杆件相对于固定参考系的空间几何关系。

结合 Ｄ Ｈ参数表示方法和四元数描述方法的双重
优势，本文提出串联机构运动学反解的 Ｄ Ｈ四元
数方法。

１　运动学方程

Ｄ Ｈ连杆坐标系的建立方法见图 １所示。连

杆参数定义如下：ａｎ为从 ｚｎ到 ｚｎ＋１沿 ｘｎ测量的距

离；αｎ为从 ｚｎ到 ｚｎ＋１绕 ｘｎ旋转的角度；ｄｎ为从 ｘｎ－１
到 ｘｎ沿 ｚｎ测量的距离；θｎ为从 ｘｎ－１到 ｘｎ绕 ｚｎ旋转
的角度。

相邻连杆坐标系｛ｎ｝相对于坐标系｛ｎ－１｝的变

换可依次通过如下步骤实现：绕 ｘｎ－１轴转 αｎ－１；沿

ｘｎ－１轴移动 ａｎ－１；绕 ｚｎ轴转 θｎ；沿 ｚｎ轴移动 ｄｎ。
对于任意个连杆串联的机构，坐标系｛ｍ｝中矢

量
ｍＰ用四元数表示为ｍｐ，在参考坐标系｛０｝中表示

为
０ｐ，则机构运动学分析的 Ｄ Ｈ四元数变换计算

通式为



图 １　Ｄ Ｈ连杆坐标系和连杆参数
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式中，ｃ表示 ｃｏｓ，ｓ表示 ｓｉｎ。

２　运动学反解的 Ｄ Ｈ四元数方法

若根据式（１）进行反解，对于 ４Ｒ以上串联机构
有超过 ４个关节变量，根据四元数方程式可列出 ４
个方程，所以很难直接根据这个运动学方程反解 ４Ｒ
以上串联机构。若想解决 ４Ｒ以上的串联机构运动
学反解问题，必须设法增加方程的数量。通过分析

式（１）发现，Ｄ Ｈ四元数运动学方程式可分离出位
置和姿态两个方程式，分别描述了 Ｄ Ｈ坐标系的
平移和旋转变换，这样将式（１）方程式分离出位置
和姿态两个方程式。

位置方程式

ｔ＝∑
ｍ－１

ｎ＝０
［ｒ０ｎａｎ 槇ｉｒ０ｎ＋ｒ０ｎ

ｘｎｒｎ（ｎ＋１）（ｄｎ＋１ｋ）
ｘｎ槇ｒｎ（ｎ＋１）槇ｒ０ｎ］

（５）

姿态方程式

ｒ′＝ｒ０ｍ
ｍ 槇ｐｒ０ｍ （６）

在式（５）中，由于表示了平移变换，所以四元数
的实部为 ０，这样可以根据位置方程式的四元数对
应项相等列出３个方程。根据式（６）四元数各部对
应相等可列出４个方程。这样根据分离方程后的 ２
个方程式可列出７个方程，具备了根据运动学方程
进行反解的条件。

对于姿态方程式，由于四元数和它的共轭左右

相乘，导致方程次数翻倍。若能降低方程的次数，将

对消元求解带来方便。姿态方程由旋转变换而来，

而旋转变换用 ｒ０ｍ完全可以确定末端姿态。基于此，
可将式（６）姿态方程式简化为

ｒ＝ｒ０ｍ （７）
根据式（５），位置方程式含有 ｍ－１个关节变

量，分别是 θ１，θ２，…，θｍ－１。若末端位置为 ｔ０，３个虚
部分别用 ｔ０１、ｔ０２、ｔ０３表示，根据式（５）等式两边虚部
分别相等可列出３个方程

ｔ０１＝ｔ１（θ１，θ２，…，θｍ－１） （８）
ｔ０２＝ｔ２（θ１，θ２，…，θｍ－１） （９）
ｔ０３＝ｔ３（θ１，θ２，…，θｍ－１） （１０）

式（７）姿态方程式含有 ｍ个关节变量，分别是

θ１，θ２，…，θｍ。若末端姿态为 ｒ０，１个实部和 ３个虚
部分别用 ｒ０ａ、ｒ０ｂ、ｒ０ｃ、ｒ０ｄ表示，根据式（７）实部和虚部
分别相等可列出４个方程

ｒ０ａ＝ｒ１（θ１，θ２，…，θｍ） （１１）
ｒ０ｂ＝ｒ２（θ１，θ２，…，θｍ） （１２）
ｒ０ｃ＝ｒ３（θ１，θ２，…，θｍ） （１３）
ｒ０ｄ＝ｒ４（θ１，θ２，…，θｍ） （１４）

为了降低姿态方程的方程次数，可将变量进行

分离，由于

ｒ０＝ｒ０ｍ＝ｒ０１ｒ１２ｒ２３…ｒ（ｍ－１）ｍ （１５）
分离变量后的方程为

ｒ０ 槇ｒ（ｍ－１）ｍ槇ｒ（ｍ－２）（ｍ－１）… 槇ｒ（ｓ－１）ｓ＝ｒ０１ｒ１２ｒ２３…ｒ（ｓ－２）（ｓ－１）
（１６）

对于一般 ６Ｒ串联机器人机构的非线性运动学
方程组反解的消元求解问题，可采用吴方法

［１７］
、

Ｇｒｏｂｎｅｒ法［１８］
、结式消元法

［１９］
等。但对于实际应用

的大多数机器人机构，其结构参数存在着某些特殊

性，这些结构上的特殊性使人们在运动学反解中避

免了复杂的计算，也避免了利用计算机软件求解过

程中的计算溢出。本文所提出的方法，能够利用机

器人机构的某些特殊结构特性，使求解过程变得简

单。下面通过 ＰＵＭＡ机器人运动学反解，进一步阐
述 Ｄ Ｈ四元数方法。
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３　ＰＵＭＡ机器人运动学反解的 Ｄ Ｈ四元
数方法

　　ＰＵＭＡ机器人运动学反解主要采用的是 Ｄ Ｈ
矩阵建模和矩阵运算方法

［１６］
，例如反变换方法

［２０］
、

几何方法
［２１］
等。本文采用所提出的不同于已有

Ｄ Ｈ矩阵建模方法的 Ｄ Ｈ四元数运动学反解方
法，并对 ＰＵＭＡ机器人进行运动学反解分析，验证
所提出的 Ｄ Ｈ四元数方法的正确性和有效性。

图２所示为 ＰＵＭＡ机器人外形和 Ｄ Ｈ连杆坐
标系及连杆参数，已知连杆参数见表 １，下面通过所
提出的 Ｄ Ｈ四元数运动学反解方法对这种机器人
机构进行运动学反解分析。

图 ２　ＰＵＭＡ机器人结构图和 Ｄ Ｈ连杆坐标系

Ｆｉｇ．２　ＳｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆＰＵＭＡｒｏｂｏｔａｎｄＤ Ｈ

ｌｉｎｋａｇｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ
（ａ）ＰＵＭＡ机器人　（ｂ）Ｄ Ｈ连杆坐标系

　

表 １　ＰＵＭＡ机器人连杆参数

Ｔａｂ．１　ＬｉｎｋａｇｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｏｒＰＵＭＡｒｏｂｏｔ

连杆

ｎ

运动参数

ａｎ－１／ｍｍ αｎ－１／（°） ｄｎ／ｍｍ θｎ／（°）

１ ０ ０ ０ ９０
２ ０ －９０ １４９０９ ０
３ ４３１８ ０ ０ －９０
４ ２０３２ －９０ ４３３０７ ０
５ ０ ９０ ０ ０
６ ０ －９０ ０ ０
工具 ０ ０ ５６２５ ０

３１　末端位姿的求解
根据表１中的数值，计算末端位置和姿态。根

据式（５），末端位置为

ｔ＝∑
５

ｎ＝０
［ｒ０ｎａｎ 槇ｉｒ０ｎ＋ｒ０ｎ

ｘｎｒｎ（ｎ＋１）（ｄｎ＋１ｋ）
ｘｎ槇ｒｎ（ｎ＋１）槇ｒ０ｎ］

（１７）
经计算，得出末端位置的四元数表示为

ｔ０＝－１４９０９ｉ＋９２１１２ｊ＋２０３２ｋ （１８）
根据式（７），末端姿态为

ｒ＝ｒ０６＝
ｘ０ｒ０１

ｚ１ｒ０１
ｘ１ｒ１２

ｚ２ｒ１２…
ｘ５ｒ５６

ｚ６ｒ５６ （１９）
经计算，得出末端姿态的四元数表示为

ｒ０＝
１
２
－１
２
ｉ－１
２
ｊ－１
２
ｋ （２０）

３２　运动学反解
根据末端位姿数值，对 ＰＵＭＡ机器人进行运动

学反解分析。

位置方程式为

ｔ０＝∑
５

ｎ＝０
［ｒ０ｎａｎ 槇ｉｒ０ｎ＋ｒ０ｎ

ｘｎｒｎ（ｎ＋１）（ｄｎ＋１ｋ）
ｘｎ槇ｒｎ（ｎ＋１）槇ｒ０ｎ］

（２１）
首先利用 ＰＵＭＡ机器人参数的特性，对式（２１）

进行消元简化。分析式（２１）发现，当 ａｎ＝ｄｎ＋１＝０，
ｎ≥ｍ，则 θｍ在这个方程式中将消去。而 ＰＵＭＡ机
器人的结构参数：ａ４＝ｄ５＝０，ａ５＝ｄ６＝０，所以 θ４和
θ５在位置方程中被消去。这样位置方程只含θ１、θ２、
θ３３个变量，方程大为简化，使反解变得很容易。而
位置方程有３个，即根据式（２１）虚部分别相等可列
出３个方程

ｔ０１＝ｔ１（θ１，θ２，θ３） （２２）
ｔ０２＝ｔ２（θ１，θ２，θ３） （２３）
ｔ０３＝ｔ３（θ１，θ２，θ３） （２４）

这３个位置方程只有 ３个关节变量，很容易反
解出关节变量 θ１、θ２、θ３的值。

姿态方程式为

ｒ０＝ｒ０６ （２５）
姿态方程有４个，即根据式（２５）实部和虚部分

别相等可列出４个方程
ｒ０ａ＝ｒ１（θ１，θ２，…，θ６） （２６）
ｒ０ｂ＝ｒ２（θ１，θ２，…，θ６） （２７）
ｒ０ｃ＝ｒ３（θ１，θ２，…，θ６） （２８）
ｒ０ｄ＝ｒ４（θ１，θ２，…，θ６） （２９）

可通过分离变量的方法降低姿态方程的次数，

这里利用机器人机构的四元数方程特性进行反解。

再看式（２０）的末端姿态四元数，实部和虚部互为相
反数，且式（２６）～（２９）是４个方程解 ３个变量。又
由于方程式右边各项变量次数相同，若方程式左边

为 ０，则可将正弦函数和余弦函数简化统一为正切
函数。通过以上分析，可对式（２６）～（２９）进行合并
简化，以方便求解。将式（２７）～（２９）分别与式（２６）
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相加，相加后的方程常数项为０，得出３个方程
ｒ１（θ１，θ２，…，θ６）＋ｒ２（θ１，θ２，…，θ６）＝０ （３０）
ｒ１（θ１，θ２，…，θ６）＋ｒ３（θ１，θ２，…，θ６）＝０ （３１）
ｒ１（θ１，θ２，…，θ６）＋ｒ４（θ１，θ２，…，θ６）＝０ （３２）
关节变量 θ１、θ２、θ３已经求出，式（２６）～（２９）这

４个姿态方程有３个关节变量 θ４、θ５、θ６。但相同的
变量分布在正弦函数和余弦函数之中，通过上述合

并简化，将方程简化为式（３０）～（３２），变量统一为
１个正切函数，通过这种方法，将很容易反解出关节
变量 θ４、θ５、θ６。

通过以上运动学反解方法，降低了运动学模型

非线性问题的难度，可以较容易得出准确的关节变

量 θ１、θ２、θ３、θ４、θ５、θ６反解结果。
３３　数值解和位姿图

根据位置和姿态方程，反解出关节变量 θ１、θ２、

θ３、θ４、θ５、θ６的解，得出了 ８组位姿解，所求结果见
表２所示。

表 ２　ＰＵＭＡ机器人的位姿反解结果

Ｔａｂ．２　ＲｅｓｕｌｔｓｏｆｉｎｖｅｒｓｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｆｏｒＰＵＭＡｒｏｂｏｔ

（°）

序号 θ１ θ２ θ３ θ４ θ５ θ６
１ ９０ ０ ２７０ ４５ ０ －４５

２ ９０ ０ ２７０ －１３５ ０ １３５

３ ２８９５６ １８２６９ ２７０ －８２４７１ －１９７３９ －９７９９３

４ ２８９５６ １８２６９ ２７０ ９７５２９ １９７３９ ８２００７

５ ２８９５６ １８０ ２７５３７ －７５２３７ －２０２５８ －１０５６９

６ ２８９５６ １８０ ２７５３７ １０４７６ ２０２５８ ７４３１０

７ ９０ ３５７３１ ２７５３７ ０ －２６８１０ ０

８ ９０ ３５７３１ ２７５３７ １８０ ２６８１０ １８０

　　在表２中，前 ２组数据 θ５＝０，表明关节轴 ４和
轴６是重合于一条直线上的奇异状态，解出的 θ４和
θ６的值满足条件 θ４＋θ６＝０即可。表 １中所给出的
末端位姿中，θ４＝θ５＝θ６＝０当然也满足条件 θ４＋
θ６＝０，所以表１中的关节变量值包含于表 ２中所得
出的反解结果中。在表 ２中，根据位置方程式（２１）
求出了关节变量 θ１、θ２、θ３ 的值，根据姿态方程
式（２５）求出了关节变量 θ４、θ５、θ６的值，所以关节变
量 θ１、θ２、θ３是用于确定末端的位置，关节变量 θ４、
θ５、θ６是用于确定末端的姿态。从表 ２中的数据还
可以看出，位置变量结果有４组，每组位置变量值有
２组姿态变量值与其对应。

根据表 ２反解结果，采用三维建模软件画出
ＰＵＭＡ机器人的８种位姿图，见图３所示。在图中测
量末端位置和姿态数值，与已知位置和姿态数值完全

相同，所以这８种反解结果是正确的，这样也证明了
所提出运动学反解 Ｄ Ｈ四元数方法的正确性。

图 ３　ＰＵＭＡ机器人位姿

Ｆｉｇ．３　ＰｏｓｉｔｉｏｎｓａｎｄｐｏｓｔｕｒｅｓｏｆＰＵＭＡｒｏｂｏｔ
　

４　结论

（１）提出了串联机构运动学反解的 Ｄ Ｈ四元
数方法，这种方法具有明确的几何意义，反解过程和

步骤清晰且简单，易于机械化实现，是一种实用的串

联机构运动学反解新方法。

（２）给出了包含 Ｄ Ｈ参数的运动学数学模型
的四元数变换通用方程式，提出了将四元数变换方

程式分离为位置和姿态两个方程式的方法，使四元

数方法能适合 ４Ｒ以上串联机构运动学反解，解决
了四元数在机构运动学反解中的数学建模问题。

（３）提出了在 Ｄ Ｈ四元数姿态方程中取半角
三角函数中的一半组成新的姿态方程，降低了方程

中的次数，通过这种方法降低了方程求解难度，解决

了四元数在机构运动学反解中的求解问题。

（４）采用所提出的 Ｄ Ｈ四元数方法对 ＰＵＭＡ
机器人进行运动学反解分析，得到了该机器人的 ８
组反解结果。建立了ＰＵＭＡ机器人的８个位姿的三
维模型，并测量了 ＰＵＭＡ机器人末端位姿数值，与
所给末端位姿数值完全相同。通过对 ＰＵＭＡ机器
人进行运动学反解分析，验证了所提出的串联机构

运动学反解的 Ｄ Ｈ四元数方法是一种正确和有效
的方法。
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