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球形机器人驱动系统设计与路径跟踪控制

安　凯
（山东航天电子技术研究所，烟台 ２６４６７０）

摘要：设计了一种球形机器人驱动系统，通过在竖直平面内调整滚动轴的水平倾角控制转向，由一个变量，即滚动

轴的水平倾角就可以表征滚动轴，因此控制模型中仅有水平倾角和驱动电动机转速两个变量，不需要复杂的运算

就可以确定控制策略。引入相对曲率半径的概念，作为转向控制指标，借助微分几何中平面曲线论的唯一存在定

理，通过改变滚动轴的水平倾角使轨迹与路径的相对曲率半径在对应点达到一致，以实现对路径的跟踪。所给出

的球形机器人驱动系统及其控制策略不需要测量传感器确定运动状态，而是通过运行时间计算轨迹弧长实施控

制。针对相对曲率半径的几个特殊值验证了控制策略的正确性，仿真结果也证明了算法的可行性。
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　　引言

球形机器人的研究包括驱动装置和控制策略两

个方面。在驱动装置方面目前有单轮驱动
［１］
、小车

驱动
［２］
、万向轮驱动

［３］
、电动机定子反转驱动

［４］
和

配重体驱动
［５－６］

。这些球形机器人的驱动方式各有

特色，都可以实现球体的滚动，但控制模型大多比较

复杂，控制策略的制定面临很大困难
［２，５，７－１０］

。由于

控制策略依赖于控制模型，而控制模型又与驱动装

置密切相关，因此，导致控制模型复杂化的主要原因

是驱动装置。

导致控制模型复杂化的另一个原因是球形机器

人滚动轴的确定占用变量太多。目前滚动轴的确定

大多采用欧拉角或广义欧拉角的方法
［５，１１－１４］

，至少

需要３个独立变量，而具体到滚动轴方向的表示，还
涉及３个独立变量的三角函数。

本文设计一种容易获得控制模型的球形机器人

驱动系统，并将路径纳入控制策略中，以一个变量表

征滚动轴，给出一种简捷的球形机器人路径跟踪控

制策略。

１　驱动系统及其工作原理

如图１所示，球形机器人驱动系统由滚动轴、驱
动电动机、配重载荷、支架、转向电动机、驱动球等部

件组成。滚动轴上装有限位挡圈。位于球壳同一直

径上的两根滚动轴一端固定在球壳上，另一端与一

个法兰连接。其中一个法兰上安装驱动电动机，驱

动电动机轴的一端开槽，槽内安装销钉，销钉的中心

线经过球心。另一个法兰上安装配重载荷，配重载

荷内可以装电池等必要的载荷，其质量要求是上述

部件安装在球壳上后可以使转轴保持平衡。

图 １　驱动系统的结构

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｄｉｖｉｎｇｓｙｓｔｅｍ
１．挡圈　２．滑动杆　３．配重载荷　４．驱动电动机　５．滚动轴　

６．法兰　７．支架　８．转向电动机　９．驱动球　１０．弓形连杆　

１１．螺杆
　

支架上带有螺杆和 ２根滑动杆，转向电动机套
在螺杆和滑动杆上，并以螺帽与螺杆配合。随电动

机的转动，自身可沿滑动杆来回移动。支架套在滚

动轴２个限位挡圈的外侧，由于挡圈的限位作用，支
架可以绕滚动轴转动，但不能沿滚动轴滑动。

驱动球通过固连其上的弓形连杆与驱动电动机



转轴槽内的销钉铰合，保证在滚动轴倾斜的情况下

驱动球仍不会偏离竖直方向。因此球形机器人的质

心就是转向电动机的质心，它始终位于球心与球面

和地面接触点的连线上，通过改变转向电动机质心

的位置就可以改变滚动轴的倾斜角度。

转向电动机转动，则电动机在螺杆上的位置发

生改变，也就是转向电动机的质心发生改变。转向

电动机转动角度越大，质心的改变量越大，滚动轴倾

斜角改变量也越大。因此通过转向电动机转动可以

控制滚动轴的倾斜角度。

启动驱动电动机后，驱动球被提起，同时在重力

的作用下球体下落，并带动球形机器人绕滚动轴转

动。可见球心的运动速度始终与滚动轴垂直，同时

由于地面的约束，球心运动速度是地面的平行平面

内与滚动轴垂直的向量。以地面为水平面为例，当

转向电动机固定在螺杆的中点时，滚动轴保持在水

平面内，球心的运动速度始终是水平面内与滚动轴

垂直的向量，因此球形机器人的轨迹为一条直线；当

转向电动机固定在螺杆上偏离中点的位置时，滚动

轴与水平面保持固定的角度，虽然球心的运动速度

仍是水平面内与滚动轴垂直的向量，但由于转向电

动机质心始终位于球心与球面和地面接触点的连线

上，球体滚动的同时滚动轴的方向也在不断变化，因

此球形机器人的轨迹不再是一条直线，其形状将在

下面讨论。

２　相对曲率半径及其性质

按照微分学的理论，任何光滑曲线，即存在连续

二阶导数的曲线，都可以看作圆心或半径各不相同

的许多微小圆弧的连接线，也就是说光滑曲线实际

上是圆心和半径连续变化所形成的弧，该半径就是

曲线的曲率半径，该圆心就是曲率圆的圆心。因此

任何光滑路径都可以看作圆弧的组合
［１５］
，路径上任

何点处的切线必然与该点的曲率半径垂直。

假定球形机器人的光滑路径为（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ）），
其中 ｓ∈［０，Ｌ］为弧长，Ｌ为路径长度。本文中若无
特别说明，所指的路径均为光滑路径。对路径上每

一点（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ）），利用微分几何方法可以求出该
点处的曲率半径为

ｒ [ (＝ １＋ ｄｙ
ｄ )ｘ ]２

３
２ ｄ２ｙ

ｄｘ２
（１）

曲率半径可以描述曲线在一点的弯曲程度，但

由于式（１）的分母带有绝对值，因此曲率半径不能
反映曲线在各点弯曲的方向，为此需要引进微分几

何中相对曲率半径的概念。

相对曲率半径可以表示为

Ｒｒ（ｓ） [ (＝ １＋ ｄｙ
ｄ )ｘ ]２

３
２ ｄ２ｙ
ｄｘ２

（２）

它与曲率的区别在于可以取负值。在 Ｒｒ＞０的

点曲线向左转；在 Ｒｒ＜０的点曲线向右转
［１６］
。相对

曲率半径的一个重要性质就是平面曲线论的唯一存

在定理。

定理　给定一个闭区间［ｓ０，ｓ１］内的连续函数
Ｒｒ（ｓ），平面上一点（ｘ０，ｙ０）和一个单位矢量

α０＝（ｃｏｓφ０，ｓｉｎφ０）
有且只有一条平面曲线

ｒ（ｓ）＝（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ））　（ｓ０≤ｓ≤ｓ１）

且 ｒ（ｓ０）＝（ｘ０，ｙ０）　 ｒ·（ｓ０）＝α（ｓ０）＝α０
尽管定理中的曲线是以弧长为参数的，但其结

论对其他参数仍然正确。

３　路径跟踪控制策略

如图２所示，设球形机器人的球壳半径为 Ｒ，球
心为 Ｏ，与地面接触点为 Ｄ，螺杆的倾斜角度为 α，
滚动轴延长线与地面的交点为 Ｇ，滚动轴所在的直
线为 ＯＧ。球形机器人的轨迹就是它与地面接触点
Ｄ的轨迹。若球体绕 ＯＧ转过的角度为 ｄβ，在无滑
动转动时轨迹曲线长度为

ｄｓ＝Ｒｃｏｓαｄβ （３）
的圆弧。由于轨迹曲线上任何点的临近线段都可以

看作圆弧，因此滚动轴在地面上的投影 ＤＧ始终与
轨迹曲线的切线垂直。这样，轨迹曲线就是一条以

Ｇ为曲率中心、ｒ＝Ｒ／ｔａｎα为曲率半径的曲线，即
Ｒｒ＝Ｒ／ｔａｎα。

图 ２　曲率半径的表示

Ｆｉｇ．２　Ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｃｕｒｖａｔｕｒｅｒａｄｉｕｓ
　
按照平面曲线论的唯一存在定理，若将球形机

器人放在路径起点处，即球壳与地面的接触点为

（ｘ０，ｙ０），并使滚动轴在地面上投影与路径曲线在起点
处的切线垂直，只要在轨迹曲线上的每一点（Ｘ（ｓ），
Ｙ（ｓ））处相对曲率半径与路径上（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ））点处
的相对曲率半径相等，则轨迹曲线（Ｘ（ｓ），Ｙ（ｓ））与
路径（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ））就是同一条曲线，换句话说，球形
机器人可以沿规划的路径从起点走到终点。

对于给定的路径（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ）），ｓ∈［０，Ｌ］，可以
求出每一点的相对曲率半径 Ｒｒ（ｓ）。控制策略旨在
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通过对转向电动机重心位置和驱动电动机转速的控

制，使轨迹上任何点的相对曲率半径也是 Ｒｒ（ｓ）。
３１　转向电动机重心位置控制

先考虑轨迹上一点的相对曲率半径。如图３所
示，Ｌ１、Ｌ２分别表示滚动轴和螺杆所在的直线，ｌ表
示二者之间的距离。滚动轴处于水平状态时螺杆与

过球心的铅垂线的交点 Ｏ′，以 Ｏ′为原点在螺杆上建
立坐标轴，定义左边为坐标轴的正方向。

图 ３　相对曲率半径的表示

Ｆｉｇ．３　Ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｃｕｒｖａｔｕｒｅｒａｄｉｕｓ
　
假定转向电动机的质心 Ａ的坐标为 Ｘ，则 Ａ在

过球心的铅垂线上。记射线 ＯＯ′逆时针方向偏离该
铅垂线的角度为 α，则 Ｘ＝ｌｔａｎα，因此当 Ｘ＞０时滚
动轴左端下倾角度为 α，且０＜α≤π／２，球形机器人
“向左转”，轨迹的相对曲率半径为

Ｒｒ＝Ｒ／ｔａｎα＝ｌＲ／Ｘ
而当 Ｘ＜０时 ３π／２≤α＜２π，螺杆右端的下倾

角度为２π－α，球形机器人“向右转”，轨迹的相对
曲率半径为

Ｒｒ＝Ｒ／ｔａｎα＝－Ｒ／ｔａｎ（２π－α）＝ｌＲ／Ｘ
因此无论 Ｘ为何值，总有

Ｒｒ＝Ｒ／ｔａｎα＝ｌＲ／Ｘ （４）
因此，转向电动机控制策略为 Ｘ（ｓ）＝ｌＲ／Ｒｒ（ｓ），即
当轨迹曲线弧长为 ｓ时，其重心位置为 ｌＲ／Ｒｒ（ｓ）。
３２　驱动电动机转速控制

由于转向电动机重心位置控制需要借助当前轨

迹曲线的弧长，因此驱动电动机转速的选择应当便

于当前轨迹曲线弧长的确定。由 Ｘ（ｓ）＝ｌＲ／Ｒｒ（ｓ）
以及式（３）和式（４）有

ｄｓ＝Ｒ ｌ
ｌ２＋Ｘ槡

２
ｄβ＝Ｒ １

(１＋ Ｒ
Ｒｒ（ｓ )）槡

２
ｄβ（５）

令球体绕滚动轴的转速

ｄβ
ｄｔ
＝ω (１＋ Ｒ

Ｒｒ（ｓ )）槡
２

（６）

其中，ω＞０是用于限制球体绕滚动轴的转速的常
数，则 ｄｓ＝ωＲｄｔ，因此在时刻 ｔ轨迹曲线弧长为ｓ＝
ωＲｔ。于是轨迹曲线的弧长可通过滚动时间计算。
３３　路径跟踪控制程序

在滚动轴转速
ｄβ
ｄｔ
＝ω (１＋ Ｒ

Ｒｒ（ｓ )）槡
２

情况下，

由于轨迹弧长 ｓ＝ωＲｔ，因此两个控制变量都可以表
示为时间 ｔ的函数，即

Ｘ（ωＲｔ）＝ｌＲ／Ｒｒ（ωＲｔ） （７）

ｄβ
ｄｔ
＝ω (１＋ Ｒ

Ｒｒ（ωＲｔ )）槡
２

（８）

因此，球形机器人的控制程序是：①将球形机器人放
在路径的起点处，即球壳与地面的接触点为（ｘ０，
ｙ０）。②滚动轴在地面上的投影与路径曲线在起点
处的切线垂直。③在时刻 ｔ按照式（７）调整转向电
动机重心位置和按照式（６）驱动电动机转速。④若

ｔ＞Ｌ
ωＲ
，停止。

按照上述程序驱动球形机器人，其轨迹符合平

面曲线论的唯一存在定理的所有条件，因此就是给

定的路径（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ）），ｓ∈［０，Ｌ］。
３４　特例

当 Ｒｒ（ωＲｔ）＝∞时，路径（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ）），ｓ∈［０，

Ｌ］为直线，不妨设（ｘ（ｓ），ｙ（ｓ））＝（０，ｓ），此时

Ｘ（ωＲｔ）＝０，ｄβｄｔ
＝ω或 β＝ωｔ。按照上述控制策略，

球形机器人的起点在原点（０，０），滚动轴始终与地

面平行，滚动时间为
Ｌ
ωＲ
，滚动角度为

Ｌ
Ｒ
，滚动弧长为

Ｌ，因此轨迹与规划路径重合。
当 Ｒｒ（ωＲｔ）＝ｃ（正常数）时，路径 （ｘ（ｓ），

ｙ（ｓ）），ｓ∈［０，ｃπ］是半径为 ｃ的圆，不妨设（ｘ（ｓ），
ｙ（ｓ））＝（ｃ－ｃｃｏｓ（ｓ／ｃ），－ｃｓｉｎ（ｓ／ｃ））（ｓ∈［０，ｃπ］）

此时，Ｘ（ωＲｔ）＝ｌＲ／ｃ，ｄβ＝ω (１＋ Ｒ )ｃ槡
２

ｄｔ。以 φ

表示轨迹切线倾角，则

ｄφ＝Ｒｃ
ｃｏｓαｄβ＝Ｒｃ

１
１＋（Ｒ／ｃ）槡

２
ｄβ＝ωＲｃ

ｄｔ

因此，φ＝ωＲｃ
ｔ。按照上述控制策略球形机器人的

起点在原点（０，０），转向电动机重心位置始终为

ｌＲ／ｃ，滚动时间为ｃπ
ωＲ
，转过角度为

φ＝ωＲｃ
ｃπ
ωＲ
＝π

轨迹弧长为 ｃπ，因此轨迹与规划路径重合。

４　仿真

对于给定的路径（ｔ，ｔ２），ｔ∈［０，１］，可以求出相

对曲率半径 Ｒｒ（ｔ）＝
（１＋４ｔ２）

３
２

２
，设 ω＝Ｒ＝１，ｌ＝

０１，则

Ｘ＝０２／（１＋４ｔ２）
３
２
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而由 Ｒｒｄφ＝Ｒｃｏｓαｄβ，φ＝ａｒｃｔａｎ
ｄｙ
ｄｘ
得

ｄφ＝ ２
１＋４ｔ２

ｄｔ

ｄβ＝
Ｒｒｄφ
Ｒｃｏｓα

＝Ｒｒ (１＋ １
Ｒ )
ｒ槡

２

ｄφ＝

Ｒｒ (１＋ １
Ｒ )
ｒ槡

２ ２
１＋４ｔ２

ｄｔ＝ １＋４ｔ２＋ ４
（１＋４ｔ２）槡 ２ｄｔ

取采样周期为 Δｔ＝００１，将［０，１］划分成长度为
００１的１００个子区间，记 ｔｉ＝ｉΔｔ，则

Ｘ（ｔｉ）＝０２／（１＋４ｔ
２
ｉ）

３
２

ｄβ（ｔｉ）＝Δｔ １＋４ｔ２ｉ＋
４

（１＋４ｔ２ｉ）槡
２

ｄφ（ｔｉ）＝
２Δｔ
１＋４ｔ２ｉ

ｄｓ（ｔｉ）＝
２Δｔ
１＋４ｔ２ｉ

（１＋４ｔ２ｉ）
３
２

２
＝ １＋４ｔ２槡 ｉΔｔ

在每个时间区间［ｔｉ－１，ｔｉ］内，轨迹都是以 Ｒｒ（ｔｉ）
为半径、长度为 ｄｓ（ｔｉ）的圆弧，所有这些圆弧构成了
轨迹曲线，如图 ４所示。如缩短采样周期，取 Δｔ＝
０００１，则图中的两条曲线重合。在实际控制中也一
样，如果缩短采样周期，球形机器人将更准确地沿着

路径曲线行走。

图 ４　轨迹与路径曲线的对比

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｒａｃｋａｎｄｐａｔｈ
　

５　实验

采用上述驱动机构的球形机器人，其路径决定

于滚动轴与滚动平面的夹角。为检验控制方法的效

果，采用如图５所示的装置：一个半径 Ｒ＝２９５７ｍｍ
的球代表球形机器人，由球心延伸并穿过球面，长度

为 ａ＝５０５７ｍｍ的刚性圆柱体代表机器人的滚动
轴，滚动轴的末端固定一个半径为 ｒ０＝１２５ｍｍ偏
心轮，轴心到偏心轮中心的距离为 ｅ＝２５ｍｍ，偏心
轮的平面与转轴垂直。

在偏心轮的平面上建立极坐标系，如图６所示。
极点为偏心轮轴心，Ｂ是滚动平面、偏心轮平面和过
轴心的滚动平面的垂直平面３个平面的交点，ｒ１（β）

图 ５　实验装备

Ｆｉｇ．５　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｅｑｕｉｐｍｅｎｔ
　
和 β分别表示极点与点 Ｂ连线的长度及其与极轴
的夹角，则

ｒ１（β）＝ｒ０－ｅｃｏｓβ
当该装置在平面上无滑滚动时，随偏心轮的转

动，滚动轴的倾角不断变化，球与平面接触点的轨迹

就是一条曲率不断变化的曲线。将该曲线与理论曲

线比较即可了解控制效果。

图 ６　偏心轮上的极坐标系

Ｆｉｇ．６　Ｐｏｌａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｎｅｃｃｅｎｔｒｉｃｗｈｅｅｌ
　
为获得球体的运动轨迹，在其表面涂上一层颜

料，然后放在一张平坦的白纸上滚动，滚动角 β的变
化范围为 ０～２π。获得的球体运动轨迹如图 ７所
示。

图 ７　球体轨迹

Ｆｉｇ．７　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｓｐｈｅｒｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｅｑｕｉｐｍｅｎｔ
　
另一方面，由图 ８知，当偏心轮的角位移为 β

时，轨迹的相对曲率 Ｒｒ（β）满足

Ｒ
Ｒｒ（β）

＝
ｒ１（β）

Ｒ２ｒ（β）＋Ｒ槡
２－ａ

即 （Ｒ２－ｒ２１（β））Ｒ
２
ｒ（β）－２ａＲｒ１（β）Ｒｒ（β）－

Ｒ２（ａ２－Ｒ２）＝０
解之得
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Ｒｒ（β）＝

Ｒ
ａｒ１（β）＋ ａｒ２１（β）＋（Ｒ

２－ｒ２１（β））（ａ
２－Ｒ２槡 ）

Ｒ２－ｒ２１（β）

ｄｓ＝Ｒｃｏｓαｄβ＝Ｒ (ｃｏｓＡｔａｎ Ｒ
Ｒｒ（β )） ｄβ＝

Ｒ １

(１＋ Ｒ
Ｒｒ（β )）槡

２
ｄβ

图 ８　曲率半径的计算

Ｆｉｇ．８　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｃｕｒｖａｔｕｒｅｒａｄｉｕｓ
　
当偏心轮角位移 β在［０，π］内变化时，以机器

人滚动轴的角位移 β为参数，将［０，π］划分成长度
均为 ｄβ＝０００１π的 １０００个子区间，在第 ｉ个子区
间中令 βｉ表示其左端点的值，则

Ｒｒ（βｉ）＝Ｒ
ａｒ１（βｉ）＋ ａｒ２１（βｉ）＋ａ

２－Ｒ槡
２

Ｒ２－ｒ２１（βｉ）

ｄｓｉ＝
Ｒ

(１＋ Ｒ
Ｒｒ（βｉ )）槡

２
ｄβ

ｄφｉ＝ｄｓｉ／Ｒｒ（βｉ）
式中　ｄｓｉ———β经过第ｉ个区间后路径的增加的长度

ｄφｉ———在此过程中路径转过的角度

由此可以得到路径曲线，如图９中的实线所示。

图 ９　实验轨迹和仿真曲线的对照

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

ａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅ
　
图９中的虚线是由图７中的轨迹线提取的中心

线。由图９可以看出，本文中提出的利用相对曲率
对球形机器人路径的跟踪控制方法具有理想的控制

效果。

６　结论

（１）给出的球形机器人驱动系统具有简单的控
制模型，滚动轴仅有其水平倾角一个变量表征，控制

变量只有滚动轴水平倾角和驱动电动机转速两个变

量。

（２）引入相对曲率半径的概念，并作为控制指
标。借助微分几何中平面曲线论的唯一存在定理，

证明按照文中提出的控制策略，可实现球形机器人

轨迹曲线与设计路径的一致。

（３）不需要任何传感器测量运动参数，只需要
通过从起点到当前位置的运行时间计算轨迹弧长即

可对系统实施控制。
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