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摘要：为了在机构中实施内力控制，提出了一种基于功率优化的驱动力分配策略。首先，提出一种冗余平面并联机

器人运动学和动力学分析的方法。用螺旋理论推导了机构雅可比矩阵，基于牛顿 欧拉公式计算主元点的惯性力

螺旋，用虚功原理构建动力学公式。然后，基于力优化，分别分析了 ４ ＲＲＲ机构和 ３ ＲＲＲ机构的驱动力，比较结

果表明 ４ ＲＲＲ的驱动力峰值有所下降。最后，基于功率优化，对 ４ ＲＲＲ的内力和驱动力进行优化，得到了机构

内力和驱动力的变化规律。
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　　引言

并联机构具有刚度高、惯性低、负载能力强等特

点，然而并联机构存在奇异位形
［１］
。奇异使机构动

态性能恶化，产生振动，甚至出现不确定、不可控的

运动。驱动冗余是一种解决办法，驱动冗余是在机

构中增加驱动器，使驱动器数目大于机构自由

度
［２］
。冗余可以改善机构的可操作性能，消除奇

异；也可以改善机构驱动器的负载状况，避免出现单

个驱动器过载；还可以提高机构的刚度或者提高柔

顺性
［３～５］

。

驱动冗余使得机构支链之间容易产生内载荷，

影响到机构的精度。因此要发挥驱动冗余的优点，

需要对机构的驱动力进行优化。根据不同目的，驱

动冗余有不同的驱动力优化策略。文献［６～９］基
于驱动力或能量最小作为优化目标对不同冗余机构

分配驱动力。文献［１０］基于可靠度对过驱动并联
机构的力矩进行分配优化。然而上述文献都没有考

虑冗余机构的内力问题。

本文拟通过力优化，控制机构内力，提高机构刚

度和精度。首先根据螺旋理论分析机构的运动学，

用虚功原理建立 ４ ＲＲＲ机构的动力学公式，在此
基础上，以机构实施内力控制，对４ ＲＲＲ机构进行
驱动力优化。

１　基于螺旋理论的速度分析

１１　４ ＲＲＲ机构描述
如图１所示，４ ＲＲＲ机构由 ３部分组成，即动

平台 Ｃ１Ｃ２Ｃ３Ｃ４、静平台 Ｏ１Ｏ２Ｏ３Ｏ４和４个运动支链。
运动支链把动平台和静平台连接构成整体，每条支

链由２个连杆和 ３个转动铰组成，其中有一个是连
接电动机的主动铰，用符号 Ｏｉ（本文中 ｉ＝１，２，３，４）
表示，其余两个是被动铰，分别用符号 Ｂｉ和 Ｃｉ表示。
连杆即驱动杆 ＯｉＢｉ和被动杆 ＢｉＣｉ，分别用符号 ｉ１和
ｉ２表示。

图 １　４ ＲＲＲ机构

Ｆｉｇ．１　４ ＲＲＲｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
１２　平面速度旋量与力螺旋

对于平面并联机构，平面速度旋量可表示为三



维向量
［１１］
，即

ξ＝［ｖｘ ｖｙ ωｚ］Ｔ （１）
式中　ｖｘ、ｖｙ———平面运动中的平动速度

ωｚ———绕 ｚ轴的转动角速度
而平面力螺旋可表示为三维向量

ζ＝［ｆｘ ｆｙ ｍｚ］Ｔ （２）
式中　ｆｘ、ｆｙ———平面中刚体受到的力

ｍｚ———绕 ｚ轴的转动力矩
则平面力螺旋和速度旋量的互易积定义为

ζξ＝ｆｘｖｘ＋ｆｙｖｙ＋ｍｚωｚ （３）
如果平面力螺旋和速度旋量的互易积为零，则

称两者互易
［１２］
。

１３　速度等式
动平台的速度旋量可表示为串联支链各个转动

铰螺旋的线性组合
［１１，１３］

，即

ξｐ＝ ｖｐｘ ｖｐｙ ω[ ]ｐｚ Ｔ＝∑
３

ｊ＝１
θ
·

ｉｊξｉｊ （４）

式中　ξｐ———动平台的速度旋量，即系统输出速度
ｖｐｘ、ｖｐｙ———动平台在平面中的运动速度
ωｐｚ———动平台绕 ｚ轴的转动角速度

θ
·

ｉｊ———第 ｉ条支链第 ｊ铰的转动角速度
ξｉｊ———第 ｉ条支链第 ｊ铰螺旋

要得到机构的输入输出速度的关系，需要从

式（４）中消除包含被动铰 Ｂｉ和 Ｃｉ的速度项。因此，
只要选取适当的力螺旋和式（４）中的被动铰螺旋互
易即可。如图 １所示，选取 ζｉａ为驱动力螺旋，该螺
旋和第 ｉ支链的所有被动铰互易。在式（４）两边点
乘驱动力螺旋 ζｉａ，得到

ζＴｉａξｐ＝θ
·

ｉ１ζ
Ｔ
ｉａξｉ１ （５）

式（５）又可表示成矩阵形式

ζＴ１ａ

ζＴ２ａ

ζＴ３ａ

ζＴ４















ａ

ｖｐｘ
ｖｐｙ
ω











ｐｚ

＝

ζＴ１ａξ１１ ０ ０ ０

０ ζＴ２ａξ２１ ０ ０

０ ０ ζＴ３ａξ３１ ０

０ ０ ０ ζＴ４ａξ















４１

θ
·

１１

θ
·

２１

θ
·

３１

θ
·

















４１

（６）
同时，式（６）可简记为

Ｊｘξｐ＝Ｊθθ
·

（７）

其中 θ
·

＝［θ
·

１１ θ
·

２１ θ
·

３１ θ
·

４１］
Ｔ

式中　θ
·

———输入角速度向量

则雅可比矩阵为

Ｊ＝Ｊ－１θ Ｊｘ （８）

２　基于螺旋理论的动力学公式

首先选取各支链的铰 Ｏｉ和 Ｂｉ分别作为主动杆

和被动杆的主元点；然后，计算各主元点的速度旋

量；再将连杆质心的力螺旋变换到主元点；最后，用

虚功原理得到４ＲＲＲ机构的动力学公式。
２１　主元点的速度旋量

如图 １所示，选择铰 Ｏｉ为连杆 ｉ１的主元点，铰

Ｂｉ为连杆 ｉ２的主元点。
主元点 Ｏｉ的速度为

θ
·

ｉ１＝Ｇｉ１ξｐ　（ｉ＝１，２，３，４） （９）

式中 Ｇｉ１＝
ζＴｉａ
ζＴｉａξｉ１

则主元点 Ｏｉ的速度旋量可表示为

ξｉ１＝
ｖｉ１

θ
·

ｉ







１
＝

０
Ｇｉ１ξ( )

ｐ

＝
Ｋｉ１
Ｇｉ







１
ξｐ （１０）

式中 Ｋｉ１＝０。
与此类似，主元点 Ｂｉ的速度旋量表示为

ξｉ２＝
ｖＢｉ

β
·

ｉ







１
＝
Ｋｉ２
Ｇｉ







２
ξｐ （１１）

其中 Ｋｉ２＝ｌｉ１
－ｓｉｎθｉ１Ｇｉ１
ｃｏｓθｉ１Ｇｉ[ ]

１

Ｇｉ２＝
－ｓｉｎθｉ２
ｌｉ２

ｃｏｓθｉ２
ｌｉ[ ]２
·

［ｅ１　ｅ２］
Ｔ－

－ｌｉ１ｓｉｎθｉ１
ｌｉ１ｃｏｓθｉ[ ]

１

Ｇｉ１－Ｅｓｉｅ
Ｔ







３

ｅ１＝［１ ０ ０］Ｔ　ｅ２＝［０ １ ０］Ｔ　ｅ３＝［０ ０ １］Ｔ

Ｅ＝
０ １[ ]－１ ０

式中　ｓｉ———点 Ｃｉ到动平台形心 Ｏ′的向量
２２　惯性力螺旋及其变换

根据达朗贝尔原理，作用在机构的第 ｉ支链 ｊ连
杆质心上的惯性力螺旋

［１１］
为

ｂＦｉｊ，ｃ＝
－ｍｉｊ，ｃ

ｂａｉｊ，ｃ

－ｂＩｉｊ，ｃ
ｂω·ｉｊ，ｃ－

ｂωｉｊ，ｃ×
ｂＩｉｊ，ｃ

ｂωｉｊ，







ｃ
（１２）

式中　ｍｉｊ，ｃ———连杆质量
ｂａｉｊ，ｃ———连杆质心加速度
ｂＩｉｊ，ｃ———连杆关于质心的惯性矩阵
ｂωｉｊ，ｃ———连杆的角速度
ｂω·ｉｊ，ｃ———连杆的角加速度

式中各参数左上标 ｂ表示参数在连杆体坐标系中计
算，本文中，变量如果没有左上标意味着在惯性坐标

系中表示。

在体坐标系 Ｒｂ中表示的连杆上某点的惯性力
螺旋，可以通过变换矩阵转移到连杆中其它的点。

例如，连杆 ｉ２质心的惯性力螺旋可以变换到主元点
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Ｂｉ，其变换矩阵为

Ｔｒ＝
Ｉ
ｂＲ ０

Ｉ
ｂＲ

ｂｒＢＣｍ
Ｉ
ｂ







Ｒ

（１３）

式中　Ｉ
ｂＲ———体坐标系 Ｒｂ到惯性坐标系 ＲＩ的姿态

变换矩阵
ｂｒＢＣｍ———在体坐标系 Ｒｂ上表示的从 Ｂｉ点到

连杆质心 Ｃｍ点的向量
则，由连杆质心转移到转动铰 Ｂｉ的惯性力螺旋为

Ｆｉ２＝
ｆｉ２
ｎｉ[ ]
２

＝
－ｍｉ２，ｃａｉ２，ｃ

－（ｍｉ２，ｃｒＢＣｍ×ａＢ＋ωＢ×ＩＢωＢ＋ＩＢω
·

Ｂ







）

（１４）
其中 ＩＢ＝ＩＣ＋ｍＣｍ（ｒ

Ｔ
ＢＣｍ
ｒＢＣｍＩ３×３－ｒＢＣｍｒ

Ｔ
ＢＣｍ
）

ＩＣ＝
Ｉ
ｂＲＩＣ

Ｉ
ｂＲ

Ｔ

式中　ＩＢ———连杆关于铰 Ｂｉ的惯性矩阵
ＩＣ———连杆关于其质心的惯性矩阵
ａＢ、ωＢ———连杆转动铰 Ｂｉ的加速度和角速度
ｍＣｍ———连杆 ｉ２的质量

２３　动力学公式
考虑作用在机构的外力、惯性力和驱动力，利用

虚功原理即可计算系统刚体动力学。如前所述，惯

性力的计算主要是连杆 ｉ１的转动铰 Ｏｉ的惯性力螺
旋和连杆 ｉ２的转动铰 Ｂｉ惯性力螺旋，此外，还有动
平台的惯性力螺旋。则系统动力学可表示为

∑
４

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
（δξｉｊ）

ＴＦｉｊ＋（δξＰ）
Ｔ
（ＦＰ＋ＦＰ，ｃ）＋

∑
４

ｉ＝１
（δξｉ１）

Ｔτｉ＝０ （１５）

式中　δξｉｊ———主元点 Ｏｉ和 Ｂｉ的速度旋量的变分
δξＰ———动平台的质心速度旋量变分
Ｆｉｊ———第ｉ支链第ｊ连杆的主元点惯性力螺旋
ＦＰ———作用在动平台上的外力螺旋
ＦＰ，ｃ———动平台上的惯性力螺旋
τｉ———ｉ支链电动机施加的驱动力矩

将式（１０）和式（１１）代入式（１５）得

∑
４

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１

ＫＴｉｊ Ｇ
Ｔ[ ]ｉｊ
ｆｉｊ
ｎ[ ]
ｉｊ

＋ ＫＴＣ１ ＧＴＣ[ ]１
ｆｐ，ｃ
ｎｐ，[ ]

ｃ

＋

ＦＰ＋Ｊ
Ｔτ＝０ （１６）

其中 τ＝［τ１ τ２ τ３ τ４］Ｔ

式中　τ———驱动力向量

３　驱动力优化

３１　基于输入力矩优化
输入力优化是输入力矩的二范数最小化。其优

化目标函数为
［６］

ｆ１＝τ
ＴＷ１τ （１７）

式中　Ｗ１———系数矩阵

如果使用同样的电动机，Ｗ１可取为单位矩阵，

则式（１７）变为
ｆ１＝τ

Ｔτ （１８）
式（１８）的二范数最小解为

τｍｉｎ＝（Ｊ
Ｔ
）
＋ｂ （１９）

式中

（ＪＴ）＋＝Ｊ（ＪＴＪ）－１

ｂ＝－（ＪＴ） (＋ ∑
４

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
［ＫＴｉｊ　Ｇ

Ｔ
ｉｊ］
ｆｉｊ
ｎ[ ]
ｉｊ

＋

　　［ＫＴＣ１　Ｇ
Ｔ
Ｃ１
］
ｆｐ，ｃ
ｎｐ，[ ]

ｃ

＋Ｆ )











 Ｐ

根据上述公式，机构驱动力的仿真过程如下：机

构在００４ｓ内从点（０，０）移动到（８０ｍｍ，０），加速度
为９８０００ｍｍ／ｓ２。通过力优化得到的驱动力如图 ２
所示，图３是３ ＲＲＲ机构［１４］

以同样轨迹速度运动

时的驱动力矩，两图比较可以看出，优化后的 ４
ＲＲＲ机构的单个电动机驱动力矩的峰值有所下降。

图 ２　４ ＲＲＲ机构驱动力矩曲线

Ｆｉｇ．２　Ｄｒｉｖｉｎｇｔｏｒｑｕｅｓｏｆ４ ＲＲＲｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

图 ３　３ ＲＲＲ机构驱动力矩曲线

Ｆｉｇ．３　Ｄｒｉｖｉｎｇｔｏｒｑｕｅｓｏｆ３ ＲＲＲｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
３２　基于功率的力矩优化

在带有减速器的并联机器人中，常常存在间隙

和变形，因而机构运动时，容易引起碰撞。而冗余驱

动可以通过内力控制消除间隙和变形，避免碰撞，因

而可通过力矩优化获得用于内力控制的驱动力矩。

由于在机构中保持一定的内力，因而可提高机构刚
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度，同时又可减少减速器的碰撞。

由公式（１６）可得
τ＝（ＪＴ）＋ｂ （２０）

如果要在机构连杆中保持一定内力，则式（２０）
可表示为

τ＝（ＪＴ）＋ｂ＋μＢ （２１）
式中 Ｂ是 ＪＴ的一个零空间向量，即

ＪＴＢ＝０ （２２）
μ是一比例系数，则 μＢ也是 ＪＴ的一个零空间

向量，同时也是机构连杆中的内力参数。

基于功率的优化目标函数为

ｆ＝ＥＴＷＥ （２３）
式中 Ｅ＝Θτ

Θ＝ｄｉａｇ［θ
·

１　θ
·

２　θ
·

３　θ
·

４
{ ］

本例中，使用相同的驱动电动机，取 Ｗ为单位
矩阵，则式（２３）可表示为

ｆ＝τＴΘ２τ （２４）
由于机构有３个自由度，而驱动电动机有４个，

因此将驱动力矩分为独立驱动力矩 τａ和相关驱动
力矩 τｂ，即

τ＝［τＴａ τＴｂ］
Ｔ

（２５）

相应地，雅可比矩阵也可表示为

ＪＴ＝［ＪＴａ ＪＴｂ］ （２６）

式中，ＪＴａ是３×３矩阵，Ｊ
Ｔ
ｂ是３×１矩阵。

速度矩阵可取为

Θ＝ｄｉａｇ［Θａ Θｂ］ （２７）

把式（２５）和式（２７）代入式（２４）得
ｆ＝τＴａΘ

２
ａτａ＋τ

Ｔ
ｂΘ

２
ｂτｂ （２８）

把式（２６）代入式（１９）得

（ＪＴ）＋ ＝Ｊ（ＪＴＪ）－１＝
（ＪＴａ＋Ｊ

Ｔ
ｂＪｂＪ

－１
ａ ）

－１

Ｊｂ（Ｊ
Ｔ
ａＪａ＋Ｊ

Ｔ
ｂＪｂ）









－１
＝
Ｊａ１
Ｊｂ[ ]
１

（２９）
因而式（２９）代入式（２０）后，得

τ＝
Ｊａ１ｂ＋μＢａ
Ｊｂ１ｂ＋μＢ[ ]

ｂ

（３０）

把式（２７）和式（３１）代入式（２８）得
ｆ＝μ２ＢＴΘ２Ｂ＋２μ（ＢＴΘ２（ＪＴ）＋）ｂ＋

ｂＴ（（ＪＴ）＋）ＴΘ２（ＪＴ）＋ｂ （３１）
由式（３１）可以看出，ｆ的第 ３项仅与目标轨迹

ｑ（ｔ）有关，而根据参数 μ确定 ｆ的最小值只需要前
两项，因此，目标函数也可写作

Ｌ＝μ２ＢＴΘ２Ｂ＋２μ（ＢＴΘ２（ＪＴ）＋）ｂ （３２）
约束条件取为

τｍｉｎ≤ｓτ≤τｍａｘ （３３）

式中 ｓ是驱动力矩 τ的符号向量，力矩的符号有 ２４

种组合。在计算时需要对每一种组合进行验证。

本文按照式（３０）、（３１）和（３２）计算内力参数和
驱动力矩，结果如图 ４、５所示。图 ４是机构内力的
变化规律，计算时，要求内力参数大于 ０２Ｎ·ｍ，对
上限没有限制。图５是基于优化计算得到的各个驱
动力矩，由图中看到，驱动铰１和３的力矩在负值区
域变化，驱动铰２和４的驱动力矩在正值区域变化，
且和驱动铰１、３相比，其力矩值变化的幅度要大些，
表明在驱动铰２、４的电动机要承受更大的负载。此
外，机构内力的变化经历２个峰值，第１个峰值随铰
２和铰１的驱动力值增加而产生；第２个峰值随铰 ４
和铰３的驱动力值增加而产生。当４个铰的驱动力
都减少时，即在３ｓ邻域时，内力参数处于峰谷。

图 ４　内力参数曲线

Ｆｉｇ．４　Ｉｎｎｅｒｆｏｒｃｅｐａｒａｍｅｔｅｒ
　

图 ５　４ ＲＲＲ内力生成的驱动力矩曲线

Ｆｉｇ．５　Ｄｒｉｖｉｎｇｔｏｒｑｕｅｓｏｆ４ ＲＲＲｆｏｒｒｅｓｕｌｔｉｎｇｉｎｎｅｒｆｏｒｃｅｓ
　

４　结论

（１）基于螺旋理论推导了冗余驱动机构的运动
学和雅可比矩阵。

（２）基于虚功原理，构建了冗余驱动机构的逆
动力学公式。

（３）基于功率优化，通过对机构的驱动力矩进
行优化分配，可对机构进行内力控制。
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