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行星齿轮传动误差的耦合补偿研究*

王朝兵1 摇 陈小安1 摇 李云松2 摇 陈摇 宏1
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摘要: 通过几何学方法将行星齿轮偏心类误差转换为在啮合线上的当量啮合误差,再对各当量啮合误差分量在角

频率分别为 0、相同和不相同 3 种情况下的耦合传动误差进行计算和推导,论证了前两种情况均能实现最佳补偿效

果,得出耦合误差能有效补偿时误差初相差的取值区间和最佳补偿效果时各误差初相的数值关系。 在此基础上,
提出一种提高系统传动精度的行星齿轮装配方法———误差初相调试装配法。 最后通过实例计算调试装配、随机装

配和提高加工精度等多种情况下行星齿轮的传动误差,对比分析结果证明这一方法是有效且经济的。
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Coupling Compensation of Transmission Error for Planetary Gear
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Abstract: Eccentric error of planetary gear was transformed into equivalent mesh error on meshing line by
geometry method. Then coupling error of every equivalent mesh error was calculated and deduced when
angular frequency was 0, same and different. The best compensational effect was obtained with the first
two cases. The value range of the difference among initial phase errors were concluded when the coupling
error could be effectively compensated and the relationship of initial phase with the best compensation.
Furthermore, assembling method by allocating initial phase error was proposed, which could improve
transmission accuracy of planetary gear. The transmission errors of planetary gear were calculated with
allocating assembly, random assembly and machining precision improvement, respectively. The
comparison and analysis proved that the proposed method was effective and economical through.
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摇 摇 引言

长期以来,国内外对行星齿轮传动精度的研究

主要集中在其几何精度或静态精度,而提高其传动

精度的研究基本都针对提高系统各构件加工精度进

行。 Blanche 等采用几何学方法研究了单摆线轮行

星传动机构的传动精度,推导出因加工误差和装配

误差引起的齿隙计算公式[1 ~ 2]。 日高照晃等采用质

量弹簧等价模型方法对 2K V 型摆线针轮传动机

构的静态传动精度进行了研究[3 ~ 5]。 方宗德等从齿

廓修形、齿面接触等角度讨论了多种形式齿轮系统

传动误差的改善办法[6 ~ 10]。 文献[11 ~ 13]从机床、
加工工艺等方面探讨了加工过程中齿轮精度的提高

问题。
通过提高各构件加工精度来降低系统的传动

误差,往往容易导致实际生产时制造难度增加和



生产成本过高等问题。 如果能在不改变各构件加

工精度的情况下仅通过各构件间的调试装配使得

各误差分量之间能有效耦合补偿,从而使行星齿

轮的传动精度得到明显提高,则可以有效避免上

述问题。 本文针对行星齿轮传动精度最大的影响

因素———偏心类误差[14]进行误差初相调试装配研

究。

1摇 行星齿轮偏心类误差的耦合补偿关系

将行星齿轮各种偏心误差转换为在啮合线上的

当量啮合误差,对系统传动误差的影响一般都可以

表征为

ei = Aisin(棕i t + 渍i) (1)

的形式[15],耦合误差为 移
n

i = 1
ei。 各误差分量间角频

率 棕i 有为 0、相同、不相同等关系。 根据回转系统

传动精度的定义,如式(1)的单个传动误差因素(多
个传动误差因素耦合)对系统传动精度的影响取决

于其振幅(耦合误差的振幅)的大小。

定义 B imin {= min 移
n

i = 1
姿 iA }i

式中摇 B imin———耦合误差振幅的最佳补偿

姿 i———补偿系数,姿 i沂[ -1,1]
Ai———各误差分量的振幅

n———误差分量数目

各种角频率情况下偏心误差的耦合误差及其振

幅推导分别如下:
(1)角频率 棕i 为 0
ei = Aisin渍i,当 渍i = 0 或 仔 时,这部分误差分量

对系统传动精度的影响最小,即 ei = 0。 此时 姿 i = 0。
(2)角频率 棕i 相同

为便于计算及结果简明,对 ei 通过诱导公式进

行变形,使得振幅 Ai、B i 及角频率 棕i 均大于 0,误
差、初相 渍i、鬃i沂[0,2仔],下同。

移
2

i = 1
ei = e1 + e2 = A1sin(棕t + 渍1) + A2sin(棕t + 渍2) =

A2
1 + A2

2 + 2A1A2cos(渍1 - 渍2)·

(sin 棕t (+ arctan
A1sin渍1 + A2sin渍2

A1cos渍1 + A2cos渍
) )

2
(2)

式(2)中,令 B1 = A1,鬃1 = 渍1,耦合误差的振幅

B2 = A2
1 + A2

2 + 2A1A2cos(渍1 - 渍2),初相为

鬃2 (= arctan
A1sin渍1 + A2sin渍2

A1cos渍1 + A2cos渍
)

2
(3)

式(3)中当 A1cos渍1 + A2cos渍2 = 0 时,取 鬃2 =
仔
2 ,下同。 同理

移
3

i = 1
ei = 移

2

i = 1
ei + e3 = B2sin(棕t + 鬃2) + A3sin(棕t +

渍3) = B2
2 + A2

3 + 2B2A3cos(鬃2 - 渍3)·

(sin 棕t (+ arctan
B2sin鬃2 + A3sin渍3

B2cos鬃2 + A3cos渍
) )

3
(4)

由归纳法可得

移
n

i = 1
ei = 移

n-1

i = 1
ei + en =

Bn - 1sin(棕t + 鬃n - 1) + Ansin(棕t + 渍n) =

B2
n - 1 + A2

n + 2Bn - 1An - 1cos(鬃n - 1 - 渍n)·

(摇 sin 棕t (+ arctan
Bn - 1sin鬃n - 1 + Ansin渍n

Bn - 1cos鬃n - 1 + Ancos渍
) )

n
(5)

式(5)即为多个相同角频率当量啮合误差的耦

合误差模型。
为尽可能降低传动系统的传动误差,需使各误

差分量间实现最佳耦合补偿效果。 式(2)中,假设

A1 > A2,在[0,2仔]上,当 渍1 - 渍2 = 依 仔 时, 移
2

i = 1
ei 有

最小振幅 B2min = min{ | 姿1A1 + 姿2A2 | } = A1 - A2,即
耦合误差最小,初相 鬃2 = 渍1;而当 渍1 - 渍2 = 0 或 2仔

时,移
2

i = 1
ei 有最大振幅 B2max = A1 + A2,即耦合误差最

大。 当 渍1 - 渍2 (= arccos -
A2

2A )
1

时, 移
2

i = 1
ei 的振幅

B2 = A1, 当 渍1 - 渍2 (沂 (arccos -
A2

2A )
1

, 2仔 -

(arccos -
A2

2A ) )
1

时,振幅 B2 < A1,即在此区间 e1 与

e2 是相互抵消的耦合关系,该区间即为耦合误差能

有效补偿时误差初相差的取值区间;当 渍1 - 渍2

(

沂

0, (arccos -
A2

2A ) )
1

(胰 2仔 (- arccos -
A2

2A )
1

,2 )仔

时,振幅 B2 > A1,即在此区间 e1 与 e2 是相互叠加的

耦合关系。 此时 姿 i沂{ -1,1}。

同理式(4)中,当 鬃2 - 渍3 = 依 仔 时, 移
3

i = 1
ei 有最

小振幅 B3min = min { | 姿1A1 + 姿2A2 + 姿3A3 | },初相

鬃3 = 渍1 或 渍1 + 仔。 此时 姿 i沂{ -1,1}。
由归纳法可知,多个偏心误差的耦合误差结果

移
n

i = 1
ei 的最小振幅和初相分别为

Bnmin {= min 移
n

i = 1
姿 iA }i

(鬃n = 渍1 或 渍1 + 仔, 姿 i沂{ -1,1}) (6)
此时相同角频率误差分量达到最佳补偿效果。

可以 看 出 在 角 频 率 相 同 的 情 况 下 B imin =
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{min 移
n

i = 1
姿 iA }i 为一特例,其数学含义可理解

为:n 个常数 Ai进行加法或减法运算后取绝对值,使
得 B imin的值最小。

(3)角频率 棕i 不相同

设 棕1 < 棕i,对 ei 的初相进行变换,得 e忆i = Ai·

(sin 棕i t + 渍i -
棕i

棕1
渍 )1 ,令 灼i = 渍i -

棕i

棕1
渍1。 通过数值

方法 计 算 灼i 从 [ 0, 2仔] 间 各 个 取 值 ( 步 长 取

仔 / 1 000)时耦合误差 移
n

i = 1
e忆i 的振幅,找到其中使得

该振幅最小的 灼i 的值,便可得到 渍i 和 渍1 之间满足

何种关系时,使得耦合误差 移
n

i = 1
ei 最小,同时得到 姿 i

的具体数值。
根据 ei 分量数目,一般有以下几种情况:淤当 ei

分量数目为 2 时,当两分量振幅接近、
棕i

棕1
为整数且小

于 10 时,移
n

i = 1
ei 的振幅比移

n

i = 1
Ai 小 10%内,个别情况

可小到 20%左右,即 姿 i沂(0郾 8,1)。 于当 ei 分量数

目大于等于 3 时, 一般 移
n

i = 1
ei 的振幅都略小于

移
n

i = 1
Ai,且分量数目越多、分量振幅相差越大或

棕i

棕1
不

全为整数时, 移
n

i = 1
ei 的振幅均约等于 移

n

i = 1
Ai,耦合误

差补偿掉的部分远小于相同角频率情况下补偿掉的

部分。 故为提高计算效率,一般直接近似认为

移
n

i = 1
Ai 为 移

n

i = 1
ei 的振幅,即 姿 i抑1。 盂当情况于中有

满足情况淤的两个分量按情况淤处理后再与其余分

量作振幅的数值叠加。 其余情况一般直接近似认为

移
n

i = 1
Ai 为 移

n

i = 1
ei 的振幅,即 姿 i抑1。

上述讨论中,当各误差分量不能有效补偿时,误
差初相取值任意。

2摇 实例 2K H 型行星齿轮的传动误差

以典型 2K H 型渐开线行星齿轮减速机构为

实例,太阳轮为输入端,行星架为输出端,内齿圈固

定。 该机构基本参数见表 1,误差为设计许用公差

值。
表 1 中行星架的加工偏心误差包含在其他偏心

误差中,故不重复考虑。 内齿圈固定在箱体上,作为

装配基准,故不存在装配偏心误差。
计算啮合线当量啮合误差时,假设行星齿轮均

载情况良好,3 个行星轮传动状态相同。 系统以太

阳轮中心为坐标原点,水平方向为 x 轴,且令第 1 个

行星轮的中心初始位置位于 x 轴上,并取此轮为研

究对象。 将啮合线当量啮合误差离开齿向方向作为

正向,图 1 为计算当量啮合误差时偏心误差投影到

啮合线的示意图,以太阳轮加工偏心误差(Es,茁s)为
例。

表 1摇 行星齿轮系基本参数

Tab. 1摇 Parameters of planetary gear

构件 齿数 z
模数 m
/ mm

加工偏心

误差 E / 滋m
装配偏心

误差 A / 滋m
压力角 琢

/ rad
太阳轮 12 1 13 12 仔 / 9
行星轮 36 1 16 8 仔 / 9
内齿圈 84 1 21 仔 / 9
行星架 15

图 1摇 啮合线当量啮合误差示意图

Fig. 1摇 Equivalent mesh error
摇

摇 摇 根据图 1 及各构件的相对运动情况,可得到各

偏心误差及其啮合线当量啮合误差如表 2 所示。

表 2摇 偏心误差及其啮合线当量啮合误差

Tab. 2摇 Eccentric error and equivalent mesh error

偏心误差 啮合线当量啮合误差

(Es,茁s) eEsi = - Es sin((棕s - 棕c) t + 茁s + 琢w - 浊i)

(Epi,茁pi)
ewEpi = - Epi sin((棕p - 棕c) t + 茁pi + 琢w)

enEpi = Epi sin((棕p - 棕c) t + 茁pi - 琢n)

(Ec,茁c)

(EI,茁I) eEIi = EI sin((棕I - 棕c) t + 茁I - 琢n - 浊i)

(As,酌s) eAsi = - As sin( - 棕c t + 酌s + 琢w - 浊i)

(Api,酌pi)
ewApi = Api sin(酌pi + 琢w)

enApi = Api sin(酌pi - 琢n)

(Ac,酌c)
ewAci = Ac sin( - 棕c t + 酌c + 琢w - 浊i)

enAci = Ac sin( - 棕c t + 酌c - 琢n - 浊i)
(AI,酌I)

图 1 及表 2 中

E、茁———加工偏心误差及其初始相位

A、酌———装配偏心误差及其初始相位

e———啮合线当量啮合误差
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棕———转动构件角速度

琢———齿轮副啮合角摇 摇 t———时间

浊i———第 i 个行星轮相对于第 1 个行星轮位置角

下标 s、pi、c、I、w、n 分别表示该值属于太阳轮、第 i
个行星轮、行星架和内齿圈、外啮合或内啮合。

可得各偏心误差在外、内啮合线上产生的当量

累积啮合误差分别为

ew = eEsi + ewEpi + eAsi + ewApi + ewAci (7)
en = eEIi + enEpi + enApi + enAci (8)

结合表 1 数据,故偏心类误差带来的系统传动

误差为(单位:rad)

驻兹sc = 兹c -
兹s

isc
= 1
1 000rbs isc

ew -
icsp

1 000rbp isc
en =

- 1

(48 000cos 仔 )
[

9
(13sin 7
8 棕s t + 茁s +

仔 )9 +

(16sin 11
24棕s t - 茁p +

8仔 )9 (+12sin 1
8 棕s t - 酌s +

8仔 )9 +

(8sin 酌p +
10仔 )9 (+15sin 1

8 棕s t - 酌c -
仔 )9 +

(21sin 1
8 棕s t - 茁I +

仔 )9 (+16sin 11
24棕s t - 茁p +

仔 )9 +

(8sin 酌p +
8仔 )9 (+15sin 1

8 棕s t - 酌c +
仔 ) ]9 (9)

式中摇 兹———转角摇 摇 驻兹———转角误差

rb———基圆半径摇 摇 i———传动比

3摇 实例调配传动误差计算与对比分析

3郾 1摇 实例调配传动误差的计算

式(9)中方括号里各项依次为 e1 到 e9,其中:e4
和 e8 角频率均为 0,此两项的耦合误差为: e4,8 =

16sin(酌p + 仔) cos 仔
9 ,令 酌p = 0,则这两个分量带来

的传动误差为 0。

e3、e5、e6 和 e9 角频率同为
1
8 棕s,其中 e5 和 e9 初

相差 渍9 - 渍5 = 2仔
9 ,此两项的耦合误差为 e5,9 =

(28郾 19sin 1
8 棕s t - 酌 )c 。

根据 1郾 2 节对 e5,9与 e3、e6 进行耦合,得角频率

同为
1
8 棕s 的 4 个分量的最小振幅 B(棕s / 8)min =

{min 移
n

i = 1
姿 iA }i = | 21 + 12 - 28郾 19 | = 4郾 81,则

耦合误差 e(棕s / 8) (= 1郾 26sin 1
8 棕s t - 茁I + 仔 )9 ,此时

酌s = 茁I +
7仔
9 ,酌c = 茁I +

8仔
9 。

e2 和 e7 角频率同为
11
24棕s,初相差 渍2 - 渍7 = 7仔

9 ,

耦合误差 e(11棕s / 24) (= 10郾 94sin 11
24棕s t - 茁p +

仔 )2 。

根据 1郾 3 节,e4,8、e1、e(棕s / 8) 和 e(11棕s / 24) 的耦合误

差(即 移
9

i = 1
ei ) 的振幅 B9 抑13 + 1郾 26 + 10郾 94 =

28郾 75,此时 茁s 及 茁p 任意。 可得行星齿轮的传动误

差 驻兹sc抑131郾 5义。
上述各误差分量初相的取值如表 3 所示。

表 3摇 误差初相的数值关系

Tab. 3摇 Relationship of initial phase

参数 数值

茁s 任意

茁p 任意

茁I 任意

参数 数值

酌s 茁I + 7仔 / 9
酌c 茁I + 8仔 / 9
酌p 0

摇 摇 即测得 茁I(一般装配时令其与箱体装配基准重

合,即 茁I = 0),再以 茁I 为基准对太阳轮、行星架、行
星轮进行误差初相调试装配,使三者的装配偏心误

差初相与 茁I 满足表 3 中数值关系,此时得到系统的

传动误差简称为调配传动误差。
3郾 2摇 调试装配法与其他方法对比分析

行星齿轮各构件随机装配时,各偏心误差分量

的初相是随机的,误差值同表 1,利用蒙特卡罗法对

驻兹sc进行 5 万次模拟计算,统计结果如图 2 所示。

图 2摇 随机装配传动误差统计

Fig. 2摇 Statistics of transmission error with random assembly
摇

图 2 中 驻兹sc最小值为 111义,最大值为 456义,数学

期望为 297义,标准差为 70义。 可见随机装配系统的

传动误差相当大,近 5忆。 调配传动误差接近其最小

值,极大程度地提高了行星齿轮的传动精度,提高近

56% 。
若通过提高各构件加工精度,如将各偏心误差

的误差值降低到表 1 中的 1 / 2,初相随机,利用蒙特

卡罗法对 驻兹sc进行 5 万次模拟计算,统计结果如图 3
所示。
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图 3摇 1 / 2 公差随机装配传动误差统计

Fig. 3摇 Statistics of transmission error of 1 / 2
tolerance with random assembly

摇
图 3 中 驻兹sc最小值为 50义,最大值为 228义,数学

期望为 140义,标准差为 34义。 可见提高构件加工精

度得到系统传动误差比调配传动误差大 8义左右。
将加工误差降低 1 / 2 至少需要提高 2 个精度等级,
其经济性和可操作性远不如调试装配法。

若不对偏心误差进行实测,误差在表 1 所示的

公差范围内按偏心误差所服从的瑞利分布随机产

生,各构件按表 3 进行调试装配,利用蒙特卡罗法对

驻兹sc进行 5 万次模拟计算,统计结果如图 4 所示。

图 4摇 随机误差和调配传动误差统计

Fig. 4摇 Statistics of transmission error with random
error and allocating assembly

摇
图 4 中 驻兹sc最小值为 10义,最大值为 216义,数学

期望为 90义,标准差为 30义。
若各构件偏心误差(公差如表 1 所示)、初相均

按各自服从的分布随机产生,利用蒙特卡罗法对

驻兹sc进行 5 万次模拟计算,统计结果如图 5 所示。
图 5 中 驻兹sc最小值为 25义,最大值为 414义,数学

期望为 178义,标准差为 54义。
对比图 4 和图 5,其余条件相同情况下,调配传

动误差比误差初相随机时系统传动误差数学期望小

88义,即总体传动误差降低 88义,传动精度提高近

摇 摇 摇 摇

图 5摇 随机误差和随机装配传动误差统计

Fig. 5摇 Statistics of transmission error with
random error and random assembly

摇50% ;最大值相对小 198义,由近 7忆降低至 4忆内,即传

动误差的可能区间降低了近 3忆。

4摇 结论

(1)通过调试装配法能快速准确地估算出行星

齿轮在各偏心误差最佳耦合补偿时的系统传动误

差,其值接近随机装配时的最小值,实例 2K H 型

行星齿轮传动误差约为 131郾 5义,该结果是根据各构

件许用公差的最大偏差进行计算的,而实测误差值

比最大偏差小,按本方法得到的系统传动误差将更

小。
(2)在未知误差值时,调试装配比随机装配仍

可以获得更高的系统传动精度,实例中前者传动误

差的数学期望比后者小 88义,且可能区间降低了近

3忆。 可见调试装配法大幅提高了行星齿轮整体传动

精度及其可靠性。
(3)行星齿轮的调配传动误差比系统各构件提

高 2 个加工精度等级时的传动误差还要小,实例中

小约 8义,且前者更经济,易实现。
(4)行星齿轮的误差分量中角频率为 0 和相同

时进行调试装配均可得到最佳耦合补偿结果,能大

幅降低系统传动误差。 其中相同角频率下,两分量

(

能有 效 补 偿 的 误 差 初 相 差 的 取 值 区 间 为

(arccos -
A2

2A )
1

,2仔 (- arccos -
A2

2A ) )
1

,初相差为

依 仔 时补偿效果最佳。
(5)适当增大角频率为 0 和相同的误差分量的

公差值对调配传动误差影响不大,且可以有效降低

加工难度及成本;适当减小其余不能有效耦合补偿

的误差分量的公差则可以进一步提高系统传动精

度。
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