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考虑杆件弹性变形的改进型Delta并联机构刚度特性分析*
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摘要: 基于传统的机构刚度映射矩阵,建立了改进型 Delta 并联机构的刚度模型。 模型不仅考虑了驱动铰链刚度和

外载荷对机构刚度的影响,还考虑了构件重力和在约束力下杆件弹性变形对刚度的影响,更具有一般性和精确性。
由于用刚度矩阵来评价机构刚度性能不够直观,提出了以机构弹性变形来评价机构刚度特性的方法。 利用虚功原

理计算出机构各个约束铰链上静态约束力,利用叠加原理计算出每个杆件约束反力和重力作用下的弹性变形量。
然后,通过坐标变换法计算出机构的综合弹性变形量,进而分析了机构的刚度特性。
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Stiffness Characteristic Analysis of Modified Delta Parallel Mechanism
Based on Bars蒺 Elastic Deformation
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Abstract: Based on the traditional stiffness mapping matrix, a stiffness mapping model of modified Delta
mechanism was established. The model considered both the influence of stiffness of active joints and
external load and the influence of gravities factor and all parts蒺 elastic deformation under the constraint
force on the mechanism stiffness so that it was more general and exact than any other stiffness models.
Evaluating the stiffness characteristic of parallel mechanism by stiffness matrix form was not intuitive. An
idea was proposed to evaluate the stiffness performance by the elastic deformation of the mechanism. The
static constrained forces of all joints were calculated by using the principle of virtual work. The elastic
deformation under the constrained force and gravity was calculated by superposition principle. At last,
the comprehensive elastic deformation of the mechanism was obtained by coordinate transformation
method. The stiffness characteristic of the mechanism was further analyzed.
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摇 摇 引言

并联机构刚度[1] 是末端操作器在外力作用下,
由于弹性元件变形引起位移大小的度量。 现有机构

的刚度分析方法大致可分为有限元分析法[2 ~ 3]和模

型解析法[4]。 有限元分析法计算简便,精确度较

高,但工作量大。 刚度解析模型是指机构的操作力

和末端变形之间的映射。 Gosselin[4] 依据虚功原理,
给出了平面和空间机构操作力与末端变形间映射的

建立方法。 在此基础上,刚度解析逐步向精度高、考
虑因素全面的方向发展。 李树军等[5] 考虑结构位

形变化和外力影响,对并联机构刚度特性进行了分



析。 赵铁石等[6 ~ 7]通过引进机构的二阶影响矩阵推

导了精度较高的并联机构刚度非线性映射。
Delta 并联机构[8]由 Clavel R 提出,是一种具有

3 个平动自由度的高速并联机构,它的最大缺点就

是存在多个球铰,加工难度大,精度难以保证。
Tsai L W 发明了一种改进型 3 自由度 Delta 并联机

构[9 ~ 11],该机构的最大特点是各运动副均是转动

副,刚度高,承载能力大,在工业领域具有很好的应

用前景。
本文以改进型 Delta 并联机构为研究对象,在

传统的刚度模型基础上,增加主动、被动关节的弹性

变形和部件重力对机构刚度的影响,以便所得结果

更具有一般性和精确性。

1摇 改进型 Delta 机构描述

改进型 Delta 机构是由运动平台、固定平台及

连接两个平台的 3 个相同的支链组成,AiB iC i( i = 1,
2,3)为机构的任意分支,每个支链的主动臂(臂长

为 a)和固定平台,主动臂和从动臂(臂长为 c),从
动臂和运动平台分别是由 3 个互相平行的转动副连

接而成,从动臂各杆件也是由转动副连接,ui、wi分

别是主、从动臂方向单位矢量。 运动平台中心 P 点

坐标值为(x,y,z)。 每个支链按等边三角形配置,其
外接圆半径 OAi和 PC i分别为 r1和 r2。 如图 1 所示。

图 1摇 机构模型及运动支链描述

Fig. 1摇 Mechanical model and description of kinematics chain
1. 固定平台摇 2. 主动臂摇 3. 从动臂摇 4. 运动平台

摇
运动中主动臂、从动臂旋转角度分别为 兹1i、兹2i;

从动臂摆角为 兹3i。 全局坐标系 OXYZ,简记为{O},
设在固定平台中心处。 如图 2 所示。

设在第 i 支链上 Ai点的坐标系为 Ai X iYiZ i,简
记为{Ai},{Ai}是{O}绕着 Y 轴旋转 茁i形成的,它们

间的变换矩阵为aiRo;坐标系{Ai}绕 Z 旋转 兹1i形成

坐标系{B i},它们间的变换矩阵为biRai;坐标系{Ai}
绕 Z 旋转 兹1i + 兹2i形成坐标系{Di},它们之间的变换

矩阵为diRai;坐标系{Di}绕 Y 旋转 仔 / 2 - 兹3i形成坐

标系{C i},它们间的变换矩阵为ciRdi。 并联机构的

位姿正、反解计算,运动学研究已经很成熟[12 ~ 13],本
文不再赘述。

图 2摇 单链坐标系

Fig. 2摇 Coordinate system of each chain
摇

2摇 速度与静力分析

2. 1摇 雅可比矩阵

机构的雅可比矩阵是主动臂输入角速度与运动

平台速度间的映射矩阵

v = J q· (1)
式中摇 J———机构的雅可比矩阵

v———机构运动平台质心点速度向量

q·———主动臂的输入角速度合成向量

2. 2摇 各关节和构件质心点的速度映射

主动臂质心点的速度映射可表示为

v1i = oRai
a
2 sin兹i

a
2 cos兹i[ ]0

T

鬃iq
· = JY1iq

·

( i = 1,2,3) (2)
其中摇 追1 = [1 0 0]摇 追2 = [0 1 0]摇 追3 = [0 0 1]
式中摇 JY1i———机构主动臂输入角速度到主动臂质

心点速度的映射矩阵
oRai———坐标系{Ai}到{O}的转换矩阵

关节 B i处的速度映射为

vBi = 2v1i = J姿iq
·摇 ( i = 1,2,3) (3)

式中摇 J姿i———机构主动臂输入角速度到被动铰链

B i速度的映射矩阵

从动臂质心点速度映射可表示为

v2i =
v + vBi

2 =
J + J姿i

2 q· = JY2iq
·摇 ( i = 1,2,3) (4)

式中摇 JY2i———机构主动臂输入角速度到从动臂质

心点速度的映射矩阵

2. 3摇 平衡驱动力

机构各主动臂的驱动力矩合成向量为 子兹 = (子1,

子2,子3),主动臂、从动臂的重力分别为 G1、G2,运动

平台的重力为 G,组成从动臂的从动杆 SiK i重力为

G3,运用虚功原理可得驱动方程

摇 子兹 = JT(F +G) +移
3

i = 1
(JT

Y1iG1) +移
3

i = 1
(JT

Y2iG2) (5)

式中摇 F———机构的外载荷
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2. 4摇 运动副的约束反力

在机构的第 i 分支 C i处,把运动平台与从动臂

的运动副拆开,该分支 C i处的约束力为 F3i = (F3ix,
F3iy,F3iz),应用虚位移原理得到

FT
3i啄X = 子i啄兹i -GT

1啄X1i -GT
2啄X2i 摇 ( i = 1,2,3) (6)

式中摇 啄X1i、啄X2i———主、从动臂质心的虚位移向量

啄兹i———第 i 支链主动臂的虚转角位移

结合力矩平衡条件可得运动副 B i、C i处约束力

F2i和 F3i。
在坐标系{C i}中,从动杆两端约束反力左侧为

F3cil和 F2cil,右侧为 F3cir和 F2cir。 在静平衡状态下,
约束反力和杆件自身重力形成平衡力系。 SliK li与

G3构成力作用平面,如图 3 所示。

图 3摇 单个杆件受力分析简图

Fig. 3摇 Force analysis of a bar
摇

根据左侧从动杆力作用面内平衡条件,可得到

约束反力的 Y 轴方向分量

F3cily = F2cily = G3cy / 2 = |G3c | cos酌摇 ( i = 1,2,3)

(7)
式中摇 酌———力作用面中杆件的倾角

在坐标系{O}中,运动副 C i处会产生力矩

Mi =F3ir 伊 oRai 0 0
r3[ ]2

T

-F3il 伊 oRai 0 0
r3[ ]2

T

(i =1,2,3) (8)
且 F3ir = F3i - F3il 摇 ( i = 1,2,3) (9)

当从动杆间距为 r3时,由运动平台力矩平衡得

移
3

i = 1
Mi = 移

3

i = 1
(F3i 伊 oRai r3[ ]0 0 T) (10)

将式(7) ~ (9)代入式(10)中,整理后可以得到

含有 3 个未知数 F3il的 3 个方程,解上述方程,可求

出 Sli点和 Sri点 R 副上的约束力。

3摇 机构刚度分析

3郾 1摇 传统的并联机构守恒转换刚度矩阵

根据文献[5],并联机构的守恒转换刚度矩阵

为

K = J - T(Kf + Ka)J - 1 (11)

其中摇 Kf = - dJT

d兹 F = - dJT

d兹1
F dJT

d兹2
F dJT

d兹3
[ ]F

式中摇 K———机构的刚度矩阵

Ka———主动关节刚度矩阵

Kf———外力(力矩)作用下的机构几何变形

产生的刚度矩阵

此时,机构的刚度矩阵不够准确,没有考虑组成

机构构件的质量,以及由于关节约束反力而产生的

杆件弹性变形。
3郾 2摇 单杆在约束反力和自身重力下的变形分析

杆件末端在约束反力的作用下,发生拉压和弯

曲弹性变形,如图 4 所示。

图 4摇 单个杆件弹性变形图

Fig. 4摇 Deformation at tip of link
摇

约束力产生的轴向变形和挠曲变形分别为

啄x1 = l
EAFx

啄y1 = l3
3EIy

Fy

啄z1 = l3
3EIz

F

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï z

(12)

式中摇 E———杆件的弹性模量

A———杆件的横截面积

l———杆件的长度

Iy、Iz———杆件截面惯性矩

同理,作用在杆件质心处的重力可分解为轴向

的 Gx和径向的 Gy、Gz,该力产生的轴向变形和挠曲

变形分别为

啄x2 = l
2EAGx

啄y2 = 5l3
48EIy

Gy

啄z2 = 5l3
48EIz

G

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï z

(13)

由式(12)、(13)可得到杆件由约束反力和自身

重力产生的柔度矩阵

摇 摇 C1 =

l / (EA) 0 0
0 l3 / (3EIy) 0

0 0 l3 / (3EIz

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú)

(14)
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C2 =

l / (2EA) 0 0
0 5l3 / (48EIy) 0

0 0 5l3 / (48EIz

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú)

(15)
3. 3摇 机构在约束反力和自身重力下的刚度分析

根据 改 进 型 Delta 机 构 的 结 构 特 点, 结 合

式(12) ~ (15),再利用坐标变换法求出从动臂在

{O}中的各个因素产生的刚度。 主动臂在约束反力

和自身重力下的刚度为

K2i = aiR - 1
o

biR - 1
ai (C - 1

21 + C - 1
22 ) biRai

aiRo

( i = 1,2,3) (16)
式中摇 C21、C22———主动臂约束反力、重力作用下的

柔度矩阵

从动臂在约束反力和自身重力下的刚度为

K3i = aiR - 1
o

diR - 1
ai

ciR - 1
di ·

(C - 1
31 + C - 1

32 ) ciRdi
diRai

aiRo 摇 ( i = 1,2,3) (17)
式中摇 C31、C32———从动杆约束反力、重力作用下的

柔度矩阵

根据式(16)、(17),主、从动臂弹性变形刚度对

机构刚度矩阵的影响为

Kb = 移
3

i = 1
J -TJT

姿iK2iJ姿iJ -1

Kc = 移
3

i = 1
K3

ì

î

í

ïï

ïï
i

(18)

图 5摇 工作空间内不同位置机构的刚度性能

Fig. 5摇 Stiffness characteristic of mechanism with different positions in workspace
(a) y = - 1 000 mm,z = x摇 (b) y = - 800 mm,z = x摇 (c) y = - 1 200 mm,z = x

摇

于是,考虑机构构件自身重力和关节约束反力

作用下机构弹性变形的影响,以及机构外力和主动

关节刚度对刚度的影响,机构运动平台的自重对机

构刚度影响可以看作作用在质心的外力对机构刚度

的影响,则机构的刚度为

K = J - T(Kf + Ka + Kb + Kc)J - 1 (19)

4摇 机构刚度性能评价

刚度矩阵 K 作为矩阵形式来评估刚度大小不

够直观。 根据机构刚度的定义,可以以末端操作器

在外力作用下的位移大小来评价机构的刚度特性。

当不考虑机构主、被动关节刚度产生末端位移时,整
个机构的位移主要是由各个杆件受力后产生的弹性

变形引起的。
根据叠加原理及式(12)、(13),单个杆件在受

到末端约束反力 Fi和自身重力 Gi作用下的弹性变

形为

啄Xi = C1Fi + C2Gi 摇 ( i = 1,2,3) (20)
根据式(20),在坐标系{O}中,任意支链两个并

联从动杆的弹性变形为

啄X3ci = aiR - 1
o

diR - 1
ai

ciR - 1
di ·

(C31F3cil + C31F3cir + 2C32G3c) / 2摇 ( i = 1,2,3)
(21)

同理,主动臂在坐标系{O}中的弹性变形为

啄X2bi = aiR - 1
o

biR - 1
ai (C21F2bi + C22G1b)

( i = 1,2,3) (22)
式中摇 F2bi、G1b———在坐标系{B}中主动臂受到的

约束反力和重力

结合式(20) ~ (22),可以得出机构在坐标系

{O}中运动平台质心点的弹性变形为

啄X = 移
3

i = 1
(啄X2i + 啄X3i) 3 (23)

5摇 数值算例

改进型 Delta 机构结构参数:r1 = r2 = 500 mm,
a = c = 1 000 mm,从动杆间距 r3 = 100 mm,运动平

台、主动臂、从动臂、从动杆的质量分别为 m =
27郾 385 8 kg、m1 = 7郾 183 6 kg、m2 = 6郾 484 2 kg、m3 =
3郾 168 6 kg。 机构的弹性模量 E =2郾 07 伊105 N/ mm2,主
动臂和从动杆的截面面积分别是 A1 = 900 mm2、
A2 =400 mm2。 主动臂、从动杆截面惯性矩分别为

I1 = 67 500 mm4、I2 = 13 333 mm4。
为考核机构不同状态下的刚度特性,当运动平

台质心点受到 F = (0, - 500,0) N 的外力,在工作

空间不同位置机构的弹性变形如图 5 所示。 根据图

示,机构在受力方向变形较大,其他两个方向变形几
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乎一致,y 向坐标值越大变形越大,说明机构的伸展

状态时刚度较好,整体刚度与机构位姿有关。
当机构运动平台在 - 1 000 mm 平面上运动,

且在运动平台质心点施加 0 ~ 1 000 N 负 y 向力

时,机构的刚度特性如图 6 所示。 根据图示,机构

受力越大,约束反力就越大,机构弹性变形就越

大;同时,机构各个构件的重力对机构的刚度有重

要影响。

图 6摇 工作空间内不同载荷时机构的刚度性能

Fig. 6摇 Stiffness characteristic of mechanism with different forces in workspace
(a) x 向受力摇 (b) y 向受力摇 (c) z 向受力

摇

6摇 结论

(1) 建立了包括机构各个杆件弹性变形在内的

改进型 Delta 并联机构刚度模型,计算出机构在自

身重力和关节约束力下产生的弹性变形,并以弹性

变形量作为评价机构刚度性能的指标,该方法在形

式上更为直观、新颖。
(2) 研究表明机构各个构件自身的重力对机构

刚度的影响不可忽视;同时机构刚度与各杆件末端约

束力、结构参数、机构位姿有关。 得到了不同位姿、不
同外力状态下,机构的弹性变形量,以此作为评价机构

刚度特性指标,可以对机构的刚度控制提供参考。
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