
２０１２年 ３月 农 业 机 械 学 报 第 ４３卷 第 ３期

ＤＯＩ：１０．６０４１／ｊ．ｉｓｓｎ．１０００１２９８．２０１２．０３．０３７

空间４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构运动学分析
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　　【摘要】　提出了一种能实现空间三维转动和沿 Ｚ轴移动的机构模型———空间 ４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机器人机构模

型，其中 ＳＰＳ支链为驱动支链，ＣＵ为恰约束从动支链。采用螺旋理论分析了 ４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构实现空间三转动

一移动的机构学原理，计算了自由度，给出了位置正解和反解的方法，导出了 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵，分析了速度、加速度性

能、奇异位形与工作空间，为该并联机构的实际应用提供了理论依据。
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　　引言

近年来，少自由度并联机构已经成为机器人技

术研究的热点，与６自由度并联机构相比，少自由度
并联机器人具有驱动元件少、造价低、结构紧凑等特

点，因此，有着广阔的应用前景。

空间４自由度并联机构是少自由度并联机构的
一个重要分支，４自由度并联机构可分为 ３大类：
３Ｔ１Ｒ、２Ｔ２Ｒ、３Ｒ１Ｔ。第１种对称的 ４自由度并联机
构是由 ＰｉｅｒｒｏｔｆＣｏｍｐａｎｙ［１］提出的 Ｈ４并联机构，分
支中存在闭环子链，能实现 ３Ｔ１Ｒ；黄真与赵铁石综
合了３Ｔ１Ｒ的４ ＵＰＵ完全对称并联机构［２～３］

；Ｃｈｅｎ
等

［４］
提出了一种２Ｒ２Ｔ的 ２ＲＲＰ／２ＳＰＵ并联机构；程

佳等
［５］
提出了一种３Ｒ１Ｔ的４ ＴＰＳ／ＰＳ并联机构；另

外，马履中、张艳华等人
［６～７］

研究了几类 ４自由度并
联机构的运动学问题及综合了几种不同构型的４自
由度并联机构。基于此研究背景，本文提出一种具

有３个转动和１个沿 Ｚ轴移动的空间少自由度并联
机构，结构上采用恰约束

［８］
从 动支链———空间

４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构。

１　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构型综合

在并联机构型综合中，目前有 ３种比较成熟的
理论方法：李群综合理论

［９］
、构型演变

［９］
和约束综

合理论
［１０］
。其中构型演变与约束综合理论在并联

机构型综合中应用最为广泛，本文采用后两种方法



综合该机构。

对于支链含有三杆四副或四杆五副的完全对称

并联机构，不但输入运动副难以选取，而且不易控

制、性能差。在此基础上，本文继续采用两杆三副的

支链模式，应用恰约束从动支链约束上平台的自

由度。

为了使驱动电动机能均匀分布在除恰约束从动

支链以外的支链上，通过构型演变
［９］
对 Ｓｔｅｗａｒｄ［３］平

台进行改进，把原来的 ６ ＳＰＳ改为 ４ ＳＰＳ，其自由
度依然为６，只是原有的６支链变为 ４支链；此时的
恰约束从动支链恰好约束掉多余的两个自由度，构

成４自由度并联机构；从而使驱动电动机分别分布
在４ ＳＰＳ的４个移动副上，以下是该机构型综合的
过程。

机构４ ＳＰＳ的运动螺旋系的标准基为
＄１＝（１，０，０；０，０，０）

＄２＝（０，１，０；０，０，０）

＄３＝（０，０，１；０，０，０）

＄４＝（０，０，０；１，０，０）

＄５＝（０，０，０；０，１，０）

＄６＝（０，０，０；０，０，１
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根据该机构综合的要求，需要约束上平台两个沿

Ｘ轴与 Ｙ轴的移动，添加恰约束从动支链后，综合机
构的运动螺旋系的标准基为

［１０］

＄１＝（１，０，０；０，０，０）

＄２＝（０，１，０；０，０，０）

＄３＝（０，０，１；０，０，０）

＄４＝（０，０，０；０，０，１
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式（２）中的 ４个螺旋的线性组合有多种一般形式，
这里只给出一种支链运动螺旋系

＄′１＝（ｌ１，０，０；０，０，ｒ１）

＄′２＝（０，ｍ２，０；０，０，ｒ２）

＄′３＝（０，０，０；０，０，ｒ３）

＄′４＝（０，０，ｎ３；０，０，ｒ４
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式中　 ＄′１、＄′２———轴线平行于分支坐标系 Ｘ轴与
Ｙ轴的转动副

＄′３———轴线平行于分支坐标系 Ｚ轴的移动
副

＄′４———轴线平行于分支坐标系 Ｚ轴的转动
副

具体支链可以由满足式（３）几何条件的 ４个基
本副 ＲＲＰＲ的多种线性组合形式构成，其中 ＄′１、＄′２
可以看成一个万向铰（Ｕ副），＄′３、＄′４可以看成一
个圆柱副（Ｃ副）；这时可以构成如图 １所示的
４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构。

２　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构结构特点

４ ＳＰＳ／ＣＵ机构模型及其坐标系的建立如图 １
所示，该机构具有 ４个驱动支链（ＳＰＳ支链）和 １个
恰约束从动支链（ＣＵ支链）。该 ４个驱动支链均由
２个球面副（Ｓ副）和 １个移动副组成。其中各驱动
分支从下平台算起，与下平台相连的球面副为第 １
运动副，移动副为第２运动副，与上平台相连的球面
副为第３运动副；该恰约束从动支链由一个圆柱副
（Ｃ副）和一个万向铰（Ｕ副）组成，且圆柱副的轴心
与万向铰的中心分别位于下平台与上平台的中心。

ＯＸＹＺ和 Ｐｘｙｚ分别是与下平台和上平台固连的坐标
系，Ｏ点位于 Ｂ１Ｂ２Ｂ３Ｂ４组成的边长为 ２ｂ的正方形
中心，Ｘ轴平行于 Ｂ２Ｂ３，Ｙ轴平行于 Ｂ１Ｂ２，Ｚ轴垂直
下平台向上；Ｐ点位于 Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４组成的边长为 ２ａ
的正方形中心，ｘ轴平行于 Ａ２Ａ３，ｙ轴平行于 Ａ１Ａ２，
ｚ轴垂直上平台向上，方向如图１所示。

图 １　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构简图

Ｆｉｇ．１　Ｄｉａｇｒａｍｏｆ４ ＳＰＳ／ＣＵｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

３　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构自由度计算

采用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式计算机构
自由度

［３］

Ｍ＝ｄ（ｎ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＋ｖ－ξ （４）

其中 ｄ＝６－λ　ｖ＝ｔ－ｋ
式中　ｄ———机构的阶数　　λ———公共约束数

ｎ———包括机架的构件数目
ｇ———运动副的数目
ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度
ｖ———多环并联机构在去除公共约束的因素

后的冗余约束数目

ｔ———多环并联机构所有支链的反螺旋去除
公共约束后的反螺旋数目

ｋ———多环并联机构所有支链的反螺旋去除
公共约束后的反螺旋系最大无关组

ξ———机构中存在的局部自由度
根据图１，４条驱动支链的运动副轴线在坐标系
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ＯＸＹＺ中可以用螺旋统一表示为
＄ｉ１＝（１，０，０；０，０，－ｑｉ）

＄ｉ２＝（０，１，０；０，０，ｐｉ）

＄ｉ３＝（０，０，１；ｑｉ，－ｐｉ，０）

＄ｉ４＝（０，０，０；ｕｉ，ｖｉ，ｗｉ）

＄ｉ５＝（１，０，０；０，ｌｉ，－ｎｉ）

＄ｉ６＝（０，１，０；－ｌｉ，０，ｍｉ）

＄ｉ７＝（０，０，１；ｎｉ，－ｍｉ，０
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式中　ｐｉ、ｑｉ———第１运动副相对坐标系ＯＸＹＺ的位置
ｕｉ、ｖｉ、ｗｉ———第２运动副轴线的方向余弦
ｌｉ、ｍｉ、ｎｉ———第３运动副相对于坐标系 ＯＸＹＺ

的位置

下标 ｉ＝１，２，３，４，为该机构的驱动支链序号。
式（５）中的７个运动螺旋，其中 ６个线性无关；

与该螺旋系相逆的反螺旋为

＄ｒ＝（Ｌｒ，Ｍｒ，Ｎｒ；Ｐｒ，Ｑｒ，Ｒｒ）
通过式（５）由互易积可得：＄ｉｊ＄

ｒ＝０（ｉ＝１，２，
３，４；ｊ＝１，２，…，７），该方程组无解；即没有反螺旋与
该螺旋系相逆，说明该螺旋系没有对上平台产生任

何约束。即该机构没有公共约束，所以 ｄ＝６。
恰约束从动支链 ｌ５运动副轴线在坐标系 Ｐｘｙｚ

中螺旋表示为

＄５１＝（０，０，１；０，０，０）

＄５２＝（０，０，０；０，０，１）

＄５３＝（１，０，０；０，０，０）

＄５４＝（０，１，０；０，０，０
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该螺旋系的４个运动螺旋线性无关；设与该螺旋系
相逆的反螺旋为

＄ｒ５＝（Ｌ
ｒ
５，Ｍ

ｒ
５，Ｎ

ｒ
５；Ｐ

ｒ
５，Ｑ

ｒ
５，Ｒ

ｒ
５）

通过式（６）由互易积 ＄５ｉ＄
ｒ
５＝０解得线性无关

的反螺旋为：＄ｒ５１＝（１，０，０；０，０，０）；＄
ｒ
５２＝（０，１，０；

０，０，０）；即该螺旋系限制了上平台沿 Ｘ轴与 Ｙ轴的
移动，则有 ｔ＝２，ｋ＝２；根据公式 ｖ＝ｔ－ｋ＝０，观察整
个机构运动的布置情况，此机构各驱动支链均存在

局部自由度，即 ξ＝４。
根据式（４）计算该机构自由度 Ｍ＝４。即上平

台具有绕 Ｘ轴、Ｙ轴和 Ｚ轴的转动自由度，沿 Ｚ轴
的移动自由度。

４　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构运动分析

４．１　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构的位置分析
图 １中 Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４ 为 边 长 ２ａ的 正 方 形，

Ｂ１Ｂ２Ｂ３Ｂ４为边长２ｂ的正方形。图 ２所示为机构初
始位置时的俯视图。

设（ｘ，ｙ，ｚ，α，β，γ）为上平台坐标系 Ｐｘｙｚ相对于

图 ２　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构俯视简图

Ｆｉｇ．２　Ｏｖｅｒｈｅａｄｖｉｅｗｏｆ４ ＳＰＳ／ＣＵｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
下平台坐标系 ＯＸＹＺ的位移和转角。其中，由于上
平台只能作三维转动和沿 Ｚ轴移动，故有 ｘ＝ｙ＝０，
另外，Ａｉ点在坐标系 ＯＸＹＺ、Ｐｘｙｚ中的坐标分别为：
（ＡｉＸ，ＡｉＹ，ＡｉＺ）和（Ａｉｘ，Ａｉｙ，Ａｉｚ）；Ｂｉ点在坐标系 ＯＸＹＺ
中的坐标为（ＢｉＸ，ＢｉＹ，ＢｉＺ）；由此，根据坐标转换建立
方程

［ＡｉＸ ＡｉＹ ＡｉＺ］Ｔ＝Ｔ［Ａｉｘ Ａｉｙ Ａｉｚ］Ｔ （７）

其中

Ｔ＝

ｃβｃγ ｃγｓβｓα－ｓγｃα ｃγｓβｃα＋ｓγｓα ０
ｃβｓγ ｓαｓβｓγ＋ｃγｃα ｓγｓβｃα－ｃγｓα ０
－ｓβ ｃβｓα ｃβｃα ｚ













０ ０ ０ １

其中 ｓβ＝ｓｉｎβ，ｃβ＝ｃｏｓβ，其余类似。
当结构参数 ａ、ｂ确定，若给出上平台位姿参数

（ｚ，α，β，γ），则由式（７）可求出 Ａｉ点在坐标系 ＯＸＹＺ
的坐标值。根据在同一坐标系中两点间的距离公式

可求得机构的位置约束方程为

ｌ２１＝（ａｃγｃβ－ａｃγｓβｓα＋ａｓγｃα－ｂ）
２＋

　　（ａｓγｃβ－ａｃαｃγ－ａｃαｓβｓγ＋ｂ）２＋

　　（－ａｓβ－ａｓαｃβ＋ｚ）２

ｌ２２＝（ａｃγｃβ＋ａｃγｓβｓα－ａｓγｃα－ｂ）
２＋

　　（ａｓγｃβ＋ａｃαｃγ＋ａｓαｓβｓγ－ｂ）２＋

　　（－ａｓβ＋ａｓαｃβ＋ｚ）２

ｌ２３＝（－ａｃγｃβ＋ａｃγｓβｓα－ａｓγｃα＋ｂ）
２＋

　　（－ａｓγｃβ＋ａｓαｓγ＋ａｓαｓβｓγ－ｂ）２＋

　　（ａｓβ＋ａｓαｃβ＋ｚ）２

ｌ２４＝（－ａｃγｃβ－ａｃγｓβｓα＋ａｓγｃα＋ｂ）
２＋

　　（－ａｓγｃβ－ａｃαｃγ－ａｓαｓβｓγ－ｂ）２＋

　　（ａｓβ－ａｓαｃβ＋ｚ）

























 ２

（８）

式中　ｌｉ———杆长
位置正解是已知结构参数 ａ、ｂ和４个输入杆长

（ｌ１，ｌ２，ｌ３，ｌ４），求解上平台的位姿（ｚ，α，β，γ）。位置
反解是已知结构参数 ａ、ｂ和上平台的位姿（ｚ，α，β，
γ），求解杆长 ｌｉ。
４．２　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构的速度分析

ＳＰＳ支链的移动副作为广义输入记为 ｌ＝
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［ｌ１ ｌ２ ｌ３ ｌ４］Ｔ；上 平 台 广 义 输 出 记 为 φ ＝

［ｚ α β γ］Ｔ；移动副的广义输入速度表示为 ｌ
·

＝

［ｌ
·

１ ｌ
·

２ ｌ
·

３ ｌ
·

４］
Ｔ
；上平台广义输出速度表示为

φ· ＝［ｚ· α· β
·

γ
·
］
Ｔ
。式（８）对时间 ｔ求导得

Ｌｌ
·

＝Ｊφ· （９）

其中 Ｌ＝

ｌ１ ０ ０ ０

０ ｌ２ ０ ０

０ ０ ｌ３ ０

０ ０ ０ ｌ













４

Ｊ＝

Ｊ１１ Ｊ１２ Ｊ１３ Ｊ１４
Ｊ２１ Ｊ２２ Ｊ２３ Ｊ２４
Ｊ３１ Ｊ３２ Ｊ３３ Ｊ３４
Ｊ４１ Ｊ４２ Ｊ４３ Ｊ















４４

矩阵 Ｊ中的元素 Ｊｉｊ（ｉ＝１，２，３，４；ｊ＝１，２，３，４）
均可对式（８）求一阶导数得出；因为Ｌ－１和Ｊ－１均为
满秩矩阵；所以 Ｌ和 Ｊ为非奇异矩阵，根据式（４）
可得

φ· ＝Ｊｌ
·

（１０）

ｌ
·

＝Ｊ－１φ· （１１）
其中 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵 Ｊ＝Ｊ－１Ｌ。通过式（１０）、（１１）可
以求得机构速度的正解和逆解。

图 ３　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构的奇异位形

Ｆｉｇ．３　Ｓｉｎｇｕｌａｒｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆ４ ＳＰＳ／ＣＵｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

４．３　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构的加速度分析
根据４２节，该机构移动副的广义输入加速度表

示为 ｌ
··

＝［ｌ
··

１ ｌ
··

２ ｌ
··

３ ｌ
··

４］
Ｔ
；上平台广义输出加速度

表示为φ··＝［ｚ·· α·· β
··

γ
··
］
Ｔ
。式（１０）对时间ｔ求导得

φ··＝Ｊｌ
··

＋Ｊ
·

ｌ
·

（１２）
因为 Ｊ－１为非奇异矩阵，则有

ｌ
··

＝Ｊ－１φ··＋Ｊ
·
－１φ· （１３）

通过式（１２）、（１３）可以求得机构加速度的正解和逆
解。

５　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构的奇异位形分析

目前常用的研究空间机构奇异位形的方法有：

Ｊａｃｏｂｉａｎ代数法［３］
和 Ｇｒａｓｓｍａｎｎ线几何法［１１］

，其中

以 Ｊａｃｏｂｉａｎ代数法最为常用，但是根据 ４２节中得
出的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵行列式的表达式太过复杂，不便
于分析，所以采用后一种方法对该机构的奇异位形

进行分析。

５１　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构输入的选取
机构的奇异位形和驱动输入的选择是密切相关

的，为了降低惯性的影响，提高负载能力，驱动副应

尽量靠近下平台，所以选择除恰约束支链外的 ４个
移动副作为驱动副；根据并联机构输入选取原

理
［１２］
，锁住４个驱动副后，若上平台的自由度为 ０，

则运动副输入选择合理。

机构在锁住 ４个驱动副后，每个驱动分支上增
加了一个沿该分支移动副方向的约束力线矢，这时

该机构在坐标系 ＯＸＹＺ中的约束螺旋系为
＄ｒ′１ ＝（Ｌ

ｒ
１，Ｍ

ｒ
１，Ｎ

ｒ
１；Ｐ

ｒ
１，Ｑ

ｒ
１，Ｒ

ｒ
１）

＄ｒ′２ ＝（Ｌ
ｒ
２，Ｍ

ｒ
２，Ｎ

ｒ
２；Ｐ

ｒ
２，Ｑ

ｒ
２，Ｒ

ｒ
２）

＄ｒ′３ ＝（Ｌ
ｒ
３，Ｍ

ｒ
３，Ｎ

ｒ
３；Ｐ

ｒ
３，Ｑ

ｒ
３，Ｒ

ｒ
３）

＄ｒ′４ ＝（Ｌ
ｒ
４，Ｍ

ｒ
４，Ｎ

ｒ
４；Ｐ

ｒ
４，Ｑ

ｒ
４，Ｒ

ｒ
４）

＄ｒ′５ ＝（１，０，０；０，０，０）

＄ｒ′６ ＝（０，１，０；０，０，０















）

（１４）

当该机构结构参数选择合理的情况下，式（１４）
中的６个约束力线矢是线性无关的，则有

ｒａｎｋ（Ｓ）＝６ （１５）
其中　Ｓ＝（＄ｒ′１，＄

ｒ′
２，＄

ｒ′
３，＄

ｒ′
４，＄

ｒ′
５，＄

ｒ′
６）

所以该机构上平台的自由度为零，即该机构无

奇异位形，运动输入的选择是合理的。

５２　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构奇异位形
锁住４个驱动副后对该机构约束螺旋系的线性

相关性进行了分析，得到了如图 ３所示的 ３种奇异
位形，并且根据 Ｇｒａｓｓｍａｎｎ线几何原理［１１］

对该 ３种
奇异位形一一进行说明。

如图３ａ，当约束螺旋 ＄ｒ′１、＄
ｒ′
２、＄

ｒ′
３、＄

ｒ′
４ 相互平

行时，可知空间相互平行的线矢量的最大线性无关

数为３，即约束螺旋 ＄ｒ′１、＄
ｒ′
２、＄

ｒ′
３、＄

ｒ′
４这 ４个线矢量

线性相关，所以 ｒａｎｋ（Ｓ）＜６，该机构的上平台的自

０１２ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１２年



由度不为零，此时该机构处于奇异位形。

如图 ３ｂ，当约束螺旋 ＄ｒ′１、＄
ｒ′
２、＄

ｒ′
３、＄

ｒ′
４ 汇交于

一点 Ｏ′时，可知空间共点的线矢量的最大线性无关
数为３，即约束螺旋 ＄ｒ′１、＄

ｒ′
２、＄

ｒ′
３、＄

ｒ′
４这 ４个线矢量

线性相关，所以 ｒａｎｋ（Ｓ）＜６，该机构的上平台的自
由度不为零，此时该机构处于奇异位形。

如图３ｃ，当约束螺旋 ＄ｒ′１、＄
ｒ′
４ 汇交于一点 Ｐ１４，

约束螺旋 ＄ｒ′２、＄
ｒ′
３汇交于一点 Ｐ２３，且点 Ｐ１４、Ｐ２３恰好

位于平面 Ａ１Ａ２Ｂ２Ｂ１与平面 Ａ４Ａ３Ｂ３Ｂ４的交线 Ｌ上，
可知汇交点在两面交线上的两平面汇交线束的最大

线性无关数为 ３，即约束螺旋 ＄ｒ′１、＄
ｒ′
２、＄

ｒ′
３、＄

ｒ′
４这 ４

个线矢量线性相关，所以 ｒａｎｋ（Ｓ）＜６，该机构的上
平台的自由度不为零，此时该机构处于奇异位形；同

理当约束螺旋 ＄ｒ′１、＄
ｒ′
２ 的交点与约束螺旋 ＄

ｒ′
３、＄

ｒ′
４

的交点同时位于平面 Ａ１Ａ４Ｂ４Ｂ１与平面 Ａ２Ａ３Ｂ３Ｂ２的
交线上时，同样会使 ｒａｎｋ（Ｓ）＜６，此时该机构处于
奇异位形。

由以上结论可以得出，该机构的 ３种奇异位形
都是特殊姿态，可以通过选择适当的结构参数与轨

迹规划避开其奇异位形；也就是说，该机构具有良好

的传递运动和动力的能力。

６　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构工作空间分析

并联机构的工作空间是指末端操作器所能达到

的工作区域；工作空间的大小和形状决定了并联机

构的活动空间，它是衡量并联机构性能的重要指标

之一。

因为并联机构中位置和姿态强耦合的关系，

所以自由度大于 ３的并联机构的工作空间很难
在三维直角坐标系中描述，为了实现上平台位姿

能力的可视化，需要将位置空间或姿态空间进行

降维处理。即给定一个位置或位置范围，分析姿

态工作空间；或者给定一个姿态或姿态范围，分

析位置工作空间。下面将分别使用两种方法进

行讨论。

另外，除了位置方程对并联机构工作空间的约

束以外，如杆长限制、关节转角限制、连杆之间的相

互干涉，都会对其工作空间产生影响。

根据４１节的分析可知，机构上平台的广义位
置坐标可表示为

φ＝（ｚ，α，β，γ）
其中 ｚ、α、β、γ为上平台坐标系 Ｐｘｙｚ相对于坐标系
ＯＸＹＺ的位移和转角。驱动支链 ｌｉ（ｉ＝１，２，３，４）单
位向量分别表示为 δ１、δ２、δ３、δ４，恰约束从动支链的
杆长ｌ５，它的单位向量表示为δ５，上下平台的姿态向
量为 δｎ１、δｎ２，它们的具体方位如图４所示。

图 ４　４ ＳＰＳ／ＣＵ关节的转角约束

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｒｎｅｒｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｏｆ４ ＳＰＳ／ＣＵｊｏｉｎｔ
　
（１）杆长限制
驱动支链杆长约束条件

ｌｍｉｎ≤ｌｉ≤ｌｍａｘ　（ｉ＝１，２，３，４） （１６）
式中　ｌｍｉｎ———驱动支链最小限制杆长

ｌｍａｘ———驱动支链最大限制杆长
恰约束从动支链杆长约束条件

ｌ５ｍｉｎ≤ｌ５≤ｌ５ｍａｘ （１７）
式中　ｌ５ｍｉｎ———恰约束从动支链最小限制杆长

ｌ５ｍａｘ———恰约束从动支链最大限制杆长
（２）关节转角限制

与上平台相连的球铰限制条件

θｐｉ＝ａｒｃｃｏｓ
－δｉ·（

Ｏ
ＰＲδｎ１）

｜δｉ｜｜δｎ１｜
≤θｉｍａｘ　（ｉ＝１，２，３，４）

（１８）

其中

Ｏ
ＰＲ＝

ｃβｃγ ｃγｓβｓα－ｓγｃα ｃγｓβｃα＋ｓγｓα
ｃβｓγ ｓαｓβｓγ＋ｃγｃα ｓγｓβｃα－ｃγｓα
－ｓβ ｃβｓα ｃβｃ









α

δｎ１＝（０，０，－１）
式中　θｉｍａｘ———球铰的最大转角

δｉ可以通过４１节中式（８）求出。

与下平台相连的球铰限制条件

θｓｉ＝ａｒｃｃｏｓ
δｉ·δｎ２
｜δｉ｜｜δｎ２｜

≤θｉｍａｘ　（ｉ＝１，２，３，４）

（１９）
其中 δｎ２＝（０，０，１）

与上平台相连的万向铰限制条件

θｕ＝ａｒｃｃｏｓ
－δ５·（

Ｏ
ＰＲδｎ１）

｜δ５｜｜δｎ１｜
≤θｍａｘ （２０）

其中 δ５＝（０，０，ｚ）
式中　θｍａｘ———万向铰的最大转角

与下平台相连的圆柱副限制条件

θ５＝ａｒｃｃｏｓ
δ５·δｎ２
｜δ５｜｜δｎ２｜

＝ａｒｃｃｏｓ１＝３６０° （２１）

式（２１）说明圆柱副的转角没有限制。
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（３）连杆之间的相互干涉
Ｄｍｉｎ≤Ｄｉ≤Ｄｍａｘ　（ｉ＝１，２，３，４，５） （２２）

式中　Ｄｉ———各连杆的直径
Ｄｍｉｎ———连杆的最小限制直径
Ｄｍａｘ———连杆的最大限制直径

对于所研究的４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构，由于其杆
件较少且分布较分散，在上平台与下平台的边长选

择适当以及连杆的半径选择适当的情况下，就不会

发生连杆之间的相互干涉。

在满足式（１６）～（２２）的同时，联立该并联机构
的位置约束方程（８）构成工作空间的约束条件，把
满足该约束条件的所有的点都记录下来，那么由这些

点所组成的体积就构成了该并联机构的工作空间。

机构的结构参数如下：ａ＝０１ｍ，ｂ＝０２ｍ；分
别取：ｌｍｉｎ＝０１ｍ，ｌｍａｘ＝０４ｍ，ｌ５ｍｉｎ＝００８ｍ，ｌ５ｍａｘ＝
０３ｍ；θｉｍａｘ＝９０°，θｍａｘ＝９０°；Ｄｍｉｎ＝０００８ｍ，Ｄｍａｘ＝
００１ｍ。

当姿态角 α＝β＝γ＝０时，该并联机构的位置
工作空间为一条与 ｚ轴重合的连续的线段，研究它
没有意义；当位置 ｚ＝０１ｍ时，该并联机构的姿态
工作空间如图５所示。

由图 ５可知，αｍａｘ＝４８°，βｍａｘ＝４８°，γｍａｘ＝６５°。
说明该机构具有相对较大的姿态工作空间，适合应

　　

图 ５　４ ＳＰＳ／ＣＵ并联机构姿态工作空间

Ｆｉｇ．５　Ａｔｔｉｔｕｄｅｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆ４ ＳＰＳ／ＣＵ

ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
用在工作空间要求较大的工作场合。

７　结论

（１）提出了一种具有 ３个转动 １个移动的并联
机构，阐述了其型综合过程，分析了机构各支链具有

的自由度，利用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式计算
得到的上平台自由度为４，与支链分析结果吻合。

（２）以４个驱动杆杆长作为输入，建立机构位
置方程，通过对位置方程的一阶微分与二阶微分给

出了分析该机构速度与加速度的方法，分析了奇异

位形与工作空间，为该机构在实际中的应用提供了

理论基础。
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早收敛，增强了算法全局寻优的能力。

（３）以某企业的几种产品协同制造加工为例，
进行了仿真实验，并与其他的算法进行了对比，仿真

结果表明该算法求出的 Ｐａｒｅｔｏ非劣解集数量多于
ＧＡ和 ＩＧＡ，从而验证了该算法的有效性和可行性。
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