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基于分形理论的结合面改进接触模型
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　　【摘要】　提出了一种基于分形理论的结合面改进接触模型，并通过对所建模型的仿真，直观地揭示了结合面

法向接触刚度与结合面法向载荷、结合面分形维数 Ｄ、结合面分形特征尺度参数 Ｇ之间复杂的非线性关系。仿真

结果表明，法向接触刚度随着法向载荷增大而增大，随着 Ｇ的增大而减小，随着 Ｄ的变化规律比较复杂，同时表明

该模型可以用于结合面法向接触载荷和法向接触刚度的分析与计算。
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　　引言

结合面问题从本质上来说是粗糙表面的接触问

题。由于结合面的存在，从而使机械结构不再具有

连续性，导致了问题的复杂性
［１］
。长期以来，人们

从理论上对此进行了大量的研究工作，如经典 ＧＷ
模型

［２］
、ＷＡ模型［３］

，后期的 ＭＢ模型［４］
等。关于结

合面法向接触刚度的模型，文献［５～７］进行了一系
列的研究。本文通过引用文献［７］中单个微凸体法
向接触刚度的理论计算模型，与文献［８～９］提出的
引入了微接触截面积为 ａ′的接触点大小分布函数
ｎ（ａ′）相结合，提出一种基于分形理论的结合面法
向接触载荷和接触刚度的理论模型，并通过仿真揭

示各相关参数对其的影响规律。

１　结合面理论

１１　表面建模

前 期 研 究
［１０］

已 经 表 明， Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ
Ｍａｎｄｅｌｌｂｒｏｔ函数（简称 Ｗ Ｍ函数）可满足粗糙表
面侧面轮廓曲线的所有数学特征，其表达式为

ｚ（ｘ）＝ (Ｌ Ｇ )Ｌ
Ｄ－１

（ｌｎγ）１／２·

∑
ｎｍａｘ

ｎ＝０
γ（Ｄ－２） [ｎ ｃｏｓ１ｎ (－ｃｏｓ２πγ

ｎｘ
Ｌ
－１ ) ]ｎ

（１＜Ｄ＜２，γ＞１） （１）
式中　ｚ（ｘ）———轮廓高度 ｘ———轮廓位移坐标



Ｄ———轮廓分形维数，定量反映出表面轮廓
在所有尺度上的不规则性和复杂程度

γ———大于１的常数，对于服从正态分布的随
机表面，γ＝１５较符合高频谱密度和
相位随机的情况

γｎ———随机轮廓的空间频率
ｎ———连续整数　　Ｌ———分形试样长度
１ｎ———随机相位
Ｇ———取决于频率的分形粗糙度参数，反映

ｚ（ｘ）大小的特征尺度系数，Ｇ值越大，
表面越粗糙

Ｗ Ｍ函数的功率谱为

Ｐ（ω）＝Ｇ
２（Ｄ－１）

２ｌｎγ
１
ω５－２Ｄ

（２）

式中　ω———空间频率
轮廓标准差 σ可以由一系列关于 Ｇ和 Ｄ的函

数来表示，即

σ２＝∫
ωｈ

ωｌ

Ｐ（ω）ｄω＝Ｇ
２（Ｄ－１）

２ｌｎγ
１

４－２Ｄ
１
ω４－２Ｄｌ

＝

Ｇ２（Ｄ－１）

２ｌｎγ
１

４－２Ｄ
Ｌ４－２Ｄ

其中 Ｌ＝１／ωｌ，由此可以得到 σ取决于试样长度 Ｌ。

１２　结合面建模

结合面实质上是由两个粗糙表面组成的，可以

将其简化为一个粗糙表面与一个刚性平面的接触问

题，微凸体和刚性表面接触示意图如图 １所示。当
结合面接触时，粗糙表面真实结合面积仅占名义接

触面积的一小部分。实际工程中，测量真实接触面

积的方法有光全发射、声显微镜技术等
［１１～１３］

方法。

因此可以形象化地把表面的接触看作是微凸体的接

触，当表面受到挤压，微凸体将发生弹性或者塑性变

形。

结合面的复合弹性模量可以表示为

１
Ｅ
＝
１－ν２１
Ｅ１

＋
１－ν２２
Ｅ２

式中　Ｅ———两接触材料的复合弹性模量
Ｅ１、Ｅ２———两接触材料的弹性模量
ν１、ν２———较软和较硬材料的泊松比

模型中假定结合面微凸体变形发生在球体微凸

体表面上，同时微凸体之间相互作用可以忽略不计。

基于这些假设，结合面微凸体的平均压力、真实接触

面积、总接触负载和总真实接触面积可以通过系列

计算获得。

对于微凸体发生弹性和塑性变形的情况，结合

面法向载荷 Ｆ、圆形接触面积 ａ和截断面积 ａ′可以
表示为

［７］

图 １　微凸体与刚性平面微接触示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａｍｉｃｒｏｃｏｎｔａｃｔｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ

ｂｅｔｗｅｅｎａｎａｓｐｅｒｉｔｙｏｆｃｏｍｐｏｓｉｔｅｒｏｕｇｈｓｕｒｆａｃｅ

ａｎｄｔｈｅｏｐｐｏｓｉｎｇｒｉｇｉｄｐｌａｎｅ
　

Ｆｅ＝
２
９－２Ｄ
２

３π
３－Ｄ
２

（ｌｎγ）
１
２ＧＤ－１Ｅａ′

３－Ｄ
２ （３）

ａｅ＝
ａ′
２

（４）

Ｆｐ＝ＫＹａ′ （５）
ａｐ＝ａ′ （６）

式中下标 ｅ和 ｐ分别表示发生弹性和塑性变形。Ｋ
为较软材料的硬度 Ｈ与其屈服强度 Ｙ的比值，Ｋ通
常取为２８。临界截断面积 ａ′ｃ用以划分弹性变形和

塑性变形，可表达为
［７］

ａ′ｃ [＝ ２７－２ＤπＤ－１ｂ－１Ｇ２Ｄ (－２ Ｅ )ＫＹ

２

ｌｎ ]γ
１
Ｄ－１

（７）

其中 ｂ (＝ πｑ)２
２

　ｑ＝０４５４＋０４１ν１

在机械结合面分形表面分析中，微凸体的弹性

变形和塑性变形两种变形阶段要同时考虑。在ａ′≤
ａ′ｃ和 ａ′＞ａｃ时，微凸体分别发生塑性和弹性变形。

为了能够更准确地得到最大接触点的实际接触

面积 ａｌ与粗糙表面的真实接触面积 Ａｒ之比 ａｌ／Ａｒ，
文献［８～９］引入了微接触大小分布的域扩展因子
ψ，微接触截面积分布函数为

ｎ（ａ′）＝Ｄ
２ψ

２－Ｄ
２ ａ′ｌ

Ｄ
２ａ′

－Ｄ＋２２ 　（０＜ａ′≤ａ′ｌ） （８）

式中　ａ′ｌ———最大微接触截面积
ψ———扩展系数

ψ通过二分法得到

ψ
２－Ｄ
２ (－ １＋ψ

－Ｄ )２
－２－ＤＤ

２－Ｄ
Ｄ

＝１　（ψ＞１）

结合面总负载 Ｆ和真实接触面面积 Ａｒ通过积
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分得到
［１０］

Ｆ＝∫
ａ′ｃ

ａ′ｓ

Ｆｐ（ａ′）ｎ（ａ′）ｄａ′＋∫
ａ′ｌ

ａ′ｃ

Ｆｅ（ａ′）ｎ（ａ′）ｄａ′

（９）

　　Ａｒ＝∫
ａ′ｃ

ａ′ｓ

ｎ（ａ′）ａ′ｄａ′＋１
２∫

ａ′ｌ

ａ′ｃ

ｎ（ａ′）ａ′ｄａ′ （１０）

式中　ａ′ｓ———微接触最小截面积

２　改进结合面分形模型

２１　结合面单个微凸体接触刚度
微凸体变形量 δ由 Ｗ Ｍ分形函数决定，取决

于余弦函数的波峰和波谷的幅值，因此可得
［７］

δ＝２ＧＤ－１（ｌｎγ）
１
２（２ｒ′）２－Ｄ （１１）

微凸体曲率半径 Ｒ可表示为 Ｒ２＝（Ｒ－δ）２＋ｒ′２，根
据变形前微凸体的几何形状，考虑到 Ｒδ，则有
ｒ′２＝２Ｒδ，同时微凸体截断面积 ａ′＝πｒ′２，将其代入
式（１１），则有［７］

Ｒ＝ ａ′
Ｄ
２

２４－Ｄπ
Ｄ
２ＧＤ－１（ｌｎγ）

１
２

（１２）

根据 Ｈｅｒｔｚ理论，法向弹性力 Ｆｅ在结合面中表
示为

Ｆｅ（δ）＝
４Ｅｒ３

３Ｒ
（１３）

其中 ｒ为真实接触面积的半径，通过 ａ＝πｒ２得
到，对于圆形的弹性结合面，ａ′＝２ａ。结合面单个微
凸体的法向接触刚度 ｋｎ可表示为

ｋｎ＝
ｄＦ
ｄδ

（１４）

因此

Ｆｅ（δ）＝
４
３
Ｅ ×２

５
２－Ｄπ

Ｄ－３
２ ＧＤ－１（ｌｎγ）

１
２ａ′

３－Ｄ
２

（１５）
通过式（１１）、（１４）及（１５）之间的关系，可以得

到结合面单个微凸体的法向接触刚度

ｋｎ＝
４Ｅ

３ ２槡
(
π
３－Ｄ
２－ )Ｄ ａ′

１
２ （１６）

２２　结合面整体法向接触刚度
机械结合面的法向总刚度 Ｋｎ可以表示为

Ｋｎ＝∫
ａ′ｌ

ａ′ｃ

ｋｎｎ（ａ′）ｄａ′ （１７）

将式（８）与式（１６）代入式（１７）中，得到

Ｋｎ＝∫
ａ′ｌ

ａ′ｃ

４Ｅ

３ ２槡
(
π
３－Ｄ
２－ )Ｄ ａ′

１
２Ｄ
２ψ

２－Ｄ
２ａ′ｌ

Ｄ
２ａ′

－Ｄ＋２２ ｄａ′＝

　 ４ＥＤ（３－Ｄ）
３ ２槡π（２－Ｄ）（１－Ｄ）

ψ
２－Ｄ
２ ａ′ｌ

Ｄ
２（ａ′ｌ

１－Ｄ
２ －ａ′ｃ

１－Ｄ
２） （１８）

根据接触点的实际接触面积 ａ与其截面积 ａ′

之间的关系

ａ′＝２ａ （１９）

有 ａ′ｌ＝２ａｌ （２０）

ａ′ｃ＝２ａｃ （２１）

将式（２０）、（２１）代入式（１８）得

Ｋｎ＝
４ＥＤ（３－Ｄ）

３槡π（２－Ｄ）（１－Ｄ）
ψ
２－Ｄ
２ ａ

Ｄ
２ (ｌ ａ

１－Ｄ
２
ｌ －ａ

１－Ｄ
２ )ｃ

（２２）

结合面法向总载荷 Ｐ与结合面真实接触面积

之间的关系为

Ｐ＝２
９－２Ｄ
２

３π
３－Ｄ
２

（ｌｎγ）
１
２ＧＤ－１Ｅ∫

ａ′ｌ

ａ′ｃ

ｎ（ａ′）ａ′
３－Ｄ
２ ｄａ′＋

ＫＹ∫
ａ′ｃ

０
ｎ（ａ′）ａ′ｄａ′ （２３）

当１＜Ｄ＜２且 Ｄ≠１５时

Ｐ＝２
９－２Ｄ
２ ＤＧＤ－１Ｅ（ｌｎγ）

１
２ψ

２－Ｄ
２

３π
３－Ｄ
２ （３－２Ｄ）

ａ′ｌ

(

·

ａ′ｌ
３－２Ｄ
２ －ａ′ｃ

３－２Ｄ )２ ＋ＫＹＤψ
２－Ｄ
２

２－Ｄ
ａ′ｌ
Ｄ
２ａ′ｃ

２－Ｄ
２ ＝

２
１２－３Ｄ
２ ＤＧＤ－１Ｅ（ｌｎγ）

１
２ψ

２－Ｄ
２

３π
３－Ｄ
２ （３－２Ｄ）

ａ
Ｄ
２ (ｌ ａ

３－２Ｄ
２

ｌ －ａ
３－２Ｄ
２ )ｃ ＋

２ＫＹＤψ
２－Ｄ
２

２－Ｄ
ａ
Ｄ
２
ｌａ

２－Ｄ
２
ｃ （２４）

当 Ｄ＝１５时

Ｐ＝２π
－３４Ｇ

１
２Ｅ（ｌｎγ）

１
２ψ

１
４ａ′ｌ

３
４ｌｎ
ａ′ｌ
ａ′ｃ
＋３ＫＹψ

１
４ａ′ｌ

３
４ａ′ｃ

１
４ ＝

２
７
４π

－３４Ｇ
１
２Ｅψ

１
４（ｌｎγ）

１
２ａ

３
４
ｌｌｎ
ａｌ
ａｃ
＋６ＫＹψ

１
４ａ

３
４
ｌａ

１
４
ｃ

（２５）

将式（２２）、（２４）和（２５）无量纲化，得

Ｋｎ ＝
４
３槡π

ｇ１（Ｄ）
(ψ
２－Ｄ)２

２

Ａ
Ｄ
２

ｒ

[ (

·

２－Ｄ)Ｄ

１－Ｄ
２

ψ
－Ｄ２＋３Ｄ－２

４ Ａ
１－Ｄ
２

ｒ －ａ
１－Ｄ
２ ]ｃ （２６）

当 Ｄ≠１５时，结合面无量纲法向总载荷为

Ｐ ＝Ｇ
（Ｄ－１）（ｌｎγ）

１
２

３π
３－Ｄ
２

ｇ２（Ｄ）
(ψ
２－Ｄ)２

２

Ａ
Ｄ
２

ｒ

[

·

ψ
－２Ｄ２＋７Ｄ－６ (４ ２－Ｄ)Ｄ

３－２Ｄ
２

Ａ
３－２Ｄ
２

ｒ －ａ
３－２Ｄ
２ ]ｃ ＋

２Ｋφｇ３（Ｄ）
(ψ
２－Ｄ)２

２

Ａ
Ｄ
２

ｒ ａ
２－Ｄ２
ｃ （２７）

当 Ｄ＝１５时，结合面无量纲法向总载荷为
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Ｐ ＝２
７
４π

－３４Ｇ
１
２（ｌｎγ）

１
２ψ

１ (１６
Ａｒ )３

３
４

·

(ｌｎ Ａｒ

３
３
４ψ

３
１６ａ

)
ｃ

＋６Ｋφψ
１ (１６
Ａｒ )３

３
４

ａ
１
４

ｃ （２８）

ａ′ｃ [＝ ２７－２ＤπＤ－１ｂ－１Ｇ２Ｄ (－２ Ｅ )ＫＹ

２

ｌｎ ]γ
１
Ｄ－１

＝２ａｃ

ａｃ ＝ [１２ ２７－２ＤπＤ－１ｂ－１Ｇ（２Ｄ－２ (） １
Ｋ )φ

２

ｌｎ ]γ
１
Ｄ－１

图 ２　Ｋｎ 随 Ｐ
的变化规律（Ｋ＝２８，φ＝１０，Ｇ ＝１０×１０－１０）

Ｆｉｇ．２　ＣｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｓｏｆＫｎ ｗｉｔｈＰ


（ａ）Ｄ＝１．１　（ｂ）Ｄ＝１．２　（ｃ）Ｄ＝１．３　（ｄ）Ｄ＝１．４　（ｅ）Ｄ＝１．５　（ｆ）Ｄ＝１．６　（ｇ）Ｄ＝１．７　（ｈ）Ｄ＝１．８

其中 Ｋｎ ＝
Ｋｎ

Ｅ Ａ槡 ａ

　Ａｒ ＝
Ａｒ
Ａａ
　φ＝Ｙ

Ｅ

ａｃ ＝
ａｃ
Ａａ
　Ｇ ＝ Ｇ

Ａ槡 ａ

　ａ′ｌ＝２ａｌ＝
２（２－Ｄ）
Ｄ ψ

－２－Ｄ２ Ａｒ

ｇ１（Ｄ）＝
３－Ｄ
１－ (Ｄ Ｄ

２－ )Ｄ
２－Ｄ
２

ｇ２（Ｄ）＝
２
１２－３Ｄ
２ Ｄ

２－Ｄ
２ （２－Ｄ）

Ｄ
２

３－２Ｄ

ｇ３（Ｄ） (＝ Ｄ
２－ )Ｄ

２－Ｄ
２

式（２６）、（２７）和（２８）不同于文献［５～７］中的
结合面法向接触载荷和法向接触刚度的模型。由于

Ｋｎ 和 Ｐ
是 Ａｒ 的函数，故式（２６）、（２７）和（２８）就

建立了 Ｋｎ 与 Ｐ
之间复杂的非线性关系。

３　结合面分形模型仿真

由式（２６）、（２７）和（２８）可知，给定一固定的无
量纲真实接触面积 Ａｒ，便可计算得到无量纲法向总

载荷 Ｐ 和无量纲法向接触刚度 Ｋｎ。根据文

献［１４］，给定 φ分别为 １０、０１和 ００１，Ｇ分别为
１０－９、１０－１０和１０－１１，Ｄ分别取１１～１９，仿真计算结
果如图２～７所示。
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图 ３　Ｄ对 Ｋｎ 的影响曲线（Ｋ＝２８，φ＝１０，Ｇ
 ＝１０×１０－１０）

Ｆｉｇ．３　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆＤｗｉｔｈＫｎ

图 ４　Ｄ对 Ｋｎ 的影响曲线 （Ｋ＝２８，φ＝０１，Ｇ
 ＝１０×１０－１０）

Ｆｉｇ．４　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆＤｗｉｔｈＫｎ
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图 ５　Ｄ对 Ｋｎ 的影响曲线（Ｋ＝２８，φ＝００１，Ｇ
 ＝１０×１０－１０）

Ｆｉｇ．５　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆＤｗｉｔｈＫｎ
　

图 ６　Ｇ对 Ｋｎ 的影响曲线

Ｆｉｇ．６　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆＧ ｗｉｔｈＫｎ
（ａ）Ｋ＝２８，φ＝１０，Ｄ＝１１　（ｂ）Ｋ＝２８，φ＝１０，Ｄ＝１３　（ｃ）Ｋ＝２８，φ＝１０，Ｄ＝１７　（ｄ）Ｋ＝２８，φ＝１０，Ｄ＝１８
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图７　φ对 Ｋｎ 的影响曲线（Ｋ＝２８，Ｇ
 ＝１×１０－１０，Ｄ＝１７）

Ｆｉｇ．７　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆφｗｉｔｈＫｎ
　　　由仿真计算结果可见：
（１）结合面无量纲法向接触刚度 Ｋｎ 随着无量

纲法向总载荷 Ｐ的增大而增大，即法向载荷增大
时，结合面的法向接触刚度也随着增大，如图 ２所
示。分形维数 Ｄ在 １１～１４范围内，Ｋｎ 与 Ｐ

非

线性关系很明显或很强，如图 ２ａ～２ｄ；Ｄ＞１４时，
Ｋｎ 与 Ｐ

线性关系越来越明显，如图 ２ｅ～２ｈ。总
之，随着法向载荷的增大，结合面的实际弹性接触面

积增大，增大法向载荷有利于提高结合面的法向接

触刚度。这与文献［６］分析结果基本一致。
（２）当 φ＝０１、φ＝００１时，Ｄ在 １１～１９范

围内，结合面无量纲法向接触刚度 Ｋｎ 随着分形维
数 Ｄ的增大而增大，如图 ４ａ～４ｄ、图 ５ａ～５ｄ所示。
但当 φ＝１０时，情况稍微有点复杂，１１＜Ｄ＜１４
时，结合面无量纲法向接触刚度 Ｋｎ 随着分形维数
　　

Ｄ的增大而增大，如图 ３ａ所示；Ｄ＞１７时，结合面
无量纲法向接触刚度 Ｋｎ 随着分形维数 Ｄ的增大而
减小，如图３ｄ所示；Ｄ＝１５时，结合面无量纲法向
接触刚度大于 Ｄ＝１６时的接触刚度，如图 ３ｂ～３ｃ
所示。这与文献［６］分析结果稍有不同。

（３）结合面无量纲法向接触刚度 Ｋｎ 随着结合

面无量纲分形特征长度尺度参数Ｇ的增大而减小，
如图６所示。Ｇ增大意味着表面粗糙度增大［１５］

，

同时结合面间弹性接触的百分比却降低
［４，１５］

，因此

降低结合面的粗糙度有利于提高结合面的法向接触

刚度。

（４）结合面无量纲法向接触刚度 Ｋｎ 随着 φ的
增大而增大，如图７所示。

４　结论

（１）提出一种改进的结合面法向接触刚度、接
触载荷的分形模型。

（２）表示出无量纲法向接触刚度 Ｋｎ 与无量纲

法向总载荷 Ｐ之间非线性隐函数关系。
（３）结合面法向接触刚度随着法向总载荷的增

大而增大，随着分形特征长度尺度参数的增大而减

小；而随着分形维数的变化情况则比较复杂。

（４）仿真证明该模型是可信的，可以用来进行
结合面法向接触刚度和法向接触载荷的分析与计

算。
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