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３ ＲＰＳ并联机构正解快速数值算法

韩方元　赵丁选　李天宇
（吉林大学机械科学与工程学院，长春 １３００２５）

　　【摘要】　提出了一种求解３ ＲＰＳ并联机构正解的快速数值解法。利用３ ＲＰＳ型并联机构的结构特征，首先

计算出一组位姿坐标作为迭代初值，然后通过逆解求出上平台各个铰支点的坐标，并对其进行修正，得到一组新的

位姿坐标。如此反复迭代，最终得到精确解。新算法物理模型清晰，计算公式简单。由于不需要计算雅可比矩阵

及其逆阵，所以计算工作量较小。在相同的计算环境下，达到相同的精度，新算法计算速度是现有算法的１５倍，因

而适于实时控制。
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　　引言

在实时控制计算中，３ ＲＰＳ型并联机构多运用

数值算法求正解。主要有两大类数值求解方法：使

用 Ｎｅｗｔｏｎ法或 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ法来求其正解［１～４］
，

这一类算法，每次迭代都要计算雅可比矩阵及其逆

阵，需要较大的计算工作量；另一类不使用雅可比矩

阵求其正解
［５～７］

，但算法比较复杂，计算精度有时不

能达到要求。本文在深入分析 ３ ＲＰＳ型并联机构
结构特征的基础上，提出适合于 ３ ＲＰＳ型并联机
构实时控制的一种正解快速数值算法。

１　问题描述及现有的反解和正解算法

１１　问题描述
本文研究对象（图 １）是 ３ ＲＰＳ型并联机构。

该机构由基础平台、上平台及连接它们的 ３个支链
构成。支链由转动副、移动副和球副组成。移动副

是主动副，其余运动副是被动副。上平台与支链由

球铰连接，基础平台与支链由转动副连接。上平台

和基础平台的铰点处于等边三角形顶点上。各转动

副的中心线在基础平台平面内，并且垂直于转动副

中心与基础平台正三角形中心的连线。



图 １　３自由度并联机构示意图
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动坐标系的建立：以中立位置时上平台的中心

点作为坐标原点建立右手坐标系，ＸＯ′Ｙ平面平行于
水平面，Ｘ轴正方向向右，并通过一个球铰的中心。

基础坐标系的建立：以基础平台的中心作为坐

标原点建立右手坐标系，ｘＯｙ平面平行于水平面，取
ｘ轴正方向向右并过基础平台三角形的一个顶点。

设基础平台铰支点中心所在圆的半径为 Ｒｂ，上
平台铰支点中心所在圆的半径为 Ｒｕ，基础平台相邻
两铰支点中心之间的距离为 ａｂ，上平台相邻两铰支
点中心之间的距离为 ａｕ，３个支链的长度分别为 ｒ１、
ｒ２、ｒ３，３个支链与基础平台平面之间的夹角分别是

１、２、３。
设上平台绕 Ｘ、Ｙ、Ｚ轴的转动角分别为 、θ、ψ

（其中 ψ＝０），沿 Ｘ、Ｙ、Ｚ轴的平移量分别为 ｕ、ｖ、ｗ
（其中 ｕ＝０，ｖ＝０）。该机构具有 ３个自由度（、θ、
ｗ）。当 ｕ＝０、ｖ＝０、ｗ＝０时是中立位置。上平台 ３
个球铰中心是 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３；在基础平台上，３个转动副
的安装位置中心是 Ｑ１、Ｑ２、Ｑ３。
１２　现有反解算法的显式解

在基础坐标系下，上平台上任一点的坐标可以

经过坐标变换得到

　Ｐ′ｉ＝Ｒ（ｘ，）Ｒ（ｙ，θ）Ｐｉ＋Ｐｚ　 （ｉ＝１，２，３） （１）

其中 Ｒ（ｘ，）＝
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整理后得到 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３在基础坐标系下的坐标：

Ｐ″ (１ －
Ｒｕ（Ｃ 槡＋３Ｄ）ｃｏｓ

２ Ｃ２＋Ｄ槡
２
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２ Ｃ２＋Ｄ槡
２

，

１
２
Ｒｕ （ ｃｏｓｓｉｎθ 槡－ ３ｓｉｎ） ＋ ｗ ）；

Ｐ″(２ Ｒｕ［Ｃ（３ｃｏｓθ－ｃｏｓ）＋３Ｄ
２
］

２ Ｃ２＋Ｄ槡
２

，０，－Ｒｕｃｏｓｓｉｎθ＋

ｗ）；Ｐ″(３ －
Ｒｕ（Ｃ 槡－３Ｄ）ｃｏｓ

２ Ｃ２＋Ｄ槡
２
，
槡３Ｒｕ（Ｃ 槡－３Ｄ）ｃｏｓ
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１
２
Ｒｕ（ｃｏｓｓｉｎθ 槡＋３ｓｉｎ）＋ )ｗ 。

式中 Ｃ＝ｃｏｓθ＋ｃｏｓ，Ｄ＝ｓｉｎθｓｉｎ。于是可求得各
支链的长度

ｒｉ＝ （Ｐ″ｉｘ－Ｑｉｘ）
２＋（Ｐ″ｉｙ－Ｑｉｙ）

２＋（Ｐ″ｉｚ－Ｑｉｚ）槡
２

（ｉ＝１，２，３） （２）
１３　现有的正解算法———桥本算法简述

桥本等人提出的正解算法
［３］
（下称桥本算法）

是根据各支链的长度 ｒ１、ｒ２、ｒ３和 １、２、３等，求得
Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３的坐标。然后将约束条件

｜Ｐ１Ｐ２｜
２＝｜Ｐ２Ｐ３｜

２＝｜Ｐ３Ｐ１｜
２＝ａ２ｕ （３）

展开可得３个关系式。例如展开｜Ｐ１Ｐ２｜得

ｒ２１＋ｒ１ｒ２ｃｏｓ１ｃｏｓ２＋ｒ
２
２－２ｒ１ｒ２ｓｉｎ１ｓｉｎ２＋

ａ２ｂ－ａ
２
ｕ 槡－３ａｂ（ｒ１ｃｏｓ１＋ｒ２ｃｏｓ２）＝０ （４）

桥本算法就是用 Ｎｅｗｔｏｎ法，将满足这 ３个公式
的 １、２、３解出。桥本等的论文没有涉及到 、θ、
ｗ的算法，但已知 １、２、３很容易解出 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３点
的坐标，从而不难算出 、θ、ｗ。

２　正解快速数值算法

２１　基本原理
在图１中，３个支链与 Ｚ轴形成 ３个平面，３个

平面间的夹角是 １２０°。平面内有 ３个四边形
Ｐ１Ｑ１ＯＯ′、Ｐ２Ｑ２ＯＯ′和 Ｐ３Ｑ３ＯＯ′（图 ２）。这 ３个四边
形有一个公用边 ＯＯ′，如果知道或假定一个 ＯＯ′长
度，就可以解这个四边形。当 ＯＯ′长度与实际的上
下平台中心点距离相同时，Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３就是上平台
３个球铰的真实位置。因此，选取 ＯＯ′长度作为迭
代变量，记为 ｗ。以某一个 ｗ值作为初值，逐次迭
代、修正，逼近 ｗ真值和 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３的真实位置。
２２　初值的选取

在四边形 ＰｉＱｉＯＯ′（ｉ＝１，２，３）中（图 ２），假设

ＰｉＯ′垂直于 Ｚ轴，ＰｉＯ′长度等于 Ｒｕ。解这 ３个四边
形，求出 Ｐｉ的 Ｚ坐标

ＰｉＺ＝ ｒ２ｉ－（Ｒｂ－Ｒｕ）槡
２　（ｉ＝１，２，３） （５）

由 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３确定一个平面，该平面与 Ｚ轴交点
的 Ｚ坐标是
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图 ２　四边形 ＰｉＱｉＯＯ′示意图
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以 ｗ０为基础，重新解 ３个四边形 ＰｉＱｉＯＯ′（ｉ＝
１，２，３），求出新的 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３的 ｚ坐标，然后根据并
联机构的结构特征，计算 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３的 ｘ坐标和 ｙ坐
标。从而得
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ｗ０
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由 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３的新坐标求出 Ｐ１Ｐ２Ｐ３平面的法线、
Ｐ１Ｐ２Ｐ３平面与 Ｚ轴交点，进而求得机构此时的近似
姿态 ０、θ０、ｗ０。过程如下：设 Ｓ＝（ＳＸ，ＳＹ，ＳＺ）为上
平台平面法线矢量（方向向上），知：Ｓ＝ｌ

Ｐ１Ｐ３
×ｌ

Ｐ１Ｐ２
，

由空间解析几何知识可得到

０ (＝－ａｒｃｔａｎ
ＳＹ
Ｓ２Ｘ＋Ｓ

２

槡
)

Ｚ
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ＳＸ
Ｓ )
Ｚ
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３
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






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

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２３　迭代计算过程
由利用初值得到的近似姿态 ０、θ０、ｗ０用运动

学逆解方程求出该姿态下的 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３坐标。新的
Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３坐标不一定是真实的上平台球铰中心位置
坐标。即 ＰｉＱｉ不 一 定 等 于 ｒｉ，为 此 加 以 修 正
（图１、２）。对 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３的 ｚ坐标修正

Ｐ′ｉｚ＝ｒｉｓｉｎφｉ　（ｉ＝１，２，３） （８）

其中　ｓｉｎφｉ＝
Ｐｉｚ

（Ｐｉｘ－Ｑｉｘ）
２＋（Ｐｉｙ－Ｑｉｙ）

２＋Ｐ２槡 ｉｚ

φｉ为∠ＰｉＱｉＯ。
调整后，ＰｉＱｉ长度更接近于 ｒｉ。然后用式（７）求

出新的姿态 １、θ１、ｗ１。判断迭代收敛的条件可以
设为

Δ＝｜ｗ０－ｗ１｜≤１０
－６

（９）
式中 ｗ１为本次迭代计算得到的 ｗ值，ｗ０为上次迭代
得到的值。如果不符合收敛条件，则令 ０ ＝１、
θ０＝θ１、ｗ０＝ｗ１，并重新进入迭代过程。如果符合收
敛条件则退出迭代过程，输出最终的 １、θ１、ｗ１，程
序结束。程序流程图如图３所示。

图 ３　算法程序流程图

Ｆｉｇ．３　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｌｏｗｃｈａｒｔ
　

３　算法性能对比分析

桥本算法是一种较好的实时控制算法，应用较

广。本文将桥本算法作为一种基准算法，新算法与

之比较，以评价新算法的优劣。

３１　两种算法对比的原则
为了得到令人信服的对比结果，对比环境和条

件做如下规定：

（１）均以吉林大学工程机器人实验室的
３ ＲＰＳ型并联机构为例，结构参数（见图 １）：Ｒｕ＝
６００ｍｍ，Ｒｂ＝７００ｍｍ，机构处于中立位置时 ｒ１０ ＝
ｒ２０＝ｒ３０＝９８０ｍｍ。其运动范围为：＝±１５°，θ＝
±１５°，ｗ＝±１３０ｍｍ。
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（２）两个算法都用 Ｃ语言编写运算程序。
（３）对两种算法的最大计算误差及其所在的方

位进行比较。在本例中，上平台最大倾角为 １５°，支
链达到了极限伸缩长度，Ｚ方向的平移 ｗ为 ０。使
倾斜的方位角从０至 ３６０°变化，即可找到两种算法
的最大计算误差及其所在的方位。

（４）使用同一台计算机计算，获取每次迭代所
需的时间，进行实时控制仿真对比。使用的计算机

ＣＰＵ为 ＡＭＤ６０００＋，主频为３０ＧＨｚ，内存为１ＧＢ。
３２　两种算法对比的结果
３２１　编制程序工作量对比

使用Ｃ语言程序，新算法只需要８０余条有效语

句。而桥本算法编程至少需要２１０余条有效语句。
３２２　计算精度、计算误差对比

为了具有可比性，两种算法都选择了最大误差

对应的姿态。经测试新算法最大误差所处的姿态

（，θ，ｗ）为（－９３７４１０７４０，－１１７６２９２３８５，０），
桥本 算 法 最 大 误 差 所 处 的 姿 态 （，θ，ｗ）为
（－１３７８２９３４０１，－５９７６８６９５５，０）。表 １与表 ２
是编写的 Ｃ语言程序运行结果。每迭代 １次，新算
法计算精度可提高 １个数量级，桥本算法可提高
３个数量级。达到相同的计算精度时，新算法的迭
代次数多于桥本算法。但新算法同样可以实现任意

精度要求的结果。

表 １　新算法计算结果

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐｕｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

迭代次数
／（°） θ／（°） ｗ／ｍｍ

计算结果 绝对误差 计算结果 绝对误差 计算结果 绝对误差

时间

／μｓ

初值计算 －９１８８２１１ ０１８５８９６ －１１６６８０４７ ００９４８７６ ６５００８０１ ６５００８０１ １０２８３１２

１ －９３５５４２６ ００１８６８１ －１１７５１８７５ ００１１０４９ ００４４９８９ ００４４９８９ １５３６３１３

２ －９３７２１５９ ０００１９４８ －１１７６１７０２ ０００１２２２ ０００５１５５ ０００５１５５ ２０４２５５８

３ －９３７３９０１ ００００２０６ －１１７６２７９３ ００００１３０ ００００５５５ ００００５５５ ２５５４６８２

４ －９３７４０８６ ０００００２２ －１１７６２９１０ ０００００１４ ０００００５９ ０００００５９ ３０６０６４６

５ －９３７４１０５ ００００００２ －１１７６２９２２ ００００００１ ００００００６ ００００００６ ３５６５１１４

６ －９３７４１０７ ０００００００ －１１７６２９２４ ０００００００ ００００００１ ００００００１ ４０７１３００

７ －９３７４１０７ ０００００００ －１１７６２９２４ ０００００００ ０００００００ ０００００００ ４５７６３８２

表 ２　桥本算法计算结果

Ｔａｂ．２　ＣｏｍｐｕｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆＨａｓｈｉｍｏｔｏ’ｓｍｅｔｈｏｄ

迭代次数
／（°） θ／（°） ｗ／ｍｍ

计算结果 绝对误差 计算结果 绝对误差 计算结果 绝对误差

时间

／μｓ

１ －１３７５０７３４ ００３２２００ －５９５７６７２ ００１９１９７ ００７８１８５ ００７８１８５ ２１７７３９１

２ －１３７８２８９３ ０００００４１ －５９７６８４５ ０００００２５ ０００００９７ ０００００９７ ３９８０００４

３ －１３７８２９３４ ０００００００ －５９７６８７０ ０００００００ ０００００００ ０００００００ ５７７０１６５

　　第１次迭代误差新算法与桥本算法相当或新算
法略优于桥本算法；新算法的第 ４次迭代误差与桥
本算法的第２次迭代误差相当；新算法的第 ７次迭
代误差与桥本算法的第３次迭代误差相当。
３２３　收敛速度和迭代所需时间对比

达到相同的计算精度时，虽然新算法需要较

多的迭代次数，但所需时间很短。例如要使 ｗ计
算精度达到 μｍ级，新算法所需要的计算时间是
２５５４６８２μｓ，桥本算法用时 ３９８０００４μｓ，新算
法是桥本算法用时的 ６４％；而要使 ｗ计算精度达
到 ｎｍ级，新算法用时 ４５７６３８２μｓ，桥本算法用
时 ５７７０１６５μｓ，新 算 法 是 桥 本 算 法 用 时 的
７９％。

３３　快速算法的适用范围
３３１　算法对各种尺度的并联机构的适应性

改变３ ＲＰＳ并联机构的尺度，测试各种情况。
例如，３个 Ｒ副在同一平面内，下平台半径不变，支
链长度不变，上平台半径在 ０１Ｒｂ＜Ｒｕ＜Ｒｂ范围内
变化，形成尺度和形状不同的正棱台形并联机构；下

平台半径不变，支链长度不变，上平台半径大于下平

台半径时，形成倒棱台形的 ３ ＲＰＳ并联机构。测
试了上平台半径与下平台半径相差不大（Ｒｕ ＜
１５Ｒｂ）的各种情况。计算测试表明：各种情况下算
法都收敛，且具有很高的计算精度和较好的收敛速

度，算法也不用修改。因此本算法既适用于正棱台

形的３ ＲＰＳ并联机构，也适用于部分倒棱台形的
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３ ＲＰＳ并联机构。
３３２　机构处于奇异位型附近时的情况

对机构处于奇异位型附近时进行了测试。例

如，上平台与下平台距离很近、平台直径较大

（Ｈｍｉｎ＜０２Ｒｕ），并联机构是一个扁平的结构，机构
接近于奇异位型，此时算法仍然收敛，但收敛速度变

慢。奇异位型时肯定不收敛。因此，应用本算法时

要避开奇异位型。

４　结束语

根据 ３ ＲＰＳ型并联机构的结构特征，提出了
一种正解数值算法。该算法不需要导数运算和雅可

比矩阵及其求逆运算，物理模型清晰，计算公式简

单。使用新算法可以实现任意的精度要求，编程工

作量减少６０％，与现有算法相比，一次迭代节省时
间３０％，因而适用于实时控制。
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