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混合弹流润滑下弧齿锥齿轮传动啮合效率计算方法
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　　【摘要】　齿轮的实际润滑状态为兼具完全弹流润滑和边界润滑的混合弹流润滑。通过推导混合弹流润滑下

齿轮的平均滑动摩擦因数，结合弧齿锥齿轮的几何接触特性与承载接触特性，计算其瞬时接触椭圆长轴上各点的

滑动摩擦功率损失，拟合了啮合周期内的滑动摩擦功率损失函数，经过积分运算得到了混合弹流润滑下弧齿锥齿

轮传动的啮合效率。通过与格利森公司计算锥齿轮传动啮合效率的方法对比分析，表明该方法计算正确且精度

高。
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　　引言

目前国内外主要有两种方法计算弧齿锥齿轮传

动的啮合效率，一种是由威尔斯·柯勒曼提出的锥齿

轮传动啮合效率计算公式
［１］
，该公式进行了一定的

简化，不包含弧齿锥齿轮齿面的几何特性对于效率

的影响；另一种是根据格利森尺寸卡给出的齿轮效

率值通过转换得到不同载荷下弧齿锥齿轮传动的啮

合效率
［１］
，此方法以滑动摩擦因数为某一定值的假

设为基础，没有给出合理的计算滑动摩擦因数的公

式。从功率损失的角度来说，齿轮传动啮合效率计

算的关键是获得其啮合功率损失（包括滑动摩擦功

率损和滚动摩擦功率损失），其中滑动摩擦功率损

失是影响啮合效率最主要的因素，滚动摩擦功率损

失的影响很小，计算时可忽略不计
［２～３］

。本文考虑

到齿轮的实际润滑状态为包括完全弹流润滑和边界

润滑的混合弹流润滑
［４］
，齿面滑动摩擦因数受到完

全弹流润滑和边界润滑的综合影响，推导混合弹流



润滑下齿面的平均滑动摩擦因数。同时结合弧齿锥

齿轮的几何接触特性与承载接触特性，计算弧齿锥

齿轮传动在啮合周期内的平均滑动摩擦功率损失，

从而获得混合弹流润滑下弧齿锥齿轮传动的啮合效

率。

１　瞬时滑动摩擦功率损失

滑动摩擦功率损失是由于齿面间相对滑动所造

成的能量损失，从动力学角度，瞬时滑动摩擦功率损

失的计算为

Ｐｓ＝
ｆＦｎｖｓ
１０００

（１）

式中　ｆ———平均滑动摩擦因数
Ｆｎ———啮合点处齿面法向载荷，Ｎ
ｖｓ———啮合点处相对滑动速度，ｍ／ｓ

弧齿锥齿轮的赫兹接触区为椭圆形，接触椭圆

的短轴长相对于长轴长很小，认为弧齿锥齿轮传动

为沿接触椭圆长轴的线接触，其瞬时滑动摩擦功率

损失为沿接触椭圆长轴上各点的瞬时滑动摩擦功率

损失之和。

１１　混合弹流润滑下的平均滑动摩擦因数

Ｃａｓｔｒｏ建立的齿轮传动的混合弹流润滑模型［５］

认为，齿面法向载荷 Ｆｎ由完全弹流润滑下的齿面法
向载荷 Ｆｎｅ和边界润滑下的齿面法向载荷 Ｆｎｂ合成，
齿面摩擦力（切向力）Ｆｔ由完全弹流润滑下的齿面摩
擦力Ｆｔｅ和边界润滑下的齿面摩擦力Ｆｔｂ合成，则有

Ｆｎ＝Ｆｎｅ＋Ｆｎｂ （２）
Ｆｔ＝Ｆｔｅ＋Ｆｔｂ （３）

根据 Ｚｈｕ和 Ｈｕ［６］的研究，在混合弹流润滑中，
完全弹流润滑下的齿面法向载荷 Ｆｎｅ与总的齿面法
向载荷 Ｆｎ的关系为

Ｆｎｅ＝εＦｎ＝
１．２１δ０．６４

１＋０．３７δ１．２６
Ｆｎ （４）

其中　δ＝ｌｃｈ／μ　ｌｃｈ＝χｌｈ　μ＝（μ
２
１＋μ

２
２）
０．５

χ＝｛１＋０．１［（１＋１４．８ｖ０．８３ｅｓ ）Ｉ
０．６４
］｝

－１

ｌｈ＝１．９５０ＲｅｑＶ
０．７２７Ｍ０．７２７Ｌ－０．０９１ｃ

式中　δ———膜厚比
ｌｃｈ———齿轮啮合点处的修正润滑膜厚度
μ———当量齿面平均粗糙度
μ１、μ２———两轮齿面粗糙度
χ———考虑齿轮啮入端润滑油温度变化对厚

度影响的热修正系数
［７］

ｌｈ———润滑膜平均厚度
［８］

ｖｅｓ———等效滑动速度　　Ｖ———速度参数
Ｒｅｑ———当量曲率半径　　Ｉ———热参数
Ｍ———材料参数　　Ｌｃ———载荷参数

则边界润滑下的齿面法向载荷 Ｆｎｂ与总的齿面
法向载荷 Ｆｎ的关系为

Ｆｎｂ＝（１－ε）Ｆｎ （５）
根据库伦摩擦第一定律有

Ｆｔｅ＝ｆｅＦｎｅ （６）
Ｆｔｂ＝ｆｂＦｎｂ （７）

式中　ｆｅ、ｆｂ———在混合弹流润滑中，完全弹流润滑
和边界润滑对应平均滑动摩擦因数

根据式 （３）～（７）获得混合弹流润滑下的平均
滑动摩擦因数为

ｆ＝εｆｅ＋（１－ε）ｆｂ （８）

Ｗｉｎｔｅｒ和 Ｍｉｃｈａｅｌｉｓ［９］推导了完全弹流润滑下的
平均滑动摩擦因数

ｆｍ＝０．１７１
ＷＬ
ＶＲＲ( )

ｅｑ

０．２

η－０．０５ｏ

Ｒａ
ｄ( )
１

０．２５

（９）

式中　ＷＬ———齿宽单位载荷，Ｎ／ｍｍ
ＶＲ———齿面平均滑动速度，ｍ／ｓ
Ｒｅｑ———当量曲率半径，ｍｍ
ηｏ———润滑油动力粘度，Ｐａ·ｓ
Ｒａ———平均齿面粗糙度，μｍ
ｄ１———小轮分度圆直径，ｍｍ

对于相同的齿轮副，在不同的润滑状态中包含

的完全弹流润滑对应的平均滑动摩擦系数之比只与

齿宽单位载荷 ＷＬ有关，其他参数均相同，而 ＷＬ由
齿面法向载荷和齿宽等几何参数决定，则有

ｆｍ
ｆｅ
＝
Ｆ０．２ｎ
Ｆ０．２ｎｅ
＝
Ｆ０．２ｎ

（εＦｎ）
０．２＝

１
ε０．２

（１０）

在混合弹流润滑中，完全弹流润滑下的平均滑

动摩擦因数为

ｆｅ＝ε
０．２ｆｍ （１１）

研究
［６，１０～１５］

表明，边界润滑下的滑动摩擦因数

在小范围（０．０７～０．１５）内变化。忽略载荷、滚动速
度和滑动速度对其的影响，在润滑油特性和齿面粗

糙度相同时，认为混合弹流润滑中边界润滑下的平

均滑动摩擦因数 ｆｂ为常数（一般取平均值０．１１）。
由式（８）和（１１）得到混合弹流润滑下的平均滑

动摩擦因数为

ｆ＝ε１．２ｆｍ＋（１－ε）ｆｂ （１２）
１２　接触椭圆长轴上各点的相对滑动速度

为了计算沿接触椭圆长轴的瞬时滑动摩擦功率

损失，将弧齿锥齿轮沿接触椭圆长轴的接触等效为

沿接触椭圆长轴上多个离散点的接触，各离散点处

的相对滑动速度为两轮齿面在该离散点处的切向速

度之差。

１．２．１　接触椭圆长轴上的离散点
图 １为接触椭圆长轴上离散点的示意图，在固
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定于机床的坐标系 Ｓｈ
［１６］
中，Σ１和 Σ２分别为小轮齿

面和大轮齿面，Ｍ０为齿面接触轨迹上的瞬时啮合点

（接触椭圆中心），ｎ（Ｍ０）ｈ 为该点处小轮齿面 Σ１和大
轮齿面 Σ２的单位公法矢，Ｍｊ是接触椭圆长轴上的

任一离散点，点 Ｍｊ对应的位矢 ｒ
（Ｍｊ）
ｈ 为点 Ｍ０对应的

位矢 ｒ（Ｍ０）ｈ 与向量 Ｍ０Ｍｊ之和。

图 １　接触椭圆长轴离散点示意图

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｃｒｅｔｅｐｏｉｎｔｏｎｔｈｅｌｏｎｇａｘｉｓｏｆ

ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｃｏｎｔａｃｔｅｌｌｉｐｓｅ
　
过点 Ｍｊ作两轮齿面在点 Ｍ０处公共法矢 ｎ

（Ｍ０）
ｈ

的平行线，该直线与小轮齿面Σ１的交点 Ｍｊ１（ｘｊ１，ｙｊ１，
ｚｊ１）满足方程组

［ｙｊ１（θｐ，ｐ）－ｙｊ］ｎｚ－［ｚｊ１（θｐ，ｐ）－ｚｊ］ｎｙ＝０

［ｘｊ１（θｐ，ｐ）－ｘｊ］ｎｚ－［ｚｊ１（θｐ，ｐ）－ｚｊ］ｎｘ{ ＝０

（１３）
式中　ｘｊ、ｙｊ、ｚｊ———ｒ

（Ｍ０）
ｈ 在各坐标轴投影

ｎｘ、ｎｙ、ｎｚ———ｎ
（Ｍ０）
ｈ 在各坐标轴投影

θｐ、ｐ———固连于小轮坐标系 Ｓ１
［１６］
中点 Ｍｊ１

的坐标参数

矢量 ｒ（Ｍ０）ｈ 、ｎ（Ｍ０）ｈ 和向量 Ｍ０Ｍｊ可由弧齿锥齿轮

ＴＣＡ［１７］（ｔｏｏｔｈｃｏｎｔａｃｔａｎａｌｙｓｉｓ）求出。用离散牛顿法
解该方程组得到（θｐ，ｐ），经坐标变换获得坐标系

Ｓ１中点 Ｍｊ１的位矢 ｒ
（Ｍｊ１）
１ ，求导后获得该点处单位法

矢 ｎ（Ｍｊ１）１ 。

同理可解得接触椭圆长轴上离散点 Ｍｊ在大轮
齿面 Σ２上的对应点 Ｍｊ２在固连于大轮的坐标系

Ｓ２
［１６］
中的坐标参数（θｇ，ｇ），位矢 ｒ

（Ｍｊ２）
２ 和单位法矢

ｎ（Ｍｊ２）２ 。

１．２．２　离散点处的相对滑动速度
坐标系 Ｓ１中，小轮的角速度矢量为 ω１，坐标系

Ｓ２中，大轮的角速度矢量为 ω２，Ｓ１中小轮齿面在

Ｍｊ１处的绝对速度 ｖ
（Ｍｊ１）
１ 与 Ｓ２中大轮齿面在 Ｍｊ２处的

绝对速度 ｖ（Ｍｊ２）２ 为

ｖ（Ｍｊ１）１ ＝ω１×ｒ
（Ｍｊ１）
１ （１４）

ｖ（Ｍｊ２）２ ＝ω２×ｒ
（Ｍｊ２）
２ （１５）

坐标系 Ｓ１中小轮齿面在点 Ｍｊ１处的切向速度

ｖ（Ｍｊ１）１ｔ 与坐标系 Ｓ２中大轮齿面在点 Ｍｊ２处的切向速度

ｖ（Ｍｊ２）２ｔ 为对应的绝对速度矢量与其沿单位法矢投影

的速度矢量之差。通过坐标变换，得到固定于机床

的坐标系 Ｓｈ中小轮齿面在点 Ｍｊ１处和大轮齿面在点

Ｍｊ２处的切向速度 ｖ
（Ｍｊ１）
１ｈ 、ｖ（Ｍｊ２）２ｈ ，两轮齿面在接触椭圆

长轴上离散点 Ｍｊ处的相对滑动速度大小 ｖｓｊ为二者
之差的模。

根据弧齿锥齿轮 ＬＴＣＡ［１８］（ｌｏａｄｔｏｏｔｈｃｏｎｔａｃｔ

ａｎａｌｙｓｉｓ）求得点Ｍｊ处的齿面法向载荷为Ｆｎｊ，得到该
点处的瞬时滑动摩擦功率损失为

Ｐｓｊ＝ｆＦｎｊｖｓｊ／１０００＝ｆＦｎｊ｜ｖ
（Ｍｊ１）
１ｈ －ｖ（Ｍｊ２）２ｈ ｜／１０００

（１６）

按一定步长改变 Ｍ０Ｍｊ的长度，获得接触椭圆

长轴上的多个离散点。同理求得各离散点处的瞬时

滑动摩擦功率损失，则沿接触椭圆长轴的瞬时滑动

摩擦功率损失为各离散点处的瞬时滑动摩擦功率损

失之和

Ｐｓ＝
ｎ

ｊ＝１
ｆＦｎｊｖｓｊ／１０００ （１７）

式中　ｎ———接触椭圆长轴上离散点的个数

２　平均滑动摩擦功率损失

根据上述计算获得弧齿锥齿轮的齿面从进入啮

合到退出啮合的整个过程中沿接触轨迹各啮合点处

的滑动摩擦功率损失，即沿各接触椭圆长轴的瞬时

滑动摩擦功率损失。考虑弧齿锥齿轮在一个啮合周

期内的重合度变化
［１６］
，当单对齿啮合时，瞬时滑动

摩擦功率损失为该啮合齿对相应的沿接触轨迹的啮

合点处的滑动摩擦功率损失，当多对齿同时啮合时，

瞬时滑动摩擦功率损失为各啮合齿对相应的沿接触

轨迹的啮合点处的滑动摩擦功率损失之和，由此得

到啮合周期内小轮各瞬时转角 φ１ａ、φ
２
ａ、…、φ

ｍ
ａ 对应

的的滑动摩擦功率损失 Ｐ１ｓｃ、Ｐ
２
ｓｃ、…、Ｐ

ｍ
ｓｃ，ｍ为一个啮

合周期内包含的沿接触轨迹的啮合点数量。由最小

二乘法拟合得到啮合周期内的小轮转角 φａ与瞬时
滑动摩擦功率损失的函数关系式

Ｐｓｃ（φａ）＝ａ１＋ａ２φ′ａ＋ａ３φ′ａ
２＋ａ４φ′ａ

３
（１８）

式中 ａ１、ａ２、ａ３、ａ４为多项式系数，在实际计算过程
中，为了防止运算溢出，使

φ′ａ＝φａ－
ｍ

ｉ＝１
φｉａ ｍ

沿啮合周期内的小轮转角积分求平均值得到平

均滑动摩擦功率损失

珔Ｐｓｃ＝
１

φｍａ－φ
１
ａ
∫
φｍａ

φ１ａ

Ｐｓｃ（φａ）ｄφａ （１９）

０９１ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１０年



３　啮合效率的计算及算例验证

弧齿锥齿轮传动的啮合效率为其输出功率与输

入功率之比，其中输出功率等于输入功率减去平均

滑动摩擦功率损失，由此获得混合弹流润滑下弧齿

锥齿轮传动的啮合效率为

η＝１－
珔Ｐｓｃ
Ｐｉｎ

（２０）

式中　Ｐｉｎ———输入功率，ｋＷ
以一对弧齿锥齿轮为例，其参数见表 １，计算混

合弹流润滑下弧齿锥齿轮传动在转速相同，承受扭

矩不同和承受扭矩相同，转速不同两种情况下的啮

合效率。

表 １　齿轮参数

Ｔａｂ．１　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｏｆｔｈｅｇｅａｒｓ

参数 小轮数值 大轮数值

齿数 Ｚ ２３ ６５

大端模数 ｍ／ｍｍ ３．９ ３．９

齿宽 Ｂ／ｍｍ ３７ ３７

法向压力角 α／（°） ２２．５ ２２．５

中点螺旋角 β／（°） ３５ ３５

轴交角 κ／（°） ９０ ９０

螺旋方向 右旋 左旋

工作齿高 ｈｗ／ｍｍ ６．６３ ６．６３

全齿高 ｈａ／ｍｍ ７．３６ ７．３６

外锥距 Ａｗ／ｍｍ １３４．４５ １３４．４５

节锥角 γ／（°） １９４８ ７０５２

面锥角 γｆ／（°） ２１１２ ７１２２

根锥角 γｒ／（°） １８７８ ６８８８

齿顶高 ｈｔ／ｍｍ ４．６５ １．９８

齿根高 ｈｒ／ｍｍ ２．７２ ５．３８

顶隙 ｈｃ／ｍｍ ０．７３ ０．７３

　　大轮承受２５００Ｎ·ｍ扭矩，小轮转速４５００ｒ／ｍｉｎ
时，弧齿锥齿轮传动的摩擦功率损失随小轮转角的

变化曲线如图 ２所示。由于在一个啮合周期内，齿
轮副在不同的啮合位置其沿瞬时接触椭圆长轴上各

点的相对滑动速度以及法向载荷不同，图中摩擦功

率损失曲线随小轮的转动呈周期性的波动。

图 ２　摩擦功率损失曲线

Ｆｉｇ．２　Ｐｏｗｅｒｌｏｓｓｃｕｒｖｅｏｆｓｌｉｄｉｎｇｆｒｉｃｔｉｏｎ
　

如图３表示大轮承受 １５００Ｎ·ｍ扭矩，小轮不
同转速下弧齿锥齿轮传动的啮合效率曲线，图 ４表
示小轮转速为６０００ｒ／ｍｉｎ，大轮承受不同扭矩下弧
齿锥齿轮传动的啮合效率曲线，图中曲线 １由本文
方法计算获得，准确计算了齿轮实际润滑状态下的

的平均滑动摩擦因数，且考虑了弧齿锥齿轮的几何

参数与齿面载荷分布对啮合效率的影响，曲线 ２由
文献［１］中由威尔斯·柯勒曼提出的计算方法获得。
随着转速的升高或者扭矩的增大，弧齿锥齿轮传动

的啮合效率逐渐提高，各图中曲线 １与曲线 ２的变
化趋势相同，啮合效率相对误差很小。

图 ３　不同转速下的啮合效率曲线

Ｆｉｇ．３　Ｍｅｓｈｉｎｇｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒｔｈｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｏｔａｔｉｎｇｓｐｅｅｄｓ
　

图 ４　不同扭矩下的啮合效率曲线

Ｆｉｇ．４　Ｍｅｓｈｉｎｇｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｏｒｑｕｅｓ
　

４　结束语

推导了混合弹流润滑下齿轮传动的平均滑动摩

擦因数，结合弧齿锥齿轮 ＴＣＡ和 ＬＴＣＡ，通过计算其
沿接触椭圆长轴的瞬时滑动摩擦功率损失，拟合啮

合周期内小轮转角对应的瞬时滑动摩擦功率损失函

数，对其积分求平均值得到平均滑动摩擦功率损失，

求出了混合弹流润滑下弧齿锥齿轮传动的啮合效

率。经算例分析可知，混合弹流润滑下弧齿锥齿轮

传动的啮合效率随转速的升高或扭矩的增大而提

高。该方法准确计算了齿轮在实际润滑状态下的平

均滑动摩擦因数，避免了文献中的假设或者估算，同

时综合考虑了弧齿锥齿轮齿面的几何特性与载荷分

布特性，从功率损失的角度计算了混合弹流润滑下

弧齿锥齿轮的啮合效率。
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