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考虑粘滑摩擦的时变振动系统模态参数辨识
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　　【摘要】　将摩擦因素引入时变振动系统的模态辨识中。采用时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法，对振动系统的多输出响应

信号建立时变多变量 Ｐｒｏｎｙ模型，并利用递推最小二乘法估计模型参数，提取出振动系统的模态特征信息。数值仿

真中，对含复合频率信号的频率进行了辨识，辨识值与理论值较好的吻合性验证了该方法的有效性。应用实例中，

对平面两杆操作臂中的滑动质量块建立了考虑 ＬｕＧｒｅ摩擦的运动方程，利用时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法辨识出含粘滑摩

擦的操作臂的固有频率，结果令人满意，验证了该方法的可行性。
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　　引言

在很多工程实际中人们利用摩擦来工作，如汽

车的轮胎、离合器、刹车片等。然而对于机器人、数

控机床等这样的精密机械系统而言，摩擦的存在引

起了粘滑运动、极限环振荡以及跟踪误差等不利因

素。由于摩擦可使机械系统中运动的部件发生粘

着，因而对这些系统的振动模态将产生一定的影响。

文献［１］采用小波分析对由干摩擦引起的粘滑信号
进行分析，通过单自由度系统的仿真发现系统处于



粘着状态时，系统的响应频率有突变。

时变振动系统的模态参数辨识一直是结构设计

和参数辨识领域的一个难点。时变参数模型法是处

理非平稳信号的一种有效方法，其在时变信号中信

息提取的稳定性较好，常用于时变系统的模态参数

辨识
［２］
。时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法可以同时处理多维非

平稳响应信号，并已成功地应用到不考虑摩擦的时

变系统的模态辨识中
［３］
。

摩擦作为一种复杂的物理现象，对机械系统振

动模态有着重要的影响。本文将摩擦因素引入时变

系统的模态辨识中。根据振动系统的响应信号建立

时变多变量 Ｐｒｏｎｙ模型，采用递推最小二乘法估计
模型参数，着重研究受粘滑摩擦影响的时变系统的

模态频率辨识问题，并通过数值仿真和应用实例来

验证所提出的辨识方法的有效性。

１　时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法

经典的 Ｐｒｏｎｙ法［４］
常用于定常机械系统模态参

数辨识。求得模态参数的关键在于对观测序列｛ｘｔ｝
建立自回归 ＡＲ（ｐ）模型

ｘｔ＋∑
ｐ

ｉ＝１
ｃｉｘｔ－ｉ＝εｔ （１）

式中　ｐ———模型阶数　　ｃｉ———自回归参数
εｔ———残差序列

求出 ＡＲ模型参数 ｃｉ后，由于 Ψ（ｚｊ）＝０，所以

ｚｐ＋ｃ１ｚ
ｐ－１＋… ＋ｃｐ－１ｚ＋ｃｐ＝０ （２）

两边同时除以 ｚｐ（ｚｐ≠０），还可以得到
１＋ｃ１ｚ

－１＋… ＋ｃｐ－１ｚ
１－ｐ＋ｃｐｚ

－ｐ＝０ （３）
由式（２）求出 ｚｊ（ｊ＝１，２，…，ｐ），可求出频率 ｆｄｊ

ｆｄｊ＝
１
２πΔ

ａｒｃｔａｎ
Ｉｍｚｊ
Ｒｅｚｊ

（４）

以经典 Ｐｒｏｎｙ法为基础，对于具有多输出非平
稳响应信号的时变振动系统的模态参数辨识，可以

将单变量 ＡＲ模型扩展到时变多变量 ＡＲ模型

Ｘｔ＋∑
ｐ

ｉ＝１
Φｉ（ｔ）Ｘｔ－ｉ＝Ｅｔ　

（ｔ＝１，２，…，Ｎ） （５）
其中　 Ｘｔ＝［ｘ１ｔ，ｘ２ｔ，…，ｘｌｔ］

Ｔ

Ｅｔ＝［ｅ１ｔ，ｅ２ｔ，…，ｅｌｔ］
Ｔ

式中　Ｘｔ———ｌ维时序向量
Ｅｔ———ｌ维白噪声向量
Φｉ（ｔ）———ｌ阶时变自回归参数矩阵

Φｉ（ｔ）可以表示为一组基函数的线性组合

Φｉ（ｔ）＝∑
ｍ

ｊ＝０
φｉｊｇｊ（ｔ） （６）

式中　ｇｊ（ｔ）———基函数

ｍ———基函数扩展的维数
φｉｊ———ｌ阶加权系数矩阵

几种常用的基函数见文献［３］。
记 ｔｄ时刻模型的参数是 Φｉ（ｔｄ），则根据式（３）

的思路，有

ｄｅｔ［Ｉ＋Φ１（ｔｄ）ｚ
－１
（ｔｄ）＋… ＋Φｐ－１（ｔｄ）ｚ

１－ｐ
（ｔｄ）＋

Φｐ（ｔｄ）ｚ
－ｐ
（ｔｄ）］＝０ （７）

为了避免解非线性方程组，重组一新的矩阵

Ｇ（ｔｄ）＝
０ Ｉ ０ ０ … ０
０ ０ Ｉ ０ … ０
 

－Φｐ（ｔｄ） －Φｐ－１（ｔｄ） … －Φ１（ｔｄ













）

（８）
式中　Ｉ———ｌ阶单位矩阵

通过求解 ｄｅｔ［Ｉλ（ｔｄ）－Ｇ（ｔｄ）］＝０，可得到特
征值 λｊ（ｔｄ）。式（８）与式（７）具有相同的特征多项
式，所以有 ｚｊ（ｔｄ）＝λｊ（ｔｄ），再根据式（４）就可求出 ｔｄ
时刻系统的模态频率。

２　递推最小二乘法估计模型参数

递推算法的基本思路是每取得一个新的观测数

据后，不用全部数据重新计算，而只需在原有估计量

的基础上，根据取得的数据带来的新信息，对原估计

量进行一些修正就得到新估计量。可将定常参数模

型参数估计的递推最小二乘法推广于时变参数模型

中。

令 ＱＴ＝［φ１０，…，φ１ｍ，…，φｐ０，…，φｐｍ］ （９）

ＹＴｔ－１＝［Ｘ
Ｔ
ｔ－１ｇ０（ｔ），…，Ｘ

Ｔ
ｔ－１ｇｍ（ｔ），…

，ＸＴｔ－ｐｇ０（ｔ），…，Ｘ
Ｔ
ｔ－ｐｇｍ（ｔ）］ （１０）

则式（５）可以写成
ＸＴｔ＝－Ｙ

Ｔ
ｔ－１Ｑ＋Ｅ

Ｔ
ｔ （１１）

在时间段［１，Ｎ］上，式（１１）的最小二乘估计式
为

∑
Ｎ

ｔ＝１
Ｙｔ－１Ｘ

Ｔ
ｔ＝－ ∑

Ｎ

ｔ＝１
Ｙｔ－１Ｙ

Ｔ
ｔ－１ Φ^Ｎ （１２）

Φ^Ｎ＝－ ∑
Ｎ

ｔ＝１
Ｙｔ－１Ｙ

Ｔ
ｔ－１

－１

Ｙｔ－１Ｘ
Ｔ
ｔ （１３）

令 ＰＮ＝ ∑
Ｎ

ｔ＝１
Ｙｔ－１Ｙ

Ｔ
ｔ－１

－１

则参数 Φ^的递推最小二乘算法为
ＰＮ＋１＝ＰＮ－ＰＮ（１＋Ｙ

Ｔ
ＮＰＮＹＮ）

－１ＹＴＮＰＮ
Φ^Ｎ＋１＝Φ^Ｎ－ＰＮＹＮ（１＋Ｙ

Ｔ
ＮＰＮＹＮ）

－１
（ＸＴＮ＋１＋Ｙ

Ｔ
ＮΦ^Ｎ）

（１４）
以上的递推算式可见，整个递推过程分两个阶

段。一是递推矩阵 Ｐ，一是递推参数估计值 Φ^，矩阵
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Ｐ为中间变量矩阵，有关历史数据的全部信息存在
其中。当数据不断增加时，矩阵 Ｘ不断扩大，矩阵 Ｐ
却不扩大。矩阵 Ｐ是整个递推算法的关键，没有
它，参数的递推过程就无法进行。

为了起动递推算法，要求知道初始值 Φ^０和 Ｐ０，
一般情况下，可采用一种简单的方法来选择初始值。

文献［５］给出了初始值的选择
Φ^０＝０
Ｐ０＝μＩ （１５）

式中　μ———足够大的正数（μ１）
Ｉ———ｌ（ｍ＋１）ｐ阶单位矩阵

可以证明，经过一定次数的迭代之后，就能得到

满意的参数估计量。

３　ＬｕＧｒｅ摩擦模型

法国学者 Ｃａｎｕｄａｓ在 Ｄａｈｌ模型的基础上提出
了 ＬｕＧｒｅ模型［６］

。该模型是 Ｄａｈｌ模型［７］
的扩展，同

时采纳了鬃毛模型
［８］
的思路。不同的是，鬃毛模型

描述的是摩擦的随机行为，而 ＬｕＧｒｅ模型是基于鬃
毛的平均变形来建模。当接触面受切向力作用时，

鬃毛会像弹簧一样变形从而产生摩擦力。

由于 ＬｕＧｒｅ摩擦模型属于动态摩擦模型，而且
参数较少，在不考虑非局部记忆的情况下，该模型既

可以描述静态摩擦现象，又可以描述动态摩擦现象，

其应用最为广泛。该模型数学表达式如下：

鬃毛的平均变形用状态变量 ｚ表示，建模为

ｄｚ
ｄｔ
＝ｖ－

σ０
ｇ（ｖ）

ｚ｜ｖ｜ （１６）

摩擦力由鬃毛的挠曲产生，可以描述为

ｆ＝σ０ｚ＋σ１
ｄｚ
ｄｔ
＋σ２ｖ （１７）

式中　σ２———粘性摩擦因数　　σ１———鬃毛阻尼
σ０———鬃毛平均刚度　　ｖ———相对速度

函数 ｇ（ｖ）描述了 Ｓｔｒｉｂｅｃｋ效应

ｇ（ｖ）＝ｆｃ＋（ｆｓ－ｆｃ）ｅ
－（ｖ／ｖｓ）２ （１８）

式中　ｆｓ———最大静摩擦力／力矩
ｆｃ———库仑摩擦力／力矩
ｖｓ———Ｓｔｒｉｂｅｃｋ速度

本文 ＬｕＧｒｅ摩擦模型的参数值如表１所示。

表 １　ＬｕＧｒｅ摩擦模型参数

Ｔａｂ．１　ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅＬｕＧｒｅｆｒｉｃｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

参数 数值

σ０／Ｎ·ｍ
－１ １００００

σ１／Ｎ·ｓ·ｍ
－１ ３００

σ２／Ｎ·ｓ·ｍ
－１ １

参数 数值

ｆｃ／Ｎ ２

ｆｓ／Ｎ ３

ｖｓ／ｍ·ｓ
－１ ００１

４　数值仿真

为了检验时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法辨识时变频率的
有效性，在此设计了两路输出相同的理论信号，信号

中既含有定常频率又含有正弦变化的频率，即

ｆ＝ (０２５＋０２ｓｉｎ １０π
３ )ｔ （０≤ｔ≤０６ｓ）

０２５ （０６ｓ＜ｔ≤１ｓ
{

）

（１９）

时变频率变化周期为１ｓ。图１给出了３ｓ内信
号的时间历程。采用时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法，通过多
次尝试，选用傅里叶基函数，维数取为 ７０，辨识出的
时变频率如图２所示。

图 １　时域仿真信号

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓｉｇｎａｌｉｎｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ
　

图 ２　时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法辨识结果

Ｆｉｇ．２　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇ

ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅＰｒｏｎｙｍｅｔｈｏｄ
　
从图 ２可以看出，对于含有时变频率的时变信

号，无论是频率正弦变化部分还是定常部分，采用时

变多变量 Ｐｒｏｎｙ法都可以较好地辨识出来。正弦频
率辨识值与理论值吻合较好，定常频率的辨识结果

在理论值上下波动，均值与理论值基本相符。

５　应用实例

在验证了时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法的有效性后，以
文献［３］中的时变平面两杆操作臂系统为实例，研
究粘滑摩擦对该系统模态参数的影响。该机械手系

统简图如图３所示。在每个刚性、均质的连杆上均
有一个可沿杆滑动的环形质量块 μ１和 μ２，ｑ１、ｑ２分
别为施加在两个铰接处的外转矩。该操作臂系统的

相关参数如表２所示。
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图 ３　平面两杆操作臂系统简图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｐｌａｎａｒｔｗｏｂａｒｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　

表 ２　平面两杆操作臂系统参数值

Ｔａｂ．２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｐｌａｎａｒｔｗｏｂａｒｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

　　　　参数 数值

连杆１和２的长度 ｌ／ｍ １
连杆１和２的质量 ｍ／ｋｇ １
滑动圆环的质量 μ１、μ２／ｋｇ ０２５
弹簧１的扭转刚度 ｋ１／Ｎ·ｍ·ｒａｄ

－１ １００
弹簧２的扭转刚度 ｋ２／Ｎ·ｍ·ｒａｄ

－１ ８０
比例阻尼系数 ａ ０００５

　　如果该操作臂从初始位置（１０，２０）运动，那么
实际杆件的位置为 １＝１０＋１１，２＝２０＋２１，其
中 １１，２１为相对角位移。该系统的动力学方程为

Ｍ（ｔ）φ
··

＋Ｃ（ｔ）φ
·

＋Ｋφ＝ｑ（ｔ） （２０）
其中 φ＝［１１　２１］

Ｔ

Ｍ（ｔ）＝
α１＋μ１ｒ

２
１＋μ２ｌ

２
（α２＋μ２ｒ２ｌ）ｃｏｓδ０

（α２＋μ２ｒ２ｌ）ｃｏｓδ０ α３＋μ２ｒ









２
２

Ｃ（ｔ）＝
２μ１ｒ１ｒ

·

１ μ２ｒ
·

２ｌｃｏｓδ０

μ２ｒ
·

２ｌｃｏｓδ０ ２μ２ｒ２ｒ
·







２

＋ａＫ

Ｋ＝
ｋ１＋ｋ２ －ｋ２
－ｋ２ ｋ[ ]

２

　ｑ（ｔ）＝
ｑ１（ｔ）－ｑ２（ｔ）

ｑ２（ｔ[ ]）

式中　φ———相对角位移列阵
Ｍ（ｔ）———时变质量矩阵
Ｃ（ｔ）———时变阻尼矩阵
Ｋ———非时变刚度矩阵
ｑ（ｔ）———输入矢量

式中系数 α１＝４ｍｌ
２／３，α２＝ｍｌ

２／２，α３＝ｍｌ
２／３，δ０＝

１０－２０。阻尼矩阵 Ｃ（ｔ）中包含附加比例阻尼项，ａ
代表比例系数。ｒｉ表示质量块 μ１、μ２沿各自杆件运
动的轨迹。

质量块与杆件之间存在摩擦。忽略系统铰链处

的摩擦。对每个质量块采用相同控制参数的 ＰＤ轨
迹控制，则每个质量块的运动方程为

ｍｉｘ
··

ｉ＝ｕｉ－ｆｉ　（ｉ＝１，２） （２１）
式中　ｆｉ———摩擦力

假设两个质量块所受摩擦力相同，由式（１７）给

出，则 ＰＤ控制力为
ｕｉ＝ｋｐ（ｒｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ））＋ｋｄ（ｒ

·

ｉ（ｔ）－ｘ
·

ｉ（ｔ））（２２）
式中，ｋｐ＝１２为比例增益，ｋｄ＝２为微分增益。

令质量块的目标位移方程为

ｒｉ（ｔ）＝ｒｉ０＋δｒｉｓｉｎ（２πｔ／Ｐ）　（ｉ＝１，２） （２３）
式中，Ｐ＝２ｓ表示系统运动变化周期，ｒｉ０＝０５ｍ，δｒｉ＝
０３ｍ。

当质量块换向运动时，在摩擦的影响下，将发生

粘滑运动。图４给出了控制参数ｋｐ＝１２和ｋｄ＝２时
质量块的跟踪轨迹。可以看出，质量块在摩擦力的

影响下，其位移出现了平顶现象，发生了明显的粘滑

运动。

图 ４　质量块 ＰＤ跟踪轨迹

Ｆｉｇ．４　ＴｒａｃｋｉｎｇｐａｔｈｏｆｔｈｅｍａｓｓｂｌｏｃｋｗｉｔｈＰＤｃｏｎｔｒｏｌ
　
基于文献［３］的计算结果，辨识高阶频率和阻

尼比难度较大，当考虑摩擦影响时难度更大，因此仅

对该系统的第一阶固有频率进行辨识。通过操作臂

系统的动力学方程和质量块运动方程可以分别计算

出系统考虑 ＬｕＧｒｅ摩擦和不计摩擦时操作臂系统的
第一阶理论固有频率，如图５所示。

图 ５　平面两杆操作臂系统第一阶固有频率

Ｆｉｇ．５　Ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｐｌａｎａｒ

ｔｗｏｂａｒｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
从图 ５可以看出，摩擦对时变系统的固有频率

的影响较大，在相位和幅值方面都有影响。当环形

质量块 μ１和 μ２同时出现滑动时，系统的固有频率
将呈正弦变化，而当环形质量块 μ１和 μ２同时出现
粘着时，固有频率将由正弦变化转为定常值。

令操作臂运动初始位置为（１０，２０）＝（４５°，
０°），输入 ｑ１（ｔ）为一平稳随机且不可观测的转矩序
列，ｑ２（ｔ）恒为零。Ｍａｔｌａｂ仿真生成系统的双输出非
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平稳响应信号 １１和 ２１。采用时变多变量 Ｐｒｏｎｙ
法，选用傅里叶基函数，维数取为 ７０，对操作臂的双
输出非平稳响应信号同时进行辨识，所辨识出的系

统第一阶固有频率如图６所示。

图 ６　时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法辨识系统第一阶固有频率

Ｆｉｇ．６　Ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

ｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｍｕｌｔｉｖａｒｉａｂｌｅＰｒｏｎｙｍｅｔｈｏｄ
　

　　从图６的辨识结果来看，时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法
辨识出的第一阶系统固有频率与理论值在曲线形式

上吻合较好，虽然相位和幅值存在微小的差异，但是

对于既含有定常频率又含有正弦频率的复杂情况来

讲，辨识精度还是令人满意的。

６　结束语

研究了粘滑运动对系统振动频率的影响，采用

时变多变量 Ｐｒｏｎｙ法从系统振动响应信号中进行信
息特征提取，辨识出含有粘滑摩擦的时变多输出振

动系统的模态频率。通过对含复合频率的信号和含

有 ＬｕＧｒｅ摩擦的时变平面两杆操作臂系统的仿真辨
识验证了该方法的有效性，为含粘滑摩擦的时变振

动系统的模态参数辨识提供了一种可行的方法。
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