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摘要：为实现大空间转动弹性梁的高速、高精度平稳控制，首先需解决弹性梁的非线性动力学建模问题，并完成动

力学解耦。假设柔性连杆为欧拉 伯努利梁，应用假设模态法进行坐标离散，采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ最小变微

分原理建立弹性梁柔性动力学模型；基于摄动理论构建正则摄动式，应用多尺度法对摄动式进行改进，对比分析了

常规正则摄动法、改进后摄动法的解耦精度，应用四阶 Ｒｕｎｇｅ Ｋｕｔｔａ法验证了所提出方法的有效性与可行性。数

值仿真结果表明，改进后的摄动法解耦精度高，解耦误差比常规正则摄动误差降低一个数量级，解决了低阶正则摄

动法解耦精度低的问题，避免了采用高阶摄动来提高解耦精度而产生庞大计算量的弊端。
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０　引言

１９８７年，Ｋａｎｅ对大范围转动弹性梁进行了研

究，指出在大范围转动为高速旋转时，传统混合坐标

建模方法得到弹性梁的变形将无限增大，出现动力

刚度为负、角位移发散的情况，这与实际情况相



反
［１－２］

。传统混合坐标建模方法对低频的大范围运

动和高频的柔性体小变形运动之间的耦合处理过于

简单，所以只适用于刚体大范围运动情形。学者们

围绕动力刚度项的存在及其与系统运动的关系进行

了大量研究，对传统混合坐标模型进行修正，主要有

非线性有限元法、附加初始应力几何刚度法、几何非

线性法和子结构法等
［３－５］

。这几种方法均采用不同

的近似方法增加动力刚度，并没有从力学理论角度

研究这种大范围高速运动与柔性体小变形运动之间

的耦合关系。近年来，高精密控制系统在汽车、造

船、核工业、机械制造、航空航天和设备装配等工业

领域得到越来越广泛的应用
［６－７］

。

当弹性梁作大范围转动时，机电耦合效应下产

生的非线性振动严重影响了系统的控制精度
［８－１２］

。

在航天器机械臂设计中，在保证轻质大范围工作空

间的基础上，又需保证较高的控制精度。经常因结

构设计的优化需要不断更改结构参数，导致动力学

性质发生变化，影响系统的控制精度
［１３－１４］

。对于大

范围转动的弹性梁而言，应用有限元法分析需要进

行大量的复杂计算，这在柔性结构动力学分析中难

以承受。大量的动态数学模型都含有小参数，对非

线性的复杂方程在无法求出精确解的前提下，求出

一致有效的近似解尤其重要，故摄动理论得到广泛

应用
［１５］
。此外，随着系统动力学模型的复杂化，数

值类解耦方法广泛得到应用，如多尺度法
［１６－１７］

。

ＤＥＮＧ等提出了一种基于多尺度形变特征卷积网络
的目标检测方法，利用可形变卷积网络对具有尺度

和方向变化的遥感图像目标进行特征提取
［１８－１９］

。

摄动法的有效性在机器人动力学解耦、多尺度图像

处理和非线性能量阱的动力学分析等实际工程中已

经得到验证，具有计算量小、解耦效率高的优势，尤

其适于强耦合、非线性系统的求解
［２０］
。

本文在正则摄动基础上，应用多尺度原理拓展

时间尺度，从快、慢两个尺度描述弹性梁刚柔耦合作

用下的非线性振动特征，以解决经典正则摄动法存

在的低阶摄动求解精度较低的问题。

１　刚柔耦合原理与运动学分析

１１　刚柔耦合原理
将柔性细长连杆作欧拉 伯努利梁假设，大范围

转动时，弹性梁存在其自身变形的同时还存在自身

变形与工作范围内运动相互耦合产生弹性体耦合振

动。连杆上任一点运动学弹性变形位移描述如图 １
所示。

１２　弹性梁小变形位移运动学约束关系

图２中，ｅ０为惯性基，ｅｆ为固结在未变形弹性梁

图 １　弹性梁刚柔耦合运动

Ｆｉｇ．１　Ｒｉｇｉｄａｎｄｆｌｅｘｉｂｌｅｃｏｕｐｌｉｎｇｍｏｔｉｏｎｏｆｅｌａｓｔｉｃｂｅａｍ
　

图 ２　运动学坐标系

Ｆｉｇ．２　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ
　
中线上的浮动基，ｒ０为浮动基在惯性基下的矢径，ρ０
代表未变形前梁非中线上任意点 Ｓ在浮动基下的矢
径，κ表示变形位移。

由空间矢量法可得

ｒ＝ｒ０＋ρ０＋κ （１）

梁上任意点速度在 ｅ０下的坐标阵为
０ｄｒ
ｄｔ
＝
ｆｄｒ
ｄｔ
＋ωｒ （２）

其中 ω＝
０ －ω
ω[ ]０

式中　ω———绕 ｚｆ轴的转动角速度
则梁上任意一点的位移 κ与对应中线点的位

移 λ有如下关系
κ１＝λ１＋λｚ
κ２＝λ{

２

（３）

式中　λ１———对应中线上点在 ｘ轴的位移
λ２———对应中线上点在 ｙ轴的位移
λｚ———中线耦合变形量

２　非线性动力学建模

考虑柔性问题，基于大范围转动弹性梁的运动

学约束关系，惯性力所做虚功包括不考虑中线耦合

变形所做的虚功 δＷ０和中线耦合变形所做的虚功
δＷｚ，则有

δＷ０＝∫
Ｌ

０
γＡ［κ

··

１－２ωκ
·

２－ω
２
（ｘ＋κ１）］δκ１ｄｘ＋

∫
Ｌ

０
γＡ（κ

··

２＋２ωκ
·

１－ω
２κ２）δκ２ｄｘ （４）
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δＷｚ＝∫
Ｌ

０
γＡ（λ

··

ｚ－ω
２λｚ）δλ１ｄｘ＋

∫
ｌ

０
２γＡωλ

·

ｚδλ２ｄｘ＋

∫
Ｌ

０
γＡ［λ

··

１＋λ
··

ｚ－２ωλ
·

１－ω
２
（ｘ＋λ１＋λ２）］δλｚｄｘ

（５）

故 δＷ＝δＷ０＋δＷｚ＝∫
Ｌ

０
γ (Ａ

０ｄｒ
ｄ )ｔ

Ｔ

δκｄｘ （６）

式中　γ———弹性梁密度
Ａ———等截面梁面积
Ｌ———弹性梁长度

欧拉 贝努利梁不考虑剪切应变产生的应变能，

设弹性梁由正交各向同性线性材料构成，则有

Π＝１２∫
Ｌ

０
ＥＡε２ｘｘｄｘ （７）

式中　Ｅ———弹性模量
εｘｘ———ｘ方向的正应变
Π———弹性梁变形能

考虑几何非线性影响，应变与几何非线性关

系为

εｘｘ＝
λ１
ｘ
－ｙ
２λ２
ｘ２
＋ (１２

λ２
 )ｘ

２

（８）

由式（７）和式（８）可得
Π＝Π１＋Π２ （９）

其中

Π１＝
１
２∫

Ｌ

０
(ＥＡ
λ１
 )ｘ

２

ｄｘ＋１
２∫

Ｌ

０
(ＥＩ 

２λ２
ｘ )２ ｄｘ

Π２＝
１
２∫

Ｌ

０
ＥＡ
λ１
 (ｘ

λ２
 )ｘ

２

ｄｘ＋１
８∫

Ｌ

０
(ＥＡ
λ２
 )ｘ

４

ｄｘ

式中　Ｉ———截面转动惯量
Π１———不考虑几何非线性时线性弹性项
Π２———几何非线性所产生的变性能

由于 Π２在动力学方程中以弹性力的形式出
现，故这里只考虑线性弹性模型，则其转动下的变形

能为

Π＝１２∫
Ｌ

０
(ＥＡ
λ１
 )ｘ

２

ｄｘ＋１
２∫

Ｌ

０
(ＥＩ 

２λ２
ｘ )２ ｄｘ

（１０）
对于弹性梁连续体，应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法假设弹性

梁变形位移为

ω＝ｑ （１１）

其中　＝
１ ０

０ [ ]
２

　 １＝［１１ １２ … １ｎ］

ｑ＝［ｑ１ ｑ２］Ｔ　２＝［２１ ２２ … ２ｎ］

式中　———假设模态阵
ｑ———模态坐标阵

应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ最小作用原理可得

δＨＬ＝∫
ｔ２

ｔ１

（δＷ－δΠ＋δω）ｄｔ＝０ （１２）

式中　ＨＬ———Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数

δω———外力所做的虚功
不计外力作用，由式（６）、（９）和式（１２）可得作大范
围转动弹性梁的刚柔耦合动力学模型。

３　动力学解耦与精度分析

Ｅｕｌｅｒ梁振动以横向为主，且高阶非线性对横向
振动特性影响很小，可忽略不计

［２１］
。本文考虑大范

围转动弹性梁自身阻尼影响，设阻尼比为 η，则梁横
向振动的动力学方程可简化为

ｑ··＋２ηωｎｑ
·＋ω２ｎｑ＝０ （１３）

式中　ωｎ———固有频率　　ｑ———横向振幅
３１　正则摄动解耦及精度分析
３１１　正则摄动式建立

设 ｑ（ｔ，η）为式（１３）的解，并以幂级数形式展开
ｑ（ｔ，η）＝ｑ０（ｔ）＋ηｑ１（ｔ）＋η

２ｑ２（ｔ）＋… （１４）
式中　ｑｋ（ｔ）———未知项（ｋ＝０，１，２，…），由初始条

件决定

通常摄动式取前两项，高阶项是微小误差修正部

分
［１２］
。故将式（１４）代入式（１３）并按 η的幂级数合

并各项有

（ｑ··０（ｔ）＋ｑ０（ｔ））＋η（ｑ
··

０（ｔ）＋２ωｎｑ
·

０（ｔ）＋ω
２
ｎｑ１（ｔ））＋

η２（ｑ··０（ｔ）＋２ωｎｑ
·

０（ｔ）＋ω
２
ｎｑ１（ｔ））＋

Ｏ（η３）＋…＝０ （１５）
基于摄动理论，式（１５）中，对于足够小的 η其

系数为零，则有

ｑ··０（ｔ）＋ｑ０（ｔ）＝０

ｑ··０（ｔ）＋２ｑ
·

０（ｔ）＋ｑ１（ｔ）{ ＝０
（１６）

解式（１６）可得到 ｑ０（ｔ）和 ｑ１（ｔ），故其一阶正则
摄动近似解形式为

ｑｚ（ｔ，η）＝ｑ０（ｔ）＋ηｑ１（ｔ） （１７）
３１２　正则摄动解耦精度分析

为便于分析改进前后大范围转动弹性梁的摄动

解耦精度，忽略电磁激励影响，转动时无负载，初始

位移和速度分别为 ０和 １ｍｍ／ｓ，设梁的固有频率为

ωｎ＝１Ｈｚ，材质为 ＬＹ０６型硬铝，长度为 ０２ｍ，密度

为２７６×１０３ｋｇ／ｍ３，横截面积７０×１０－５ｍ２，弹性模量
为６８５×１０１０Ｐａ，转动惯量８２２×１０－９ｋｇ·ｍ２。

由图３ａ可知，在时间大于 １０ｓ时，摄动近似解
与精确解曲线出现较明显的分离时间节点且在此之

后分离程度更加显著；图 ３ｂ表明在 ３３ｓ后，相比
图３ａ近似解与精确解曲线提前分离；图 ３ｃ中，在
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０～２ｓ区间，摄动解曲线很接近精确解，表明该区间
摄动解耦精度高；图 ３ｄ中摄动解大致在大于 １４ｓ
后就开始发散，有效时间序列最短。通过上述分析

和数值仿真结果发现：当时间由０趋于１／η时，摄动
近似解精度高，一阶正则摄动解有效时间序列分布

如表１所示。

图 ３　正则摄动解

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｇｕｌａｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎ
　

表 １　不同阻尼下正则摄动解有效时间序列分布

Ｔａｂ．１　Ｅｒｒｏｒｏｆｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｏｆｅｆｆｅｃｔｉｖｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓ

阻尼比 η 发散时间 ｔｆ／ｓ 有效时间序列 ｔｙ／ｓ

０１ １００ ０～１００
０３ ３３ ０～３３
０５ ２０ ０～２０
０７ １３ ０～１４

　　由上述分析发现，一阶正则摄动解在有效时间
序列外是离散的，其根本原因是低阶摄动解难以在

有效时间序列外修正发散误差，只能描述短时间内

解的振荡特征；然而，通过增加摄动级数可以提高整

体解耦精度，但由式（１５）可知，随着摄动级数增加，
摄动式越加复杂且计算量越来越大，解耦效率明显

降低。

３２　正则摄动法的改进与精度分析
为解决上述低阶正则摄动方法存在的弊端，采

用多尺度法改进摄动式，拓展两个独立时间参量。

令 τ＝ｔ，Ｔ＝ηｔ，可得应用多尺度法改进后的摄动式
ｑｓ（ｔ，η）＝ｑ０（τ，Ｔ）＋ηｑ１（τ，Ｔ）＋Ｏ（η

２
）＋…

（１８）
利用链式法则和微分原理推导摄动解的一阶导

数为

ｑ·ｓ（ｔ，η）＝
ｄｑ
ｄｔ
＝ｑ
τ
＋ηｑ
Ｔ
＝τｑ＋ηＴｑ （１９）

将式（１８）代入式（１９）并合并 η的幂级数项，
得到

ｑ·ｓ（ｔ，η）＝τｑ０＋η（Ｔｑ０＋Ｔｑ１）＋Ｏ（η
２
） （２０）

同理，可得到

ｑ··ｓ（ｔ，η）＝ττｑ０＋η（ττｑ１＋Ｔτｑ０）＋Ｏ（η
２
）

（２１）
取一阶摄动级数，将式（２０）和式（２１）代入式（１３）

可得方程组

ττｑ０＋ｑ０＝０

ττｑ１＋２Ｔτｑ０＋２τｑ０＋ｑ１{ ＝０
（２２）

显然，方程组（２２）中第 １个方程是简谐振子，
其通解为

ｑ０＝Ａｓｉｎτ＋Ｂｃｏｓτ （２３）
将式（２３）代回式（２２）可得

ττｑ１＋ｑ１＝－２（Ｔτｑ０＋τｑ０）＝
－２（Ａ＋Ａ′）ｃｏｓτ＋２（Ｂ＋Ｂ′）ｓｉｎτ （２４）

式（２４）ｑ１（ｔ）的解中会存在如 τｓｉｎτ和 τｃｏｓτ长期项
的共振力，这些将导致收敛且无用的幂级数，为从长

期项中获得近似值，令共振力为零，则有

Ａ′＋Ａ＝０
Ｂ′＋Ｂ{ ＝０

（２５）

基于微分理论可得式（２５）通解，结合初始条件可
快速计算得式（２１）近似解 ｑｓ（ｔ，η）。对比分析了正
则摄动法、改进后摄动法和四阶 Ｒｕｎｇｅ Ｋｕｔｔａ法等
３种算法的弹性梁动力学解耦精度，如图４所示。
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图 ４　不同阻尼下动力学解耦曲线

Ｆｉｇ．４　Ｄｙｎａｍｉｃｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄａｍｐｅｒｓ
　

　　由图４可知，与精确解相比，四阶 Ｒｕｎｇｅ Ｋｕｔｔａ

法具有极高的求解精度，几乎与精确解一致。应用

多尺度原理对常规正则摄动式进行优化改进。同取

一阶摄动，改进后的一阶摄动解精度高，在经历了快

速的振荡环节后趋于收敛，与精确解一致。可见，改

进后的一阶摄动法具有良好的快、慢两个尺度的动

态跟踪特性，解决了常规一阶正则摄动法存在有效

时间序列外解耦曲线发散的难题。

为了对比有效时间序列下改进前后摄动解的精

度，图５给出了在阻尼比为 η＝０３和 η＝０５时两

种方法的解耦曲线，可以看出，改进后的一阶摄动法

的整体跟踪精度仍优于一阶正则摄动法。

文献［３］忽略阻尼因素的影响，深入解析了非

线性高阶几何项与弹性梁振动特性的耦合关系。然

而，实际工程中系统存在阻尼效应，故引入阻尼参数

ｃ′＝２ηωｎ，则动力学方程为

Ｍｌｑ
··＋Ｃｌｑ

·＋Ｋｌｑ＋Ｆｌ＝０ （２６）

其中 Ｆｌ＝［（４ｍＬω
２－２Ｌｍπω２）／π２ ０］Ｔ

ｑｌ＝［ｑ１　ｑ２］
Ｔ

Ｋ０＝

ＥＡπ２－８Ｌｍω２

８Ｌ
－ｍω

ｍω ＥＩπ４－３２Ｌ３ｍω２

３２Ｌ











３

Ｍｌ＝
ｍ／２ ０

０ ｍ／[ ]２　Ｃｌ＝ ０ －ｍω
ｍω[ ]ｃ′

图 ５　有效时间序列内动力学解耦曲线

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇｃｕｒｖｅｓｏｆｄｙｎａｍｉｃｓｄｕｒｉｎｇｅｆｆｅｃｔｉｖｅｔｉｍｅ
　
由于非线性方程难以获得精确的解析解，故采

用四阶 Ｒｕｎｇｅ Ｋｕｔｔａ法验证改进后摄动解耦精度

及其有效性，结果如图６～８所示。

由图６～８可知，当系统阻尼增加时，正则一阶

摄动近似解随着时间增加，跟踪精度明显降低。由

表２可知，阻尼比分别取０３、０５和 ０７时，一阶正

则摄动解耦最大误差 ｅｚｍ由 －１２８ｍｍ增大至
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图 ６　改进前后摄动解耦及误差曲线（η＝０３）

Ｆｉｇ．６　Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｎｄｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｂｅｆｏｒｅ

ａｎｄａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ（η＝０３）
　

图 ７　改进前后摄动解耦及误差曲线（η＝０５）

Ｆｉｇ．７　Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｎｄｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｂｅｆｏｒｅ

ａｎｄａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ（η＝０５）
　
－４１１ｍｍ；同取一阶摄动式，改进后的摄动法具有

良好的快、慢尺度的动态跟踪特性，其最大解耦误差

ｅｄｍ仅为 ０１３ｍｍ，绝对值平均误差最大值 ｅａｍ为

００６ｍｍ，而一阶正则摄动最大绝对值误差 ｅｂｍ达到

２４１ｍｍ。可见，求解精度提高了一个数量级，表明

图 ８　改进前后摄动解耦及误差曲线（η＝０７）

Ｆｉｇ．８　Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｎｄｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓ

ｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ（η＝０７）
　

改进后摄动解耦整体精度得到大幅提高。

表 ２　不同阻尼下动力学解耦误差

Ｔａｂ．２　Ｅｒｒｏｒｏｆｔｗｏｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄａｍｐｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

η

一阶正则摄动法 改进后一阶摄动法

绝对值平均误差

ｅｂｍ／ｍｍ

最大误差

ｅｚｍ／ｍｍ

绝对值平均误差

ｅａｍ／ｍｍ

最大误差

ｅｄｍ／ｍｍ

０３ ０７２ －１２８ ００３ ００９

０５ １６３ －２７３ ００５ ０１２

０７ ２４１ －４１１ ００６ ０１３

４　结论

（１）一阶正则摄动法的有效解与系统阻尼存在
强耦合关系。当阻尼增大时，其有效时间序列明显

缩短，摄动解误差增大。

（２）应用多尺度原理对正则摄动进行改进，拓展
时间维度。改进后一阶摄动解耦绝对值平均误差 ｅａｍ
最大值为００６ｍｍ，相比一阶正则摄动 ｅｂｍ为２４１ｍｍ
降低了一个数量级，表明整体解耦精度大幅提高。

（３）当系统阻尼比 η增大时，改进后摄动解耦
最大误差 ｅｄｍ仅为０１３ｍｍ，而一阶正则摄动解耦最
大误差 ｅｚｍ为 －４１１ｍｍ，表明有效修正了一阶正则
摄动有效时间序列外的发散误差。

（４）一阶正则摄动虽然仅具备单尺度特性，即
只能体现快尺度振荡特征，但非常适用于弱阻尼非

线性系统的动力学求解，其解耦原理为优化改进近

似解耦方法提供了理论基础。
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