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低耦合度半对称三平移并联机构拓扑设计与运动学分析
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摘要：根据基于方位特征（ＰＯＣ）方程的并联机构拓扑设计理论与方法，提出一种三自由度３Ｐａ＋２ＲＳＳ并联机构，并

对该机构的方位特征集、自由度、耦合度等主要拓扑特征进行分析计算，证明分析了其耦合度 κ＝１；建立了基于序

单开链法运动学建模原理的位置正解求解模型，并应用一维搜索方法求解了该并联机构的位置正解；导出机构位

置逆解的公式，并据此分析计算了该机构奇异发生的条件；在自由度、输出和运动学分析不变的前提下，为了增大

工作空间，将两条 ＲＳＳ支链替换为 ＲＵＵ支链，分析求解了机构工作空间和工作空间内部的奇异性特征。结果表

明：该机构工作空间形状规则，且内部的无奇异工作空间较大。
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ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

０　引言

三自由度三平移（３Ｔ）机构为国内外学者研究

较多的一类机构，这类机构具有结构简单、有效工作

空间大、动态性能好等优点，在工程中有较好的应用

价值。ＣＬＡＶＥＬ［１］发明了著名的三维平移 Ｄｅｌｔａ机



构，之后一些学者研究了 Ｄｅｌｔａ机构的衍生操作
手

［２－４］
；ＴＳＡＩ等［５－６］

提出了一种移动副驱动、支链

含４Ｒ平行四边形机构的三自由度移动并联机构；
文献［７－８］对３ ＲＲＣ三平移机构进行了运动学和
工作空间分析；ＫＯＮＧ等［９］

提出了一种三自由度 ３
ＣＲＲ机构，该机构具有良好的运动性能，且没有明
显的奇异位置；ＬＩ等［１０－１１］

提出了３ ＵＰＵ型三平移
机构，并对该机构的瞬时运动性能进行了分析；李仕

华等
［１２］
提出了一种新型３ ＲＲＵＲ三平移并联平台

机构；陆晶等
［１３］
提出了一种 ３ ＲＲＲＰ（４Ｒ）三平移

机构，并对机构进行了运动学和工作空间的分析；谢

俊等
［１４］
提出一种以三平移全解耦并联机构为主体

的茶叶筛分机，并对机构的运动学和解耦性进行了

分析；ＺＥＮＧ等［１５－１６］
设计了一种三平移 ｔｒｉ ｐｙｒａｍｉｄ

并联机构，并对其位置方程的正反解、雅可比矩阵和

各向同性等运动学特性进行了分析；ＰＲＡＵＳＥ等［１７］

对多种三平移并联机构分别进行了数综合、边界

状况和工作空间等特征的比较，选出了性能较好

的机构；ＭＡＨＭＯＯＤ等［１８］
提出了一种三自由度

３ ［Ｐ２（ＵＳ）］机构，并对机构进行了运动学和灵巧
度分析；杨启志等

［１９］
设计了一种三平移并联移栽机

器人，并对其进行了运动误差分析。

本文根据基于方位特征（Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ，ＰＯＣ）方程的并联机构拓扑设计理
论

［２０－２１］
，设计一种低耦合度三平移并联机构 ３Ｐａ＋

２ＲＳＳ，并对其位置正逆解、奇异位形、工作空间及其
内部奇异区域等进行分析。

１　机构设计与拓扑分析

１１　机构设计

根据基于方位特征（ＰＯＣ）方程的并联机构拓扑
设计理论

［１５］
，设计的机构简图如图１所示。

图 １　３Ｔ０Ｒ并联机构

Ｆｉｇ．１　３Ｔ０Ｒｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
机构动、静平台由 ３条支链连接，其中，混合支

链Ⅰ由３个 ４Ｒ平行四边形机构串联而成，从静平
台０到动平台１相连的平行四边形 ＲａｉＲｂｉＲｃｉＲｄｉ（ｉ＝
１、２、３）分别记为①、②、③；其中，平行四边形①、②
共面连接后，与平行四边形③垂直连接。显然，此时
平行四边形②的输出杆上 Ｓ点的 ＰＯＣ集为两平移
（２Ｔ），而平行四边形③末端输出杆上 Ｔ点的 ＰＯＣ
集为三平移（３Ｔ），混合支链Ⅰ的拓扑等效结构可表
示为 ＨＳＯＣ１｛Ｐ

（４Ｒ） Ｐ（４Ｒ） Ｐ（４Ｒ）｝。
而支链Ⅱ、Ⅲ为无约束支链 Ｒ Ｓ Ｓ，其中，

Ｒ２１、Ｒ３１转动副与静平台０相连，球副 Ｓ２３、Ｓ３３与动平
台１相连。
１２　并联机构的拓扑分析
１２１　机构的 ＰＯＣ计算

并联机构的 ＰＯＣ方程［１５］
为

Ｍｂｉ＝∪
ｍ

ｉ＝１
ＭＪｉ （１）

ＭＰａ＝∩
ｎ

ｉ＝１
Ｍｂｉ （２）

式中　ＭＪｉ———第 ｉ个运动副的 ＰＯＣ集
Ｍｂｉ———第 ｉ条支链末端的 ＰＯＣ集
ＭＰａ———机构动平台的 ＰＯＣ集

选定动平台１上任一点为基点 ｏ′，确定支路末
端构件的 ＰＯＣ集，混合支链Ⅰ的 ＰＯＣ集为

ＭｂⅠ ＝∪
３

ｉ＝１

（ｔ１‖◇（ＲａｉＲｂｉＲｃｉＲｄｉ））

ｒ[ ]０
＝
ｔ３

ｒ[ ]０
无约束支链Ⅱ和支链Ⅲ的 ＰＯＣ集相同，分别为

ＭｂⅡ ＝
ｔ３

ｒ[ ]３ 　ＭｂⅢ ＝ ｔ
３

ｒ[ ]３
确定动平台的 ＰＯＣ集为

ＭＰａ＝ＭｂⅠ∩ＭｂⅡ∩ＭｂⅢ ＝

ｔ３

ｒ[ ]０ ∩ ｔ３

ｒ[ ]３ ∩ ｔ３

ｒ[ ]３ ＝ ｔ
３

ｒ[ ]０
即动平台上任一点的 ＰＯＣ集为三平移零转动
（３Ｔ０Ｒ）。由此可知，机构只需一条混合支链就可实
现三平移的设计要求，考虑到机构自由度为 ３，因
此，还需要另两条各含一个驱动副的支链连接动定

平台，因此，两条支链可采用 Ｒ Ｓ Ｓ无约束支链
或 Ｒ Ｔ Ｔ支链。
１２２　机构的自由度计算

并联机构的全周 ＤＯＦ公式［１５］
为

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

ｖ

ｊ＝１
ξＬｊ （３）

其中 ξＬｊ＝ｄｉｍ { (． ∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍ )ｂｉ ∪Ｍｂ（ｊ＋１ }） （４）

ｖ＝ｍ－ｎ＋１
式中　Ｆ———机构自由度
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ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度

ｍ———运动副数

ｖ———独立回路数　　ｎ———构件数

ξＬｊ———第 ｊ个独立回路的独立位移方程数

∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂｉ———前 ｊ条支链组成的子并联机构的

ＰＯＣ集

Ｍｂ（ｊ＋１）———前ｊ＋１条支链末端构件ＰＯＣ集

确定由第Ⅰ、Ⅱ支链构成的第 １个回路的独立

位移方程数为

ξＬ１＝ｄｉｍ．｛ＭｂⅠ∪ＭｂⅡ｝＝ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ[ ]０ ∪ ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

确定由第Ⅰ、Ⅱ支链构成的子并联机构（Ｓｕｂ

ＰＭ）的自由度和 ＰＯＣ集分别为

Ｆ（１－２）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

１

ｊ＝１
ξＬｊ＝９－６＝３

ＭＰａ（１－２）＝ＭｂⅠ∩ＭｂⅡ ＝
ｔ３

ｒ[ ]０ ∩ ｔ３

ｒ[ ]３ ＝ ｔ
３

ｒ[ ]０
确定由上述（Ｓｕｂ ＰＭ）和支链Ⅲ构成的回路的

独立位移方程数为

ξＬ２＝ｄｉｍ．｛ＭＰａ（１－２）∪ＭｂⅢ｝＝
ｔ３

ｒ[ ]３ ＝６
确定机构的自由度为

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

２

ｊ＝１
ξＬｊ＝９＋６－（６＋６）＝３

因此，该机构自由度为 ３，当取静平台 ０上的转

动副 Ｒａ１、Ｒ２１、Ｒ３１为驱动副时，动平台 １可实现 ３个

平移的运动输出。

１２３　机构耦合度 κ的计算

由基于序单开链（ＳＯＣ）的机构组成原理［１５］
知，

任一机构可分解为约束度为正、零、负的３种有序单

开链（ＳＯＣ），第 ｊ个 ＳＯＣｊ的约束度定义为

Δｊ＝∑
ｍｊ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｊ－ξＬｊ

Δ－ｊ ＝－５，－４，－３，－２，－１

Δ０ｊ＝０

Δ＋ｊ ＝＋１，＋２，
{

＋３

（５）

式中　ｍｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的运动副数

Ｉｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的驱动副数

进一步，一组有序的 ｖ个 ＳＯＣ可组成一个零自

由度的独立回路数为 ｖ的基本运动链 ＢＫＣ（Ｂａｓｉｃ
ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｃｈａｉｎ），对一个 ＢＫＣ而言，须满足

∑
ｖ

ｊ＝１
Δｊ＝０

因此，ＢＫＣ的耦合度为

κ＝Δ＋ｊ ＝｜Δ
－
ｊ｜＝

１
２ {ｍｉｎ ∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ }｜ （６）

式中 {　ｍｉｎ ∑
ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ }｜ ———ＢＫＣ分解为 ｖ个 ＳＯＣ

（Δｊ），有多种分配方案，

取（∑ ｜Δｊ｜）最小者

在１２２节中，已计算出机构两个回路的独立
位移方程数，即 ξＬ１＝ξＬ２＝６，因此，它们的约束度分
别为

Δ１＝∑
ｍ１

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ１－ξＬ１＝９－２－６＝１

Δ２＝∑
ｍ２

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ２－ξＬ２＝６－１－６＝－１

耦合度为

κ＝１２∑
ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ｜＝

１
２
（｜＋１｜＋｜－１｜）＝１

因此，该并联机构仅包含一个 ＢＫＣ，其耦合度

κ＝１，这样，机构位置正解求解时仅需建立含一个
虚拟变量的非线性位置方程，并可通过一维搜索法

求解该机构的位置正解。

２　机构位置分析

２１　基于有序单开链的机构位置正解求解原理

由基于有序单开链的机构组成原理
［１５］
可知，机

构可分解为若干个 ＢＫＣ，而每个 ＢＫＣ可分解为一系
列约束度分别为正值、零、负值的单开链回路，因此，

机构位置正解的求解，可转换为该 ＢＫＣ内 ３种单开
链回路的位置求解，而 ３种单开链回路的约束特性
及其建模方法分别为：

（１）约束度为正值的 ＳＯＣ（Δ＋ｊ）回路，会使机构

自由度增加 Δ＋ｊ；为确定其运动，需设定 Δ
＋
ｊ 个虚拟

变量（Δ＋ｊ ＝ｋ）。

（２）约束度为零的 ＳＯＣ（Δ０ｊ）回路，不影响机构
自由度，其运动具有确定性，即其位置正解能独立

求解。

（３）约束度为负值的 ＳＯＣ（Δ－ｊ）回路，使机构自

由度减少｜Δ－ｊ ｜，即可对机构建立｜Δ
－
ｊ ｜个约束方程

（｜Δ－ｊ｜＝ｋ）。

（４）因 ＳＯＣ（Δ＋ｊ）中的虚拟变量数目 Δ
＋
ｊ 恰等于

约束方程数目｜Δ－ｊ｜，因此，Δ
＋
ｊ 个变量的位置易于用

非线性方程的一般求解方法（例：迭代法、二分法

等）或直接应用符号计算软件求出。

２２　位置正解求解
已知：输入角 θ１、θ２、θ３，求：动平台上 ｏ′的坐标

（ｘ，ｙ，ｚ）。
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２２１　坐标系的建立和参数标注
机构的运动学建模如图 ２所示，设机构的静平

台０为等边三角形，３个转动副分别位于等边三角
形的内切圆的３个切点 Ａ１、Ａ２、Ａ３上；以静平台 ０的
几何中心 ｏ为原点，建立笛卡尔静坐标系，ｘ轴垂直
于平行四边形①所在的平面并通过点 Ａ１，ｙ轴平行
于平行四边形①平面且指向右侧，ｚ轴由右手法则
确定。

图 ２　３Ｔ机构的运动学建模

Ｆｉｇ．２　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆ３Ｔｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
动平台１也为等边三角形，动坐标系原点 ｏ′位

于动平台１的中心，ｘ′轴垂直于 Ｃ２Ｃ３，且通过 Ｇ１点，
ｙ′轴与 Ｃ２Ｃ３平行，指向点 Ｃ２侧，ｚ′轴根据右手法则
确定。

设等边三角形静平台 ０的内切圆半径为 ａ，等
边三角形动平台的边长为 ｌ２；平行四边形短杆 ２、５、
８的长度为 ｌ３，长杆 ３、６、９的长度为 ｌ４；平行四边形
之间的连接杆４、７的长度均为 ｌ５，连接杆 １０的长度
为 ｌ６；两条简单支链上的驱动杆 １１、１２的长度为 ｌ７，
连杆１３、１４的长度为 ｌ８。

Ａ１Ｂ１与 ｙ轴负方向的夹角为 θ１；Ａ２Ｂ２与 ｏＡ２延
长线的夹角为 θ２；Ａ３Ｂ３与 ｏＡ３延长线的夹角为 θ３；

Ｄ１Ｃ１与 ｙ轴正方向的夹角为 δ
；Ｆ１Ｅ１与 ｘ轴负方

向的夹角为 γ。
易知，在静坐标系 ｏｘｙｚ下，各点的坐标为

Ａ１＝（ａ，０，０）
Ｔ　Ａ２＝（－ａ／２，槡３ａ／２，０）

Ｔ

Ａ３＝（－ａ／２， 槡－３ａ／２，０）
Ｔ

Ｂ１＝（ａ，－ｌ４ｃｏｓθ１，ｌ４ｓｉｎθ１）
Ｔ

Ｂ２＝

－ａ／２－ｌ７ｃｏｓθ２／２

槡３ａ／ 槡２＋３ｌ７ｃｏｓθ２／２

ｌ７ｓｉｎθ











２

Ｂ３＝

－ａ／２－ｌ７ｃｏｓθ３／２

槡－３ａ／ 槡２－３ｌ７ｃｏｓθ３／２

ｌ７ｓｉｎθ











３

２２２　Δ１＞０的第一单开链回路的位置求解

在 Δ１＞０的回路上，设定虚拟变量 δ
，而中间

变量 γ可通过方程求出为关于 δ的函数。
由２２１节知，由第Ⅰ、Ⅱ支链构成的第 １回路

为

｛Ａ１－Ｂ１－Ｃ１－Ｄ１－Ｅ１－Ｆ１－Ｇ１－Ｃ２－Ｂ２－Ａ２｝
易求出点 Ｃ１、Ｄ１、Ｅ１、Ｆ１、Ｇ１的坐标为

Ｃ１＝（ａ，－ｌ４ｃｏｓθ１，ｌ４ｓｉｎθ１＋ｌ５）
Ｔ

Ｄ１＝

ａ

－ｌ４ｃｏｓθ１＋ｌ４ｃｏｓδ


ｌ４ｓｉｎθ１＋ｌ５＋ｌ４ｓｉｎδ













Ｅ１＝

ａ

－ｌ４ｃｏｓθ１＋ｌ４ｃｏｓδ


ｌ４ｓｉｎθ１＋ｌ５＋ｌ４ｓｉｎδ
 ＋ｌ











５

Ｆ１＝

ａ－ｌ４ｃｏｓγ

－ｌ４ｃｏｓθ１＋ｌ４ｃｏｓδ


ｌ４ｓｉｎθ１＋ｌ５＋ｌ４ｓｉｎδ
 ＋ｌ５＋ｌ４ｓｉｎ











γ

Ｇ１＝

ａ－ｌ４ｃｏｓγ

－ｌ４ｃｏｓθ１＋ｌ４ｃｏｓδ


ｌ４ｓｉｎθ１＋ｌ５＋ｌ４ｓｉｎδ
 ＋ｌ５＋ｌ４ｓｉｎγ＋ｌ









































６

（７）

同时，可计算得点 ｏ′的坐标

ｏ′＝
ｘ
ｙ









ｚ
＝

ａ－ｌ４ｃｏｓγ 槡－３ｌ２／３

－ｌ４ｃｏｓθ１＋ｌ４ｃｏｓδ


ｌ４ｓｉｎθ１＋ｌ４ｓｉｎδ
 ＋２ｌ５＋ｌ４ｓｉｎγ＋ｌ











６

（８）
进一步，点 Ｃ２、Ｃ３的坐标，用 ｏ′点的坐标表示为

Ｃ２＝
槡－３ｌ２／６＋ｘ

ｌ２／２＋ｙ











ｚ

（９）

Ｃ３＝
槡－３ｌ２／６＋ｘ

－ｌ２／２＋ｙ











ｚ

（１０）

由几何约束 Ｂ２Ｃ２＝ｌ８有

（ｘＣ２－ｘＢ２）
２＋（ｙＣ２－ｙＢ２）

２＋（ｚＣ２－ｚＢ２）
２＝ｌ２８

整理并简化得

Ａｓｉｎγ＋Ｂｃｏｓγ＋Ｃ＝０
令 ｔａｎγ／２＝ｕ，则有

γ＝２ａｒｃｔａｎＡ± Ａ２＋Ｂ２－Ｃ槡
２

Ｂ－Ｃ
其中 Ａ＝２Ｅｌ４－２ｌ４ｚＢ２

Ｂ＝－２Ｄｌ４＋２ｌ４ｘＢ２
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Ｃ＝Ｄ２＋Ｅ２＋Ｆ２－ｌ２９＋ｌ
２
４－

２ＤｘＢ２－２ＦｙＢ２－２ＥｚＢ２＋ｘ
２
Ｂ２
＋ｙ２Ｂ２＋ｚ

２
Ｂ２

Ｄ＝ａ 槡－３ｌ２／２

Ｅ＝ｌ４ｓｉｎθ１＋ｌ４ｓｉｎδ
 ＋２ｌ５＋ｌ６

Ｆ＝－ｌ４ｃｏｓθ１＋ｌ４ｃｏｓδ
 ＋ｌ２／２

显然，γ为虚拟变量 δ的函数。
２２３　Δ２＜０的第二单开链回路的位置求解

第二单开链回路｛Ａ３－Ｂ３－Ｃ３｝中：Ａ３、Ｂ３、Ｃ３的坐
标已求得，由几何约束Ｃ３Ｂ３＝ｌ８，建立位置约束方程

Ｆ（δ）＝（ｘＣ３－ｘＢ３）
２＋（ｙＣ３－ｙＢ３）

２＋

（ｚＣ３－ｚＢ３）
２－ｌ２８＝０ （１１）

该方程中仅包含一个虚拟变量 δ，因此，可通
过一维搜索，不断改变 δ的赋值，直至满足式（１１）
成立，获得真实的 δ；再代回式（７）～（１０），即可求得
各个运动副位置的真实值，从而得到该机构的位置

正解。计算过程如图３所示。

图 ３　本机构运动学正解求解流程图

Ｆｉｇ．３　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｆｏｒｗａｒｄｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ

ｏｆｐｒｏｐｏｓｅｄＰＭ
　
２３　位置逆解求解

已知：动平台１上 ｏ′的坐标（ｘ，ｙ，ｚ），求输入角
θ１、θ２、θ３。

由 ｏ′坐标（ｘ，ｙ，ｚ），可求 Ｆ１、Ｅ１、Ｄ１点的坐标为

Ｆ１＝
ｘ 槡＋３ｌ２／３

ｙ
ｚ－ｌ











６

（１２）

Ｅ１＝
ｘ 槡＋３ｌ２／３＋ｌ４ｃｏｓγ

ｙ
ｚ－ｌ６－ｌ４ｓｉｎ











γ

Ｄ１＝
ｘ 槡＋３ｌ２／３＋ｌ４ｃｏｓγ

ｙ
ｚ－ｌ６－ｌ４ｓｉｎγ－ｌ











５

由式（７）、（１２），可求出 γ为

γ＝ａｒｃｃｏｓ
ａ－ｘ 槡－３ｌ２／３

ｌ４
另外，Ｃ２、Ｃ３的坐标已由式（９）、（１０）给出，因

此，由杆长条件建立位置约束方程

（ｘＤ１－ｘＣ１）
２＋（ｙＤ１－ｙＣ１）

２＋（ｚＤ１－ｚＣ１）
２＝ｌ２４

（１３）
（ｘＣ２－ｘＢ２）

２＋（ｙＣ２－ｙＢ２）
２＋（ｚＣ２－ｚＢ２）

２＝ｌ２８

（１４）
（ｘＣ３－ｘＢ３）

２＋（ｙＣ３－ｙＢ３）
２＋（ｚＣ３－ｚＢ３）

２＝ｌ２８

（１５）
即可求解输入角 θ１、θ２、θ３为

θｉ＝２ａｒｃｔａｎ
２ｔｉ± ４ｔ２ｉ＋ＭｉＮ槡 ｉ

Ｎｉ
　（ｉ＝１，２，３）

（１６）
其中　ｔ１＝ｌ４ｌ５－ｌ４ｚＤ１　ｔ２＝－ｌ７ｚＣ２　ｔ３＝－ｌ７ｚＣ３

Ｍ１＝ａ
２＋ｌ２５－２ａｘＤ１＋２ｌ４ｙＤ１－２ｌ５ｚＤ１＋ｘ

２
Ｄ１
＋ｙ２Ｄ１＋ｚ

２
Ｄ１

Ｎ１＝－ａ
２－ｌ２５＋２ａｘＤ１＋２ｌ４ｙＤ１＋２ｌ５ｚＤ１－ｘ

２
Ｄ１
－ｙ２Ｄ１－ｚ

２
Ｄ１

Ｍ２＝ａ
２－ｌ２８＋ｌ

２
７＋２ａｌ７＋ｌ７ｘＣ２＋ａｘＣ２－

槡３ｌ７ｙＣ２ 槡－３ａｙＣ２＋ｘ
２
Ｃ２
＋ｙ２Ｃ２＋ｚ

２
Ｃ２

Ｎ２＝－ａ
２＋ｌ２８－ｌ

２
７＋２ａｌ７＋ｌ７ｘＣ２－ａｘＣ２－

槡３ｌ７ｙＣ２ 槡＋３ａｙＣ２－ｘ
２
Ｃ２
－ｙ２Ｃ２－ｚ

２
Ｃ２

Ｍ３＝ａ
２－ｌ２８＋ｌ

２
７＋２ａｌ７＋ｌ７ｘＣ３＋ａｘＣ３＋

槡３ｌ７ｙＣ３ 槡＋３ａｙＣ３＋ｘ
２
Ｃ３
＋ｙ２Ｃ３＋ｚ

２
Ｃ３

Ｎ３＝－ａ
２＋ｌ２８－ｌ

２
７＋２ａｌ７＋ｌ７ｘＣ３－ａｘＣ３＋

槡３ｌ７ｙＣ３ 槡－３ａｙＣ３－ｘ
２
Ｃ３
－ｙ２Ｃ３－ｚ

２
Ｃ３

综上所述，当给定动平台１上 ｏ′的坐标（ｘ，ｙ，ｚ）
时，输入角 θ１、θ２、θ３各有两组解，故逆解的数目为
２×２×２＝８，因此，机构有８种构型。
２４　正逆解验证

设 ａ 槡＝１５０ ３ｍｍ，ｌ２＝３００ｍｍ，ｌ３＝７０ｍｍ，ｌ４＝

１７０ｍｍ，ｌ５ ＝４５ｍｍ，ｌ６ ＝３１ｍｍ，ｌ７ ＝２１７ｍｍ，ｌ８＝
４３２ｍｍ。取３个输入角 θ１、θ２、θ３为１５０°、４１°、４１°。

由 Ｍａｔｌａｂ计算该机构位置正解，如表１所示。

表 １　位置正解数值

Ｔａｂ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅｓｏｆｄｉｒｅｃｔｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｍｍ

序号 ｘ ｙ ｚ

１ ２４１２７６１ ０２６１９ ２１６６４２９

２ ２３２２８２２ ０１３８２ ３３１３１７

３ ７６８９７７ ０３７３１ ４５７１０４５

４ ２４７１４０５ ４２３７０ １７６５０１２

　　取表 １中第 ３组正解数值，代入逆解式（１６）
中，得到 θ１、θ２、θ３的８组逆解数值，如表２所示。
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表 ２　位置逆解数值

Ｔａｂ．２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅｓｏｆｉｎｖｅｒｓｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ　（°）

序号 θ１ θ２ θ３

１ ２９４２７０ ４１０４００ ４１１４００

２ ２９４２７０ ４１０４００ １６９５３５７

３ １５０８３００ ４１０４００ ４１１４００

４ １５０８３００ ４１０４００ １６９５３５７

５ ２９４２７０ １６９４８５０ ４１１４００

６ ２９４２７０ １６９４８５０ １６９５３５７

７ １５０８３００ １６９４８５０ ４１１４００

８ １５０８３００ １６９４８５０ １６９５３５７

　　可见，表２中第 ３组的逆解数据和正解求解时
给定的 ３个输入角一致，其最大 相 对 误 差 为
０５５％；同样，用表１中的其他正解数据，也验证了
正、逆解公式的正确性。

３　机构奇异性分析

３１　雅可比矩阵
将式（１３）～（１５）两边同时对时间 ｔ求导，得该

机构动平台末端执行器的输出速度 ｘ· ＝［ｘ·　ｙ·　

ｚ·］Ｔ和主动关节的输入角速度 θ
·

＝［θ
·

１　θ
·

２　θ
·

３］
Ｔ

的关系为

Ａｘ· ＋Ｂθ
·

＝０ （１７）
其中

　　　Ａ＝

ｆ１１ ｆ１２ ｆ１３
ｆ２１ ｆ２２ ｆ２３
ｆ３１ ｆ３２ ｆ











３３

　Ｂ＝ｄｉａｇ（ｕ１１，ｕ２２，ｕ３３）

ｆ１１＝ｘＤ１－ｘＣ１　ｆ１２＝ｙＤ１－ｙＣ１　ｆ１３＝ｚＤ１－ｚＣ１
ｆ２１＝ｘＣ２－ｘＢ２　ｆ２２＝ｙＣ２－ｙＢ２　ｆ２３＝ｚＣ２－ｚＢ２
ｆ３１＝ｘＣ３－ｘＢ３　ｆ３２＝ｙＣ３－ｙＢ３　ｆ３３＝ｚＣ３－ｚＢ３
ｕ１１＝－（ｙＤ１－ｙＣ１）ｌ４ｓｉｎθ１－（ｚＤ１－ｚＣ１）ｌ４ｃｏｓθ１
ｕ２２＝－（ｘＣ２－ｘＢ２）ｌ７ｓｉｎθ２／２＋（ｙＣ２－

ｙＢ２）槡３ｌ７ｓｉｎθ２／２－ｌ７（ｚＣ２－ｚＢ２）ｃｏｓθ２
ｕ３３＝－（ｘＣ３－ｘＢ３）ｌ７ｓｉｎθ３／２－（ｙＣ３－

ｙＢ３）槡３ｌ７ｓｉｎθ３／２－ｌ７（ｚＣ３－ｚＢ３）ｃｏｓθ３
３２　奇异性分析

依据矩阵 Ａ、Ｂ是否奇异，将机构奇异位形分为
如下３类［２２］

：

（１）第Ⅰ类奇异，即
ｄｅｔＢ＝０ （１８）

这种类型的奇异位形发生在并联机构的工作空

间边界或者位置逆解数目发生变化时的位形，称为

串联奇异（边界奇异）。当机构发生第Ⅰ类奇异时，
机构的执行构件将失去某个方向的运动能力，此时，

至少有一个运动链达到了工作空间的边界。　

根据式（１８）有，ｕ１１ｕ１２ｕ１３＝０，所以 ｕ１１、ｕ１２、ｕ１３中
至少有一个为零，当ｕ１１＝０，即ｔａｎθ１＝－（ｚＤ１－ｚＣ１）／
（ｙＤ１－ｙＣ１），即点 Ｃ１、Ｄ１所在直线斜率和角 θ１的斜
率相等，即当 Ｒｄ２Ｒａ２和 Ｒｄ１Ｒａ１平行时如图４ａ所示。

图 ４　第Ⅰ类奇异位置

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｋｉｎｄｏｆｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ
　
同理 ｕ２２、ｕ３３为零的条件分别为
ｔａｎθ２＝－（ｚＣ２－ｚＢ２）／（ｘＣ２－ｘＢ２）ｃｏｓ６０°＋

（ｙＣ２－ｙＢ２）ｃｏｓ３０°
ｔａｎθ３＝－（ｚＣ３－ｚＢ３）／（ｘＣ３－ｘＢ３）ｃｏｓ６０°－

（ｙＣ３－ｙＢ３）ｃｏｓ３０°

对应的条件分别为点 Ｃ２、Ｂ２、Ａ２和点 Ｃ３、Ｂ３、Ａ３分别
在 Ａ２ｏｚ和 Ａ３ｏｚ平面共线，两个条件中，其中一个发
生即为串联奇异的第２种情况。机构的２条 ＲＳＳ支
链是对称的，因此，图４ｂ为其中一种情况，即一条支
链达到工作空间边界的情况。

当机构处于以上任一位置时，均会发生奇异。

（２）第Ⅱ类奇异，即
ｄｅｔＡ＝０ （１９）

这种类型的奇异位形发生在并联结构的工作空

间内部，称为并联奇异（内部奇异）。此时固定并联

机构的输入驱动关节，末端执行器仍存在瞬时运动，

表明机构至少获得一个瞬时自由度，这时并联机构

失去刚度，无法承受任何承载。

由式（１９）可知，将矩阵 Ａ看作 ３个行向量，即：
Ａ＝［ｅ１　ｅ２　ｅ３］

Ｔ
，ｄｅｔＡ＝０存在两种情况：

①２个向量线性相关
设 ｋｅ１＝ｅ２（即 ｅ１、ｅ２线性相关）

ｋ（ｆ１１，ｆ１２，ｆ１３）
Ｔ＝（ｆ２１，ｆ２２，ｆ２３）

Ｔ

即杆 Ｒｃ２Ｒｂ２和杆 Ｓ２３Ｓ２２在空间内平行，如图 ５ａ
所示。

设 ｋｅ２＝ｅ３（即 ｅ２、ｅ３线性相关）

ｋ（ｆ２１，ｆ２２，ｆ２３）
Ｔ＝（ｆ３１，ｆ３２，ｆ３３）

Ｔ

即杆 Ｓ３３Ｓ３２和杆 Ｓ２３Ｓ２２在空间内平行，如图 ５ｂ
所示。

②３个向量线性相关
设 ｅ２＝ｋ１ｅ１＋ｋ２ｅ３（ｋ１ｋ２≠０），则有

ｋ（ｆ２１，ｆ２２，ｆ２３）
Ｔ＝ｋ１（ｆ１１，ｆ１２］ｆ１３）

Ｔ＋ｋ２（ｆ３１，ｆ３２，ｆ３３）
Ｔ
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通过 Ｍａｔｌａｂ计算表明，该种情况下 ｋ１、ｋ２的解
无法解出，因此，此种情况不存在。

图 ５　第Ⅱ类奇异位置

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｏｆｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ
　
（３）第Ⅲ类奇异，即

ｄｅｔＡ＝０且 ｄｅｔＢ＝０
此时机构的驱动关节和末端执行器都存在着瞬

时互不影响的非零输入和输出，对应的位姿就是第

Ⅲ类奇异，处于该类奇异时，机构将失去自由度，在
机构设计阶段应予以避免。

４　机构的工作空间以及内部奇异分析

Ｕ副在实际中应用广泛，相比于 Ｓ副有着更大
的转动范围，且结构更简单。因此，两条 ＲＳＳ无约
束支链，实际制作时采用 ＲＵＵ支链，自由度、输出和
运动学分析不变，但被动副的运动范围增加了很多，

因此，工作空间大大增加。根据实验室已经制作的

使用 ＲＵＵ支链替代 ＲＳＳ支链的样机的尺寸比例，
在 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ中设计虚拟样机如图 ６所示，在每一
个 Ｕ副上建立空间直角坐标系 ｕｉｖｉｗｉ（ｉ＝１，２，３，
４），向量 ａｉ（ｉ＝２，３）表示平行于驱动副转动轴线并
指向静坐标系 ｘ轴正方向的向量；向量 ｂｉ（ｉ＝２，３）
表示与驱动臂平行，并指向被动 Ｕ副的向量。

图 ６　虚拟样机设计

Ｆｉｇ．６　Ｖｉｒｔｕａｌｐｒｏｔｏｔｙｐｉｎｇｄｅｓｉｇｎ
　
图７为支链Ⅱ中连接主动臂和从动臂的 Ｕ副

Ｕ２２的建模图，αｕ１为向量 ｎ１绕着向量 ｕ１轴转动，距向
量 ｗ１轴产生的偏角；αｖ１为向量 ｎ１绕着向量 ｖ１轴转
动，距向量 ｗ１轴产生的偏角；在虚拟样机中调试动
平台运动，得到向量 ｕ１和向量 ｎ１的夹角范围为
３０°≤ａｒｃｃｏｓ（ｕ１ｎ１）≤１２０°，向量 ｖ１和向量 ｎ１的夹角

图 ７　被动副 Ｕ２２建模

Ｆｉｇ．７　ＭｏｄｅｌｉｎｇｏｆｐａｓｓｉｖｅｊｏｉｎｔＵ２２
　
范围为０°≤ａｒｃｃｏｓ（ｖ１ｎ１）≤１８０°。

图８为支链Ⅱ中连接从动臂和动平台的 Ｕ副
的 Ｕ２３建模图，αｕ２为向量 ｎ２绕着向量 ｕ２轴转动，距
向量 ｗ２轴产生的偏角；αｖ２为向量 ｎ２绕着向量 ｖ２轴
转动，距向量 ｗ２轴产生的偏角；在虚拟样机中调试
动平台运动，得到向量 ｕ２和向量 ｎ２的夹角范围为
５０°≤ａｒｃｃｏｓ（ｕ２ｎ２）≤１５０°，向量 ｖ２和向量 ｎ２的夹角
范围为９０°≤ａｒｃｃｏｓ（ｖ２ｎ２）≤１８０°。

图 ８　被动副 Ｕ２３建模

Ｆｉｇ．８　ＭｏｄｅｌｉｎｇｏｆｐａｓｓｉｖｅｊｏｉｎｔＵ２３
　
另一条 ＲＵＵ支链建模同理。
机构的工作空间分析，采用离散化空间三维搜

索法，将搜索范围设定为：－１００ｍｍ≤ｘ≤３００ｍｍ，
－４００ｍｍ≤ｙ≤４００ｍｍ，－４５０ｍｍ≤ｚ≤６５０ｍｍ，
－π≤θ≤π。
通过 Ｍａｔｌａｂ求得工作空间，如图９所示。

图 ９　工作空间及其奇异情况

Ｆｉｇ．９　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅａｎｄｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ
　
串联奇异可以通过实际控制手段避开，因此，本

文主要讨论并联奇异，即第Ⅱ类奇异。　根据第Ⅱ类
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奇异判别式（１９），利用 Ｍａｔｌａｂ软件编程求解，得到
如图９所示的机构工作空间的三维立体图，其中，红
色的点为发生第Ⅱ类奇异时在工作空间内的位置，

绿色部分为无奇异区域。图１０为４个 ｘ ｙ截面随
着 ｚ值的改变奇异与非奇异工作空间情况，表明该
工作空间内部的无奇异工作空间较大。

图 １０　工作空间内不同 ｘ ｙ截面内奇异情况

Ｆｉｇ．１０　Ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓｉｎｗｏｒｋｓｐａｃｅｆｒｏｍｄｉｆｆｅｒｅｎｔｘ ｙｓｅｃｔｉｏｎｓ
　

５　结论

（１）提出了一种低耦合度三平移并联机构，其结构
简单，具有单一动平台，可实现较大范围的三维移动。

（２）机构耦合度 κ＝１，因此，其位置正解求解仅

需建立含一个虚拟变量的非线性约束方程，并用一

维搜索法即可求得。

（３）给出了该机构发生奇异位置的几何条件和
工作空间内奇异产生的位置，表明机构的有效工作

空间较大。
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