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摘要：根据基于方位特征集的并联机构拓扑结构设计理论和机构结构降耦原理，设计了一种低耦合度的 ３Ｔ１Ｒ运

动解耦并联机构。首先，对一种耦合度 κ为 ２的 ３Ｔ１Ｒ并联机构进行了结构降耦设计，得到了耦合度较低（κ１＝１，

κ２＝０），但自由度和末端执行件输出运动类型均保持不变的新机型；又对其进行了运动解耦性分析，表明机构具有

部分运动解耦；然后，导出了机构位置正、逆解方程和雅可比矩阵；最后，基于雅可比矩阵分析了机构奇异性，并进

一步对该并联机构可达工作空间和转动能力进行了分析，得到了机构无奇异工作空间区域。结果表明，降耦机构

具有结构简单、无奇异工作空间形状规则、体积大，且全工作空间所有位置的转动能力一致等特点，克服了一般并

联机构耦合性强、控制复杂的弱点，具有较好的工业应用前景。
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０　引言

３Ｔ１Ｒ并联机构由于能实现沿 ｘ、ｙ、ｚ轴的平动
和绕固定轴（通常为 ｚ轴）的转动，可用于分拣、包
装、码垛、装配等操作，在工业中得到大量应用。最

初的３Ｔ１Ｒ并联机构是在 ３ＤＯＦＤｅｌｔａ机器人［１］
的

基础上加装中间 ＵＰＵ支链以实现绕 ｚ轴的独立转
动。在此之后，提出了一系列由 ４支链和铰接双动
平台组成的 ３Ｔ１Ｒ并联机构［２－８］

，如 Ｈ４、Ｉ４、Ｐａｒ４、
Ｈｅｌｉ４、ＣｒｏｓｓＩＶ等；文献［９－１４］提出了一类结构对



称、具有４支链和刚性单动平台的 ３Ｔ１Ｒ并联机构。
上述能实现 ３Ｔ１Ｒ运动的并联机构中，含铰接双动
平台的机构，通过 ２个子动平台的相对运动和特定
设计的传动装置能实现较大旋转角，最大转动范围

可达［－９０°，９０°］，但该类机构的结构和运动学都
较为复杂；而刚性单动平台 ３Ｔ１Ｒ机构，由于支链耦
合、机构奇异性的影响，这些机构的工作空间特别是

转动范围受限，且这些机构的耦合度较大（κ＝２），
其运动学正解、动力学分析求解复杂。因此，为满足

工程实际应用需要，还需要对解耦及大转动能力的

３Ｔ１Ｒ并联机构进行更多的研究。
根据基于方位特征 （Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ，ＰＯＣ）方程的并联机构拓扑结构设计
理论，文献［１５］提出了 ３种拓扑结构降耦设计原理
和方法，其中，基于运动副复合的设计方法，在降低

机构耦合度的同时，使机构的结构设计、制造变得更

简单，已成为并联机构拓扑结构降耦设计的一种主

要方法
［１６－１８］

。

文献［１９－２１］提出了一种具有较好应用前景
的四自由度 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ并联机构，能实现三平移
和绕动平台法线的一个转动输出，但机构的耦合度

较高（κ＝２），且机构的转动能力受限。本文采用基
于运动副复合的设计方法，对其进行结构降耦，以得

到一种自由度和末端件输出运动类型保持不变，但

机构耦合度降低，且具有运动解耦的新机型。

１　降耦并联机构

１１　机构降耦设计
１１１　Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ并联机构

图 １　Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ并联机构

Ｆｉｇ．１　ＫｉｎｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＱｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ
　

Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ并联机构如图 １所示［２２］
，由 １条

ＣＲＲ支链（Ｌｅｇ１）和３条 ＣＲＲＲ支链（Ｌｅｇ２、Ｌｅｇ３、
Ｌｅｇ４）连接定平台和动平台；与动平台相连的 ４个
Ｒ副的轴线与动平台的法线相互平行；每条支链上
其余的 Ｃ副和 Ｒ副轴线互相平行。

易知，当定平台上 ４个 Ｃ副的移动作为驱动
时，动平台可实现三平移和绕动平台法线的转动输

出；同时，该机构由１个基本运动链（ＢＫＣ）组成，且
耦合度 κ＝２，其运动学正解及动力学正反解求解
复杂。

１１２　降耦设计
文献［１５］提出的基于运动副复合的结构降耦

设计方法，已对多种耦合度较高的并联机构进行了

拓扑降耦优化设计
［１５－１８］

。由于 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ机构
动平台上的４个 Ｒ副轴线平行，可以通过合并的方
法达到机构结构降耦的目的。

保持 ＣＲＲ支链（Ｌｅｇ１）不变，首先将图 １所示
Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ并联机构的２条 ＣＲＲＲ支链（Ｌｅｇ２和
Ｌｅｇ３）上与动平台连接的 ２个转动副重合，合并成
ＲＤ副，移至动平台的中心；再拆开另 １条 ＣＲＲＲ支
链（Ｌｅｇ４）与动平台相连的 Ｒ副，并通过末端执行
件与 ＲＤ副相连，则构成图 ２所示的新型降耦机构，
记为（３ＣＲＲ／Ｒ）＆ＣＲＲＲ并联机构。

图 ２　（３ＣＲＲ／Ｒ）＆ＣＲＲＲ降耦并联机构

Ｆｉｇ．２　（３ＣＲＲ／Ｒ）＆ＣＲＲＲｄｅｃｏｕｐｌｅｄＰＭ
　
这样，降耦机构由静平台 ０、中间平台 １和末端

执行件 ２组成。其中，静平台 ０和中间平台 １之间
由转动副 Ｒ１２、Ｒ１３、Ｒ２２、Ｒ２３、Ｒ３２、Ｒ３３和圆柱副 Ｃ１１、
Ｃ２１、Ｃ３１及相应构件组成，且满足 Ｃ１１‖Ｒ１２‖Ｒ１３、Ｃ２１‖
Ｒ２２‖Ｒ２３、Ｃ３１‖Ｒ３２‖Ｒ３３，装配时 Ｃ１１、Ｃ２１、Ｃ３１互相正
交；另一支链由 Ｃ４１、Ｒ４２、Ｒ４３和 Ｒ４４（正交的两转动副
Ｒ４３、Ｒ４４可采用万向节代替，记为 Ｕ４３）组成；旋转轴
ＲＤ固定在中间平台１上，且垂直于中间平台 １；主动
输入为 Ｃ１１、Ｃ２１、Ｃ３１、Ｃ４１的移动。
１２　拓扑结构特征分析
１２１　机构的 ＰＯＣ计算

并联机构的 ＰＯＣ方程［２２］
为

Ｍｂｉ＝∪
ｍ

ｉ＝１
ＭＪｉ （１）

ＭＰａ＝∩
ｖ＋１

ｉ＝１
Ｍｂｉ （２）

式中　ＭＪｉ———第 ｉ个运动副的 ＰＯＣ集
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Ｍｂｉ———第 ｉ条支链末端的 ＰＯＣ集
ＭＰａ———机构动平台的 ＰＯＣ集
ｍ———运动副数
ｖ———独立回路数

静平台０与中间平台１及 ３条 Ｃｉ１Ｒｉ２Ｒｉ３（ｉ＝１，
２，３）支链可看成一子并联机构。

确定中间平台１的 ＰＯＣ集为
ＭＰａ１＝Ｍｂ１∩Ｍｂ２∩Ｍｂ３＝

ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１１[ ]）∩
ｔ３

ｒ１（‖Ｒ２１[ ]）∩
ｔ３

ｒ１（‖Ｒ３１[ ]） ＝ ｔ
３

ｒ[ ]０
即子并联机构可看成是１条三平移输出的等效支链
ＳＯＣ｛ Ｐ Ｐ Ｐ ｝。

末端执行件的 ＰＯＣ集为
ＭＰａ＝（ＭＰａ１∪ＭＲＤ）∩Ｍｂ４＝

ｔ３

ｒ[ ]０ ∪ ｔ０

ｒ１（‖ＲＤ[ ]





）
∩

ｔ３

ｒ２（‖◇（Ｒ４１，ＲＤ[ ]） ＝
ｔ３

ｒ１（‖ＲＤ[ ]）
因此，机构自由度为４，具有空间任意方向的移

动和绕垂直于中间平台 １法线方向的转动，与
Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ机构输出特性相同。
１２２　机构的自由度计算

并联机构 ＤＯＦ公式［２２］
为

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

ｖ

ｊ＝１
ξＬｊ （３）

其中 ξＬｊ＝ｄｉｍ { (． ∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂ )ｉ ∪Ｍｂ（ｊ＋１ }） （４）

ｖ＝ｍ－ｎ＋１
式中　Ｆ———机构自由度

ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度
ｎ———构件数
ξＬｊ———第 ｊ个独立回路的独立位移方程数

∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂｉ———前ｊ条支链组成子并联机构ＰＯＣ集

Ｍｂ（ｊ＋１）———前ｊ＋１条支链末端构件ＰＯＣ集
机构所含的独立回路数为

ｖ＝ｍ－ｎ＋１＝１４－１２＋１＝３
机构的拓扑结构路线可以分解为

ＳＯＣ１｛ Ｃ１１‖Ｒ１２‖Ｒ１３ Ｒ２３‖Ｒ２２‖Ｃ２１ ｝
ＳＯＣ２｛ Ｃ３１‖Ｒ３２‖Ｒ３３ ｝
ＳＯＣ３｛ ＲＤ‖Ｒ４４⊥Ｒ４３‖Ｒ４２‖Ｃ４１ ｝
由式（４）得

ξＬ１＝ｄｉｍ．｛Ｍｂ１∪Ｍｂ２｝＝

ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１１[ ]）∪
ｔ３

ｒ１（‖Ｒ２１[ ]{ }） ＝５

其构成子并联机构 ＰＭ（１－２）的自由度和 ＰＯＣ集为

Ｆ（１－２）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

１

ｊ＝１
ξＬｊ＝８－５＝３

由式（２）得

ＭＰａ（１－２）＝Ｍｂ１∩Ｍｂ２＝
ｔ３

ｒ[ ]０
ξＬ２＝ｄｉｍ．｛ＭＰａ（１－２）∪Ｍｂ３｝＝

ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ[ ]０ ∪ ｔ３

ｒ１（‖Ｒ３１[ ]{ }） ＝４

其子并联机构 ＰＭ（１－３）的自由度和 ＰＯＣ集为

Ｆ（１－３）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

２

ｊ＝１
ξＬｊ＝１２－５－４＝３

由式（２）得

ＭＰａ（１－３）＝Ｍｂ１∩Ｍｂ２∩Ｍｂ３＝
ｔ３

ｒ[ ]０
ξＬ３＝ｄｉｍ．｛ＭＰａ（１－３）∪Ｍｂ４｝＝

ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ[ ]０ ∪ ｔ３

ｒ２（‖◇（Ｒ４１，ＲＤ[ ]{ }） ＝５

由式（３）得

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

２

ｊ＝１
ξＬｊ＝１２＋６－（５＋４＋５）＝４

因此，该降耦机构的自由度仍为 ４，当取静平台
０上 Ｃ副的移动作为驱动副时，末端输出件 ２可实
现３个平移及１个转动的运动输出。
１２３　机构耦合度 κ计算

由基于序单开链（Ｓｉｎｇｌｅｏｐｅｎｃｈａｉｎ，ＳＯＣ）的机
构组成原理

［２２］
可知，任一机构可分解为约束度为

正、零、负的 ３种有序单开链（ＳＯＣ），第 ｊ个 ＳＯＣｊ的
约束度定义为

Δｊ＝∑
ｍｊ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｊ－ξＬｊ

Δ－ｊ ＝－５，－４，－３，－２，－１

Δ０ｊ＝０

Δ＋ｊ ＝＋１，＋２，＋３，＋４，
{

＋５

（５）
式中　ｍｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的运动副数

Ｉｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的驱动副数
进一步，一组有序的 ｖ个 ＳＯＣ可组成一个零自

由度的独立回路数为 ｖ的 基本 运动 链 （Ｂａｓｉｃ
ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｃｈａｉｎ，ＢＫＣ），对一个 ＢＫＣ而言，须满足

∑
ｖ

ｊ＝１
Δｊ＝０ （６）

因此，ＢＫＣ的耦合度为

κ＝１２
ｍｉｎ {． ∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ }｜ （７）

已计算出机构 ３个回路的独立位移方程数，分
别为 ξＬ１＝５，ξＬ２＝４，ξＬ３＝５，因此，由式（５）可得：

ＳＯＣ１的约束度为
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Δ１＝∑
ｍ１

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ１－ξＬ１＝８－２－５＝＋１

ＳＯＣ２的约束度为

Δ２＝∑
ｍ２

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ２－ξＬ２＝４－１－４＝－１

由式（６），有∑
２

ｊ＝１
Δｊ＝０，则 ＳＯＣ１、ＳＯＣ２构成一基

本运动链，记为 ＢＫＣ１，其耦合度为

κ１＝ {１２ ∑
２

ｊ＝１
｜Δｊ }｜ ＝１

２
｛｜＋１｜＋｜－１｜｝＝１

ＳＯＣ３的约束度为

Δ３＝∑
ｍ３

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ３－ξＬ３＝６－１－５＝０

则 ＳＯＣ３构成另一基本运动链 ＢＫＣ２，耦合度κ２＝０。
１２４　降耦机构运动解耦性分析

对图２所示的降耦机构进行解耦性分析如下：
（１）降耦机构可分解为 ２个 ＢＫＣ，如图 ３所示。

其中，ＢＫＣ１由 ＳＯＣ１和 ＳＯＣ２构成，即由静平台 ０、中
间平台１及其间的３条 Ｃｉ１Ｒｉ２Ｒｉ３（ｉ＝１，２，３）支链组
成；另一个 ＢＫＣ２由 Ｃ４１、Ｒ４２、Ｕ４３、ＲＤ组成。

图 ３　降耦机构的拓扑结构组成

Ｆｉｇ．３　ＴｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｄｅｃｏｕｐｌｅｄＰＭ
　
（２）由于机构的 ４个驱动位于不同的 ＢＫＣ，满

足文献［２２］的并联机构解耦性准则条件，则降耦机
构具有部分自由度，即机构输出具有运动解耦。

（３）末端输出件２的位姿取决于所有主驱动输
入，与其相邻的中间平台１（包括转动副 ＲＤ）的位姿
取决于部分输入；末端输出件 ２与中间平台 １的平
移运动重合，同时，末端件 ２绕转动副 ＲＤ相对于中
间平台１以角 φ旋转。

用同样的方法，对 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ机构进行了上
述的拓扑结构特征分析，分析结果如表１所示。

结果 表明，降耦 机 构 的 自 由 度、ＰＯＣ集 与
Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ相同，均为 ３Ｔ１Ｒ；但运动副数和构件
数均有所减小，故降耦机构的结构设计、制造更为简

单；从拓扑结构组成来看，Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ由一个 ＢＫＣ
组成，耦合度 κ＝２；而降耦机构由两个 ＢＫＣ组成，
耦合度分别为 １和 ０，　且降耦机构的输出具有部分

解耦性，表明降耦机构的运动学正解及动力学分析

的难度将会大大降低。

表 １　两种并联机构的拓扑结构特征

Ｔａｂ．１　ＴｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｗｏＰＭ

拓扑结构特征 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ 降耦机构

构件数 １３ １２

运动副数 １５ １４

自由度 Ｆ ４ ４

ＰＯＣ集 ＭＰａ
ｔ３

ｒ[ ]１ ｔ３

ｒ[ ]１
独立回路数 ｖ ３ ３

独立位移方程数 ξ １５ １４

基本运动链 ＢＫＣ个数 １ ２

耦合度 ２ １，０

运动解耦性 部分解耦 部分解耦

２　运动学分析

静平台采用框架形式，建立如图 ４所示定坐标
系 Ｏｘｙｚ，ｚ轴与 Ｃ１１轴线平行，ｘ轴平行于 Ｃ３１轴线；

θｉ１（ｉ＝１，２，３）分别为构件 Ａ１Ｂ１与 ｘ轴、构件 Ａ２Ｂ２与
ｘ轴、构件 Ａ３Ｂ３与 ｚ轴的夹角；４个移动驱动滑块分
别安装在间距为 Ｌ的４个轨道上；驱动副行程为 ρ，
安装中心分别记为 Ｇｉ（ｉ＝１，２，３，４）；每个分支的定
长杆 ＡｉＢｉ及 ＢｉＣｉ长度设为 ｌｉｊ（ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２）。

图 ４　并联机构运动示意图

Ｆｉｇ．４　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍ
　
在中间平台１的 Ｎ点建立动坐标系 Ｎｕｖｗ，ｖ轴

平行于转动副 Ｒ２３轴线方向，ｗ轴平行于中间平台 １
的法线；点 Ｃｉ（ｉ＝１，２，３）是转动副 Ｒｉ３（ｉ＝１，２，３）在
中间平台 １上的安装基点，其特征参数是 ｒ，且有
｜ＮＣｉ｜＝ｒ（ｉ＝１，２，３），并设 Ｃｉ在 Ｎｕｖｗ坐标系下的
位置矢量为 ｒｉ，βｉ（ｉ＝１，２，３）为 ＮＣｉ与 ｕ轴的夹角，
如图５所示。

基本运动链 ＢＫＣ２的结构如图 ６所示，θ４１为构
件 Ａ４Ｂ４与 ｘ轴的夹角；定长杆 Ａ４Ｂ４及 Ｂ４Ｃ４杆长分别
为 ｌ４１、ｌ４２；末端输出件 Ｃ４Ｄ长度为 ｌ。

设驱动副的输入变量为 ρ＝（ρ１，ρ２，ρ３，ρ４），末
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图 ５　中间平台 １上运动副的分布

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐａｉｒｓｏｎｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ １
　

图 ６　基本运动链 ＢＫＣ２示意图

Ｆｉｇ．６　ＳｋｅｔｃｈｏｆＢＫＣ２
　
端输出件基点 Ｄ位姿为 ｘ＝（ｘＤ，ｙＤ，ｚＤ，φ），则 ４条
支链存在以下关系：

支链１
ｘＮ＝ｌ１１ｃｏｓθ１１＋ｌ１２ｃｏｓ（θ１１＋θ１２）－ｒｃｏｓβ１
ｙＮ＝ｌ１１ｓｉｎθ１１＋ｌ１２ｓｉｎ（θ１１＋θ１２）－ｒｓｉｎβ１
ｚＮ＝ρ

{
１

（８）

支链２
ｘＮ＝ｌ２１ｃｏｓθ２１＋ｌ２２ｃｏｓ（θ２１＋θ２２）＋ｒｃｏｓβ２
ｙＮ＝ρ２－ｒｓｉｎβ２
ｚＮ＝－ｌ２１ｓｉｎθ２１－ｌ２２ｓｉｎ（θ２１＋θ２２

{
）

（９）

支链３
ｘＮ＝ρ３－ｒｃｏｓβ３
ｙＮ＝Ｌ－ｌ３１ｃｏｓθ３１－ｌ３２ｃｏｓ（θ３１＋θ３２）－ｒｓｉｎβ３
ｚＮ＝ｌ３１ｓｉｎθ３１＋ｌ３２ｓｉｎ（θ３１＋θ３２

{
）

（１０）
Ｃ４坐标满足如下关系
ｘＣ４＝Ｌ－（ｌ４１ｃｏｓθ４１＋ｌ４２ｃｏｓ（θ４１＋θ４２））＝ｘＮ＋ｌｃｏｓφ

ｙＣ４＝ρ４＝ｙＮ＋ｌｓｉｎφ

ｚＣ４＝－ｌ４１ｓｉｎθ４１－ｌ４２ｓｉｎ（θ４１＋θ４２）＝ｚＮ＋
{

ｈ

（１１）
式中　ｈ———转动副安装基点Ｄ与点Ｎ距离，见图６

则由式（８）～（１１），可得
ρ２－ｒｓｉｎβ２＝ρ４－ｌｓｉｎφ （１２）

２１　机构位置正解
已知机构的输入位移（ρ１，ρ２，ρ３，ρ４），求末端输

出点 Ｄ的位姿（ｘＤ，ｙＤ，ｚＤ，φ），即为位置正解。
由式（８）～（１２），有

ｘＤ＝ρ３－ｒｃｏｓβ３
ｙＤ＝ρ２－ｒｓｉｎβ２
ｚＤ＝ρ１＋

{
ｈ

（１３）

ｓｉｎφ＝（ρ４－ρ２＋ｒｓｉｎβ２）／ｌ （１４）
解式（１４），可得：
（１）当｜ρ４－ρ２＋ｒｓｉｎβ２｜／ｌ＜１时，φ有两组解

φ１＝ａｒｃｓｉｎ（｜ρ４－ρ２＋ｒｓｉｎβ２｜／ｌ） （１５）
φ２＝ａｒｃｓｉｎ（｜ρ４－ρ２＋ｒｓｉｎβ２｜／ｌ）＋π （１６）

（２）当｜ρ４－ρ２＋ｒｓｉｎβ２｜／ｌ＝１时，φ有一组解。
（３）当｜ρ４－ρ２＋ｒｓｉｎβ２｜／ｌ＞１时，φ无解。
分析表明，对于给定的、非奇异输入，末端执行

件有两组姿态；而当初始装配情形确定后，机构的运

动学正解具有唯一性。

２２　机构位置反解
已知末端输出基点 Ｄ的位姿（ｘＤ，ｙＤ，ｚＤ，φ），求

机构的输入位移（ρ１，ρ２，ρ３，ρ４），即为位置反解。
由式（１３）、（１４）可直接得出机构反解方程为

ρ１＝ｚＤ－ｈ

ρ２＝ｙＤ＋ｒｓｉｎβ２
ρ３＝ｘＤ＋ｒｃｏｓβ３
ρ４＝ρ２－ｒｓｉｎβ２＋ｌｓｉｎ













φ

（１７）

对式（１３）、（１４）整理，可得末端基点的输出矩
阵形式为

ＵＤ＝
ｘ ｙ ｚ
· ·[ ]φ ＝

ｆ１（ρ３） ｆ２（ρ２） ｆ３（ρ１）

· · ｆ４（ρ２，ρ４[ ]）
（１８）

式中　·———输出常数
ｆｉ（·）———结构参数构成的函数

由式（１８）可知，该机构的解耦性具有两层含
义：①末端输出件的位置与姿态具有拓扑解耦特性。
②末端输出的移动本身具有解耦特性，且具有各向
同性，这为控制带来了方便。

３　机构雅可比矩阵及奇异性分析

３１　机构雅可比矩阵

设机构 ４个驱动副的移动速度为 ρ· ＝（ρ·１，ρ
·

２，

ρ·３，ρ
·

４），末端执行件的输出速度为 Ｖ＝ｘ
· ＝（ｘ·Ｄ，ｙ

·

Ｄ，

ｚ·Ｄ，φ
·
）。

将式（１７）对时间 ｔ求导，整理得
Ａρ· ＝ＢＶ （１９）

其中 Ａ＝

０ ０ １ ０
０ １ ０ ０
１ ０ ０ ０

０ －１
ｌ
０ １















ｌ
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Ｂ＝

１ ０ １ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ ｃｏｓ













φ

用矩阵 Ａ和 Ｂ来分析机构奇异特性，并记Ｊ＝
Ａ－１Ｂ为机构的雅可比矩阵。
３２　奇异性分析

并联机构接近或到达奇异位形时，动平台将变

得不可控。基于机构的雅可比矩阵，ＧＯＳＳＥＬＩＮ
等

［２３］
将并联机构的奇异位形分为 ３类：正解奇异、

反解奇异及混合奇异。发生正解奇异的条件是：

｜Ｂ｜＝０、｜Ａ｜≠０，此时即使驱动副固定，机构末端仍
能运动；当｜Ａ｜＝０、｜Ｂ｜≠０时，机构出现反解奇异，
在发生反解奇异时，末端执行元件会失去一个或多

个自由度；当正解奇异和反解奇异同时发生时，发生

混合奇异。

对于（３ＣＲＲ／Ｒ）＆ＣＲＲＲ降耦并联机构来说，奇
异分析包括两部分：①ＢＫＣ１奇异，即静平台 ０、中间
平台１及３条 Ｃｉ１Ｒｉ２Ｒｉ３（ｉ＝１，２，３）支链组成子并联
机构部分的奇异。②ＢＫＣ１和 ＢＫＣ２组成的 ３回路
（记为：ＢＫＣ１＋ＢＫＣ２）机构的奇异。
３２１　ＢＫＣ１奇异分析

由式（１９）前３项可知，三平移输出子并联机构
的雅可比矩阵为正交单位矩阵，不存在正解奇异；对

反解奇异，当每条 Ｃｉ１Ｒｉ２Ｒｉ３（ｉ＝１，２，３）支链的 ３个
运动副轴线共面时发生，属于工作空间的边界奇异。

因此，解耦３ＣＲＲ子并联机构在全工作空间内部不
存在奇异位形。

３２２　ＢＫＣ１＋ＢＫＣ２奇异分析
（１）反解奇异
由式（１９）可知，Ａ是单常数阵，｜Ａ｜恒不等于０，

故不存在反解奇异。

（２）正解奇异
由｜Ｂ｜＝０可得

ｃｏｓφ＝０ （２０）
式（２０）有两组解，即 φ＝π／２、φ＝－π／２。这

２个奇异姿态将降耦机构的工作空间分为 ２个无奇
异工作空间区域：① 无奇异区域Ⅰ（－π／２＜φ＜

π／２），此时 ｃｏｓφ＞０。② 无奇异区域Ⅱ （π／２＜φ＜
３π／２），此时 ｃｏｓφ＜０。

只要机构远离这 ２个姿态（φ＝π／２和φ＝
－π／２），则机构不会发生反解奇异。
（３）混合奇异
由于｜Ａ｜＝０及｜Ｂ｜＝０不可能同时成立，故机

构不存在混合奇异位形。

３２３　无奇异工作空间内运动学正解的分布
以上分析可知，机构无奇异工作空间包括：无奇

异区域Ⅰ和无奇异区域Ⅱ；而运动学正解分析表明，
机构存在两组运动学正解。根据式（１５）、（１６）、
（２０）可知，机构运动学正解的 ２个公式分别对应机
构的无奇异工作空间区域Ⅰ和Ⅱ，如表２所示。

表 ２　机构无奇异工作空间区域内运动学正解

Ｔａｂ．２　Ｆｏｒｗａｒｄｋｉｎｅｍａｔｉｃｓａｍｏｎｇｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｆｒｅｅ

ｗｏｒｋｓｐａｃｅ

无奇异区域 运动学正解公式

Ⅰ 式（１５）、（１３）

Ⅱ 式（１６）、（１３）

　　一旦机构装配形式给定，则确定了机构的无奇
异工作区域，根据表 ２的计算公式可直接计算出机
构的唯一运动学正解。

图４所示构型处于无奇异工作区域Ⅰ，则可采
用式（１３）、（１５）进行运动学正解求解，这进一步简
化了机构的运动学正解分析过程。

４　工作空间分析

对于 ３Ｔ１Ｒ并联机构，通常研究定姿态工作空
间和可达工作空间。定姿态工作空间为机构动平台

姿态保持一定时，动平台上参考点所能到达的区域；

可达工作空间，是动平台上参考点以至少任一姿态

能够到达的点的集合。

对大多数 ３Ｔ１Ｒ并联机构而言，动平台不同的
姿态对应的工作空间大小不同，且相差较大。

由式（１３）可知，本文提出的降耦并联机构，末
端执行件３个方向的平移运动只与机构３个方向的
驱动输入参数分别相关，与姿态角 φ无关，故下文
直接讨论机构的可达工作空间。

４１　可达工作空间
式（１３）表明，机构可达工作空间是 ３个方向圆

柱体相贯形成的一个空间几何体
［２０］
，每个圆柱体的

外径等于对应支链的两定长杆杆长之和｜ｌｉ１＋ｌｉ２｜，
而内径等于两杆杆长之差｜ｌｉ１－ｌｉ２｜。假设，保持支
链定长杆长度不变，且 ｌｉ１＝ｌｉ２＝１（无量纲），驱动副
行程范围为 ρ，令 λ＝ρ／｜ｌｉ１＋ｌｉ２｜；并合理定位基座
上移动副的驱动位置，以保证空间 ３个圆柱体相交
体积最大化，则工作空间形状及大小随驱动副行程

的变化情况如表３所示。
由表３可知，工作空间随 λ的增大先增加后保

持不变，整个工作空间形状规则，且无内部空洞；当

λ≤１时，工作空间是边长为 ρ的立方体；当λ＞１时，
工作空间形状为一多面体；当λ＞１６７５时，工作空
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表 ３　驱动副行程对工作空间体积的影响

Ｔａｂ．３　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｄｒｉｖｉｎｇｓｔｒｏｋｅｏｎｗｏｒｋｓｐａｃｅ

间形状和体积均保持不变。因此，为使机构结构紧

凑、且获得规则形状的较大工作空间，驱动副行程不

超过支链两定长杆长度之和。

４２　转动能力分析
由式（１４）可知，末端机构的转动姿态仅仅决定

于２个输入参数 ρ２和 ρ４，如保持 ρ２、ρ４的驱动关系不
变，可达工作空间内每一位置转动能力均相同；且每

一位置的无奇异转动范围均为：φ∈（－π／２，π／２）或
φ∈（π／２，３π／２）。

目前研究的文献中，除采用特殊的放大机构外，

大多数 ３Ｔ１Ｒ并联机构的转动范围均在［－９０°，
９０°］之内，且工作空间内点的转动能力差异较大。

５　算例

为便于性能比较，参照 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ样机结构
参数，机构主要尺寸参数如表 ４所示［２０］

。增加的末

端执行件 Ｃ４Ｄ的长度为 ４０ｍｍ，移动副驱动行程为
２２０ｍｍ，机构三维虚拟装配如图７所示。
５１　运动学正反解算例

由图７可知，
　
该装配形式使得机构总工作在无

表 ４　机构的几何参数

Ｔａｂ．４　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｍｍ

ｉ Ｇｉ Ｃｉ ｌｉ１ ｌｉ２
１ （－１８０，－２２５，０）Ｔ （０，－４０，０）Ｔ ２０３ ２２３

２ （－１８０，０，１３５）Ｔ （－４０，０，０）Ｔ １５４ １６１

３ （０，１４０，－１３５）Ｔ （０，４０，０）Ｔ １６７ １６７

４ （１８０，０，１３５）Ｔ １５４ １６１

图 ７　降耦并联机构的 ＣＡＤ模型

Ｆｉｇ．７　ＣＡＤｍｏｄｅｌｏｆｄｅｃｏｕｐｌｅｄｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
奇异区域Ⅰ，给定两组主动输入参数：①ρ１＝０，ρ２＝
０，ρ３＝０，ρ４＝０；②ρ１＝１０，ρ２＝４０，ρ３＝３０，ρ４＝２０。
运用式（１５）、（１３），求得对应的实数正解，如表 ５中
序号①和②所示。

将表５中①、②正解数据，代入反解式（１７）中，
可得实数反解（序号③和④）。它与上述给定的输
入参数一致，故认为正反解求解正确。

表 ５　（３ＣＲＲ／Ｒ）＆ＣＲＲＲ机构位姿正反解算例

Ｔａｂ．５　Ｐｏｓｉｔｉｖｅａｎｄｉｎｖｅｒｓｅｓｏｌｕｔｉｏｎｅｘａｍｐｌｅｏｆ

（３ＣＲＲ／Ｒ）＆ＣＲＲＲ

序号 ｘ／ｍｍ，ｙ／ｍｍ，ｚ／ｍｍ，φ／（°）

① ０，－４０，５０，９０

② ３０，－２０，６０，３０

序号 ρ１／ｍｍ，ρ２／ｍｍ，ρ３／ｍｍ，ρ４／ｍｍ

③ ０，０，０，０

④ １０，４０，３０，２０

５２　工作空间及转动能力分析

由４１节和４２节分析可知，不考虑机构约束
时，机构可达工作空间是一规则立方体，边长为驱动

副行程，即机构工作空间是边长为 ２２０ｍｍ的立方
体，且工作空间内每一位置的转动能力均一致，为

（－９０°，９０°），且无内部奇异。
由于各被动关节转角限制以及杆件可能发生干

涉，实际工作空间小很多。本文基于位置反解

式（１７），采用搜索法求解出满足约束条件的所有点，
再利用所有满足约束条件的“点集”近似求解出工

作空间体积。求解步骤如下：

（１）根据经验初步估算出工作空间的搜索范围
为：３５ｍｍ≤ＸＤ≤３１５ｍｍ，３１ｍｍ≤ＹＤ≤３６５ｍｍ，０≤
ＺＤ≤２７０ｍｍ。
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（２）基于位置反解式（１７）求解并联机构的输入
参数（ρ１，ρ２，ρ３，ρ４），同时满足如下约束条件：①支链
各被动关节的转角必须限制一定范围：－７５°≤θｉ１≤
７５°，１５°≤θｉ２≤１６５°（ｉ＝１，２，３）。②驱动副行程为
２２０ｍｍ。③根据奇异条件，末端输出件 ２的转动姿
态必须满足（－９０°，９０°）。

（３）给定末端输出件姿态角 φ，并将步骤（１）中
的初始化输出参数代入反解式（１７）中。

（４）选取搜索步长因子 Δｘ＝Δｙ＝Δｚ＝１０ｍｍ，
若通过步骤（１）～（３）计算的结果满足所有约束条
件，则为工作空间内有效点，否则返回步骤（１），并
按步长依次改变末端件的输出位置参数。

根据表 ４给定的机构参数，在 Ｍａｔｌａｂ中编程计
算，求解给定姿态 φ下的“点数”ｎφ，而每个点可视
为边长为 Δｘ的小正方体。因此，可求得定姿态下
工作空间体积为（单位：ｍｍ３）

Ｖφ＝ｎφ（Δｘ）
３＝１０３ｎφ （２１）

采用同样的步骤，对 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ机构的定姿
态工作空间体积进行计算。图８是不考虑转动关节
角度 限 制 时，（３ＣＲＲ／Ｒ）＆ＣＲＲＲ 降 耦 机 构 和
Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ［２０］的 Ｖφ与 φ的关系曲线。

图 ８　定姿态工作空间体积随 φ的变化（不考虑约束）

Ｆｉｇ．８　ＣｈａｎｇｅｓｏｆＶφｗｉｔｈφ（ｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ）
　
由图 ８可知：①对（３ＣＲＲ／Ｒ）＆ＣＲＲＲ降耦机

构，全工作空间转动能力保持不变，即工作空间内所

有位置点的转动能力一致，工作空间体积达 １１１×
１０７ｍｍ３。②对于 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ机构，在姿态角为 ０°
时，定姿态工作空间体积达最大，Ｖφｍａｘ＝８３３×

１０６ｍｍ３；当姿态角接近 ±９０°时，定姿态工作空间体
积最小，Ｖφｍｉｎ＝４９５×１０

６ｍｍ３；其最小、最大工作空
间体积降幅达 ４０％以上，与文献［２１］的结论一致。
因此，降耦机构的定姿态工作空间体积及转动能力

较 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ并联机构都有显著提升。

５３　降耦机构的实际定姿态工作空间
图９是考虑转动副角度范围限制时，降耦机构

（３ＣＲＲ／Ｒ）＆ＣＲＲＲ定姿态工作空间体积随末端输
出姿态 φ的变化情况。由图 ９可知：①考虑运动副
转角范围限制后，降耦机构实际定姿态工作空间体

积有所减小，可见，合理设计被动关节的安装角，可

提高并联机构的工作空间。②降耦机构在初始姿
态，即 φ＝０时，定姿态工作空间体积达最大，约为
９３９８×１０６ｍｍ３；随着姿态角的增加，定姿态工作空
间体积减小；当转角接近 ±９０°时，定姿态工作空间
体积最小，为６５１９×１０６ｍｍ３。故在考虑转动约束
的情况下，降耦机构定姿态工作空间体积的最大降

幅达３０％，小于 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ在理想状态下最小、最
大工作空间的降幅（大于４０％）。这进一步表明，考
虑转动副角度范围限制时，降耦机构的实际定姿态

工作空间比 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ机构有较大改善。

图 ９　（３ＣＲＲ／Ｒ）＆ＣＲＲＲ机构的 Ｖφ与 φ关系曲线

（考虑约束）

Ｆｉｇ．９　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｃｕｒｖｅｂｅｔｗｅｅｎＶφｗｉｔｈφ

（ｗｉｔｈｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ）
　

６　结论

（１）通过运动副复合的方法，对 Ｑｕａｄｒｕｐｔｅｒｏｎ并
联机构进行降耦设计，提出了一种耦合度较低的

３Ｔ１Ｒ新机型。
（２）该降耦机构具有输出运动解耦特性，机构 ３

个方向的移动输出与 ３个输入参数一一对应，而转
动姿态与其中２个输入参数相关。

（３）机构结构简单、运动学正反解方程更简单，
方便制造、控制。

（４）在（－９０°，９０°）输出转角范围内，机构无内
部奇异存在；且机构具有较大体积的规则工作空间，

全工作空间内所有位置的转动能力一致。

（５）该降耦机构克服了一般并联机构耦合性
强、控制复杂的弱点，转动能力大幅度提高，具有较

好的工业应用前景。
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