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五自由度混联机构圆弧插补算法研究
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摘要：提出了一种由两自由度并联机构和三自由度串联机构构成的五自由度混联机构 ２ＳＰＵ＋Ｕ＋ＲＲＲ。建立了

该混联机构的三维模型并搭建了试验样机，通过分析将其等效为 Ｕ＋ＲＲＲ串联机构。对等效后的 Ｕ＋ＲＲＲ串联机

构进行运动学正反解分析，并验证了正反解求解的正确性，同时对两自由度并联机构进行了运动学反解计算，为机

构控制奠定了理论基础。针对传统空间圆弧插补算法计算的复杂性，提出了一种基于等弧度数据采样的新型空间

圆弧插补算法，简化了插补算法的计算量。通过 Ｍａｔｌａｂ仿真和样机实验，验证了上述插补算法的正确性。
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　　引言

并联机构具有结构简单、刚度大、承载能力大、

误差小、动态响应性能好等优点而受到人们的青睐。

但因其工作空间小、灵活性差等缺点而难以拓展到

更为广阔的应用领域
［１－４］

。

传统生产线上的工业机器人多采用串联结构形

式，这种拓扑结构决定了机器人在工作范围和姿态

调整上具有较高的灵活性和柔性，但该种形式的机

器人多采用悬臂梁式结构形式，冗长的悬臂结构使



得机器人刚度差、负载能力和动态特性相当有限，且

各关节的运动误差逐步累积并被放大，末端执行器

很难达到较高的运动精度
［５－８］

。

混联机构结合串联机构和并联机构的优点，弥

补了两者的不足而成为机构学领域的研究焦

点
［９－１２］

，最为典型的代表是瑞典 ＮＥＵＭＡＮＮ博士发
明的 Ｔｒｉｃｅｐｔ机器人［１３］

。国内学者也对五自由度混

联机构进行了广泛研究，ＨＵＡＮＧ等［１４－１６］
提出了

ＴｒｉＶａｒｉａｎｔ以及３ＳＰＲ ＲＲ五自由度混联机构，张东
胜等

［１７］
提出了２ＳＰＲ／ＵＰＲ ＲＰ五自由度混联机构，

上述混联机构分别以具有两转一移的并联机构

２ＵＰＳ／ＵＰ、３ＳＰＲ以及 ２ＳＰＲ／ＵＰＲ为基础，串联一个
具有两自由度摆头的串联机构组成；王书森等

［１８］
提

出了一种以四自由度并联机构２ＲＰＵ／２ＵＰＳ为主体，
辅以一具有移动功能的直线导轨组成的五自由度混

联机构，上述五自由度混联机构在实际生产中有着

广泛的应用。

螺旋线为空间圆弧和与该圆弧平面垂直的直线

运动的合成，相比直线插补算法，圆弧插补算法复杂

得多，其中传统空间圆弧插补算法计算繁琐，工作量

大
［１９－２０］

，因此对空间圆弧插补算法的研究极其重要。

本文在结合传统混联机构的基础上，设计一种

由两自由度并联机构和三自由度串联机构构成的新

型五自由度混联机构，并提出一种基于等弧度数据

采样的新型空间圆弧插补算法。

１　五自由度混联机构构型

基于橡胶树割胶轨迹要求，本文提出由两自由

度并联机构和三自由度串联机构构成的五自由度混

联机构，如图１所示。

图 １　五自由度混联机构

Ｆｉｇ．１　５ＤＯＦｈｙｂｒｉｄｍｅｃｈａｎｉｓｍ
１．机座　２、８．球铰　３、５、６．虎克铰　９．大臂　４、７、１２．电动缸　１０、１１、１３、１４、１５．转动副　１６．末端执行器

　

图 ２　两自由度并联机构

Ｆｉｇ．２　２ＤＯＦｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

　　其中，两自由度并联机构由机座、２个结构完全
相同的 ＳＰＵ（球副 移动副 虎克铰）型驱动分支以及

１个 Ｕ（虎克铰）型约束分支构成，可等效为 ２ＳＰＵ＋
Ｕ并联机构，其三维模型以及结构简图如图 ２所示。
通过控制 ２个 ＳＰＵ驱动分支的长度即可实现该并
联机构位姿的调整。

三自由度串联机构包括 ３个转动自由度，可等
效为 ＲＲＲ串联机构。图１中转动副１０由 ＲＰＲ（转
动副 移动副 转动副）型驱动分支驱动，该驱动分

支两端为转动副 １１和 １３，分别与混联机构大臂和
小臂相连，增加了 ＲＲＲ串联机构的刚度。

结合上述两自由度并联机构 ２ＳＰＵ＋Ｕ与三自
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由度串联机构 ＲＲＲ，该五自由度混联机构可等效为
２ＳＰＵ＋Ｕ＋ＲＲＲ机构。

２　混联机构运动学分析

由上述五自由度混联机构结构图可知，２个

ＳＰＵ型驱动分支和一个 ＲＰＲ驱动分支分别驱动虎
克铰３和转动副 １０，将上述 ３个驱动分支舍去，该
混联机构便可等效为 Ｕ＋ＲＲＲ五自由度串联机构，
如图３所示。因此，对该混联机构的运动学分析可
简化为对 Ｕ＋ＲＲＲ串联机构的分析。

图 ３　Ｕ＋ＲＲＲ串联机构简图

Ｆｉｇ．３　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＵ＋ＲＲＲｓｅｒｉｅｓｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

　　串联机构的运动学分析有旋量理论［２１］
和 Ｄ Ｈ

法
［２２－２５］

，由于 Ｄ Ｈ法可快速简洁地求出机械臂

正、逆运动学表达式，故本文采用 Ｄ Ｈ法对该 Ｕ＋

ＲＲＲ机构进行运动学分析。通过图 ３可以看出该

Ｕ＋ＲＲＲ串联机构具有 ５个旋转关节，各关节轴线

之间互相垂直或平行，建立其连杆坐标系，各坐标系

ｚ轴与各关节轴线重合，如图３所示。其 Ｄ Ｈ参数

如表１所示，其中，θｉ为连杆 ｉ绕关节 ｉ的 Ｚｉ－１轴的

转角；ｄｉ为连杆 ｉ沿关节 ｉ的 Ｚｉ－１轴的位移；ａｉ为沿

Ｘｉ方向上连杆 ｉ的长度；αｉ为连杆 ｉ两关节轴线之间

的扭角。

表 １　Ｕ＋ＲＲＲ串联机构 Ｄ Ｈ参数

Ｔａｂ．１　Ｄ ＨｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＵ＋ＲＲＲｓｅｒｉｅｓｍｅｃｈａｎｉｓｍ

连杆 ｉ 关节转角 θｉ 距离 ｄｉ／ｃｍ 杆长 ａｉ／ｃｍ 扭角 αｉ
１ θ１ ０ ０ －π／２

２ θ２ ０ ａ１ －π／２

３ θ３ ０ ０ －π／２

４ θ４ ｄ１ ０ －π／２

５ θ５ ０ ０ π／２

６ ０ Ｈ ０ ０

２１　Ｕ＋ＲＲＲ串联机构正向运动学分析

机器人正向运动是指给出机器人各连杆几何参

数和各关节变量，求解机器人末端执行器在固定坐

标系中的位置和姿态。根据连杆坐标系之间的齐次

变换关系求出该五自由度串联机械臂相邻关节坐标

系之间的齐次变换矩阵
０Ｔ１、

１Ｔ２、
２Ｔ３、

３Ｔ４、
４Ｔ５、

５Ｔ６
为

０Ｔ１＝

０ ０ １ ０
０ １ ０ ０
－１ ０ ０ ０













０ ０ ０ １

１Ｔ２＝

ｃｏｓθ１ ０ －ｓｉｎθ１ ０

ｓｉｎθ１ ０ ｃｏｓθ１ ０

０ －１ ０ ０













０ ０ ０ １

２Ｔ３＝

ｃｏｓθ２ ０ －ｓｉｎθ２ ａ１ｃｏｓθ２
ｓｉｎθ２ ０ ｃｏｓθ２ ａ１ｓｉｎθ２
０ －１ ０ ０













０ ０ ０ １

３Ｔ４＝

ｃｏｓθ３ ０ －ｓｉｎθ３ ０

ｓｉｎθ３ ０ ｃｏｓθ３ ０

０ －１ ０ ０













０ ０ ０ １

４Ｔ５＝

ｃｏｓθ４ ０ －ｓｉｎθ４ ０

ｓｉｎθ４ ０ ｃｏｓθ４ ０

０ －１ ０ ｄ１













０ ０ ０ １

５Ｔ６＝

ｃｏｓθ５ ０ ｓｉｎθ５ Ｈｓｉｎθ５
ｓｉｎθ５ ０ －ｃｏｓθ５ －Ｈｃｏｓθ５
０ １ ０ ０













０ ０ ０ １

机械臂末端执行器相对于基坐标系之间的齐次

变换矩阵
０Ｔ６可表示
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０Ｔ６＝
０Ｔ１

１Ｔ２
２Ｔ３

３Ｔ４
４Ｔ５

５Ｔ６＝
ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １

（１）

其中 ｎｘ＝ｃθ５（ｃθ２ｓθ４－ｃθ３ｃθ４ｓθ２）－ｓθ２ｓθ３ｓθ５
ｎｙ＝ｓθ５（ｃθ１ｃθ３＋ｃθ２ｓθ１ｓθ３）－

ｃθ５（ｃθ４（ｃθ１ｓθ３－ｃθ２ｃθ３ｓθ１）－ｓθ１ｓθ２ｓθ４）
ｎｚ＝ｓθ５（ｃθ３ｓθ１－ｃθ１ｃθ２ｓθ３）－

ｃθ５（ｃθ４（ｓθ１ｓθ３＋ｃθ１ｃθ２ｃθ３）＋ｃθ１ｓθ２ｓθ４）
ｏｘ＝ｃθ２ｃθ４＋ｃθ３ｓθ２ｓθ４

ｏｙ＝ｓθ４（ｃθ１ｓθ３－ｃθ２ｃθ３ｓθ１）＋ｃθ４ｓθ１ｓθ２
ｏｚ＝ｓθ４（ｓθ１ｓθ３＋ｃθ１ｃθ２ｃθ３）－ｃθ１ｃθ４ｓθ２
ａｘ＝ｓθ５（ｃθ２ｓθ４－ｃθ３ｃθ４ｓθ２）＋ｃθ５ｓθ２ｓθ３

ａｙ＝－ｓθ５（ｃθ４（ｃθ１ｓθ３－ｃθ２ｃθ３ｓθ１）－ｓθ１ｓθ２ｓθ４）－
ｃθ５（ｃθ１ｃθ３＋ｃθ２ｓθ１ｓθ３）

ａｚ＝－ｓθ５（ｃθ４（ｓθ１ｓθ３＋ｃθ１ｃθ２ｃθ３）＋ｃθ１ｓθ２ｓθ４）－
ｃθ５（ｃθ３ｓθ１－ｃθ１ｃθ２ｓθ３）

ｐｘ＝Ｈｓθ５（ｃθ２ｓθ４－ｃθ３ｃθ４ｓθ２）－ａ１ｓθ２＋ｄ１ｓθ２ｓθ３＋
Ｈｃθ５ｓθ２ｓθ３

ｐｙ＝ａ１ｃθ２ｓθ１－ｄ１（ｃθ１ｃθ３＋ｃθ２ｓθ１ｓθ３）－
Ｈｓθ５（ｃθ４（ｃθ１ｓθ３－ｃθ２ｃθ３ｓθ１－ｓθ１ｓθ２ｓθ４））－

Ｈｃθ５（ｃθ１ｃθ３＋ｃθ２ｓθ１ｓθ３）
ｐｚ＝－ｄ１（ｃθ３ｓθ１－ｃθ１ｃθ２ｓθ３）－ａ１ｃθ１ｃθ２－
Ｈｓθ５（ｃθ４（ｓθ１ｓθ３＋ｃθ１ｃθ２ｃθ３＋ｃθ１ｓθ２ｓθ４））－

Ｈｃθ５（ｃθ３ｓθ１－ｃθ１ｃθ２ｓθ３）
上式中，ｓθｉ＝ｓｉｎθｉ，ｃθｉ＝ｃｏｓθｉ，ｉ＝１，２，…，５。至此，
该 Ｕ＋ＲＲＲ串联机械臂运动学正解求解完毕。
２２　Ｕ＋ＲＲＲ串联机构运动学反解分析

机器人逆运动学为正运动学的逆过程，即已知

机器人末端执行器在基坐标系中的位置和姿态，求

解相应的各关节变量，它是机器人运动控制和轨迹

规划的基础，也是运动学的重要部分。本文采用解

析法求解该 Ｕ＋ＲＲＲ机械臂的逆解，求解过程
如下：

（１）求解 θ３
设该机械臂所期望的位姿为

０Ｔ６＝
０Ｔ１

１Ｔ２
２Ｔ３

３Ｔ４
４Ｔ５

５Ｔ６ （２）

设
０Ｔ２＝

０Ｔ１
１Ｔ２，利用逆变换

０Ｔ－１２ 和
５Ｔ－１６ 分别

左乘和右乘方程（１）的两边，令矩阵两端元素（１，
４）、（２，４）、（３，４）对应相等，并设 Ａ＝Ｈａｚ－ｐｚ，Ｂ＝
ｐｙ－Ｈａｙ，Ｍ＝Ｈａｘ－ｐｘ，化简得

ｃｏｓθ２（ａ１－ｄ１ｓｉｎθ３）＝Ａｃｏｓθ１＋Ｂｓｉｎθ１ （３）

ｓｉｎθ２（ａ１－ｄ１ｓｉｎθ３）＝Ｍ （４）

－ｄ１ｃｏｓθ３＝Ｂｃｏｓθ１－Ａｓｉｎθ１ （５{
）

式（３）～（５）平方相加，化简得
Ａ２＋Ｂ２＋Ｍ２＝ａ２１－２ａ１ｄ１ｓｉｎθ３＋ｄ

２
１ （６）

即 ｓｉｎθ３＝
ａ２１＋ｄ

２
１－Ａ

２－Ｂ２－Ｍ２

２ａ１ｄ１
（７）

ｃｏｓθ３＝± １－ｓｉｎθ槡
２
３＝

±
２ａ１ｄ１－ａ

２
１－ｄ

２
１＋Ａ

２＋Ｂ２＋Ｍ２

２ａ１ｄ槡 １
（８）

由式 （７）、（８）可得

θ３＝Ａ (ｔａｎ２
ａ２１＋ｄ

２
１－Ａ

２－Ｂ２－Ｍ２

２ａ１ｄ１
，

±
２ａ１ｄ１－ａ

２
１－ｄ

２
１＋Ａ

２＋Ｂ２＋Ｍ２

２ａ１ｄ槡 )
１

（９）

（２）求解 θ２
由式（４）得

ｓｉｎθ２＝
Ｍ

ａ１－ｄ１ｓｉｎθ３
（１０）

ｃｏｓθ２＝± １－ｓｉｎθ槡
２
２＝±

ａ１－ｄ１ｓｉｎθ３－Ｍ
ａ１－ｄ１ｓｉｎθ槡 ３

（１１）
由式（１０）、（１１）可得

θ２＝Ａ (ｔａｎ２ Ｍ
ａ１－ｄ１ｓｉｎθ３

，±
ａ１－ｄ１ｓｉｎθ３－Ｍ
ａ１－ｄ１ｓｉｎθ槡 )

３

（１２）

（３）求解 θ１
由式（５）得

－Ａｓｉｎθ１＋Ｂｃｏｓθ１＝Ｎ （１３）
其中 Ｎ＝－ｄ１ｃｏｓθ３

利用三角函数代换关系，引入中间变量 ｒ和 φ，
设

Ａ＝ｒｃｏｓφ （１４）
Ｂ＝ｒｓｉｎφ （１５）

ｒ＝ Ａ２＋Ｂ槡
２

（１６）
得 φ＝Ａｔａｎ２（Ｂ，Ａ） （１７）

则式 （１３）可转换为

ｓｉｎφｃｏｓθ１－ｃｏｓφｓｉｎθ１＝
Ｎ
ｒ

（１８）

利用三角函数和差化积公式，式（１８）可转换为

ｓｉｎ（φ－θ１）＝
Ｎ
ｒ

（１９）

ｃｏｓ（φ－θ１） (＝± １－ Ｎ )ｒ槡
２

（２０）

则有

θ１＝Ａｔａｎ２（Ｂ，Ａ）－Ａ (ｔａｎ２ Ｎ
ｒ
， (± １－ Ｎ )ｒ槡 )

２

（２１）
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（４）求解 θ４
设
０Ｔ４＝

０Ｔ１
１Ｔ２

２Ｔ３
３Ｔ４，利用逆变换

０Ｔ－１４ 左乘
方程（１）的两边，并令矩阵两端元素（１，４）、（２，４）对
应相等，即

ｐ６４ｘ＝－ｐｙ（ｃｏｓθ１ｓｉｎθ３－ｃｏｓθ２ｃｏｓθ３ｓｉｎθ１）－

　　ｐｚ（ｓｉｎθ１ｓｉｎθ３＋ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２ｃｏｓθ３）－

　　ａ１ｃｏｓθ３－ｐｘｃｏｓθ３ｓｉｎθ２＝Ｈｃｏｓθ４ｓｉｎθ５ （２２）

ｐ６４ｙ＝ｐｘｃｏｓθ２－ｐｚｃｏｓθ１ｓｉｎθ２＋ｐｙｓｉｎθ１ｓｉｎθ２＝

　　Ｈｓｉｎθ４ｓｉｎθ５ （２３）

令 Ｌ＝Ｈｃｏｓθ４ｓｉｎθ５，Ｋ＝Ｈｓｉｎθ４ｓｉｎθ５，式（２３）与
式（２２）相除，化简得

θ４＝Ａｔａｎ２（Ｋ，Ｌ） （２４）
（５）求解 θ５
设
０Ｔ５＝

０Ｔ１
１Ｔ２

２Ｔ３
３Ｔ４

４Ｔ５，利用逆变换
０Ｔ－１５ 左

乘方程（１）的两边，并令矩阵两端元素（１，４）、（２，４）
对应相等，即

ｐ６５ｘ＝ｐｙ［ｓｉｎθ１（ｓｉｎθ２ｓｉｎθ４＋ｃｏｓζ２ｃｏｓθ３ｃｏｓθ４）－
ｃｏｓθ１ｃｏｓθ４ｓｉｎθ３］＋

ｐｘ（ｃｏｓθ２ｓｉｎθ４－ｃｏｓθ３ｃｏｓθ４ｓｉｎθ２）－
ａ１ｃｏｓθ３ｃｏｓθ４－ｐｚ［ｃｏｓθ１（ｓｉｎθ２ｓｉｎθ４＋

ｃｏｓθ２ｃｏｓθ３ｃｏｓθ４）＋ｃｏｓθ４ｓｉｎθ１ｓｉｎθ３］＝Ｈｓｉｎθ５
（２５）

ｐ６５ｙ＝ｐｙ（ｃｏｓθ１ｃｏｓθ３＋ｃｏｓθ２ｓｉｎθ１ｓｉｎθ３）＋
ｐｚ（ｃｏｓθ３ｓｉｎθ３－ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２ｓｉｎθ３）＋
ｄ１－ａ１ｓｉｎθ３－ｐｘｓｉｎθ２ｓｉｎθ３＝－Ｈｃｏｓθ５ （２６）

令 Ｗ＝Ｈｓｉｎθ５，Ｇ＝－Ｈｃｏｓθ５，式（２５）与式（２６）
相除，得

θ５＝Ａｔａｎ２（Ｗ，－Ｇ） （２７）
至此，完成了对该 Ｕ＋ＲＲＲ机械臂的逆运动学

求解。

由式（９）、（１２）、（２１）可知，逆解 θ１、θ２和 θ３均存
在正负２种可能解，因此该机械臂逆解具有多解性，
即可以有多个位形来到达机械臂所要求的位姿，而

对机械臂进行控制时，只需选择其中一个适合的解

来处理。在实际应用中，一般根据最短行程原则从

多组关节角中选出机械臂的最优解。最短行程原则

是指选择与当前关节角差距最小的下一组解作为最

优解，从而使两时刻之间关节运动距离最短，以减少

　　

机器人运动过程中能量的消耗。在关节角最优解选

择过程中，一旦遇到有２个可能解，立刻应用最短行
程原则进行判断，再利用新确定的最优解根据最短

行程原则确定后续关节角，以此类推，每个关节只有

一组关节角是合理的。最优解的确定流程如图 ４
所示。

图 ４　机械臂逆解唯一性确定流程图

Ｆｉｇ．４　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｉｎｖｅｒｓｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓａｓｃｅｒｔａｉｎｆｏｒｒｏｂｏｔａｒｍ
　
２３　机械臂运动学正反解验证

为验证上述机械臂运动学正反解求解的正确

性，设机械臂末端执行器沿一直线运动，直线的起始

点、中间点和终止点坐标分别为 ｐｓ＝（０，－８９，
１３２）、ｐｍ＝（１０，－９４，１３７）和 ｐｅ＝（２０，－９９，１４２），
运动过程中其末端执行器 ｚ轴姿态始终为 ａ＝（ａｘ，
ａｙ，ａｚ）＝（０，－１，０）。以机械臂在直线起始点、中间
点和终止点时正反解为例，在 Ｍａｔｌａｂ中编写程序对
正反解正确性进行验证，验证流程如图５所示。

图 ５　机械臂运动学正反解验证流程图

Ｆｉｇ．５　Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｉｎｖｅｒｓｅ／ｆｏｒｗａｒｄ

ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｆｏｒｒｏｂｏｔａｒｍ
　
根据图 ４所示流程图求出机械臂在直线起始

点、中间点和终止点时最优关节角，如表２所示。将
表２中求得的３组机械臂最优关节角代入运动学正
解方程式（１）中，求得机械臂末端位置和姿态，如表３
所示。

表 ２　Ｕ＋ＲＲＲ机械臂逆解求解

Ｔａｂ．２　ＩｎｖｅｒｓｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｏｆＵ＋ＲＲＲｓｅｒｉｅｓｍｅｃｈａｎｉｓｍ

位置
末端执行器位置／ｃｍ 末端方位 关节转角／ｒａｄ

ｐｘ ｐｙ ｐｚ ａｘ ａｙ ａｚ θ１ θ２ θ３ θ４ θ５
ｐｓ ０ －８９ １３２ ０ －１ ０ －３０９２４×１０－１ ０ －３０４７３×１０－１ ０ ４５１４０×１０－３

ｐｍ １０ －９４ １３７ ０ －１ ０ －２７１７３×１０－１ ９１１３１×１０－２ －２３４５１×１０－１ ５９４４８×１０－１ ４３６２４×１０－２

ｐｅ ２０ －９９ １４２ ０ －１ ０ －２３４２１×１０－１ １６８６４×１０－１ －１５６３４×１０－１ ４８１５８×１０－１ ８４１９５×１０－２
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表 ３　Ｕ＋ＲＲＲ机械臂正解求解

Ｔａｂ．３　ＦｏｒｗａｒｄｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｏｆＵ＋ＲＲＲｓｅｒｉｅｓｍｅｃｈａｎｉｓｍ

位置
关节转角／ｒａｄ 末端方位 末端执行器位置／ｃｍ

θ１ θ２ θ３ θ４ θ５ ａｘ ａｙ ａｚ ｐｘ ｐｙ ｐｚ
ｐｓ －３０９２４×１０－１ ０ －３０４７３×１０－１ ０ ４５１４０×１０－３ ０ －１ ０ ０ －８９ １３２

ｐｍ －２７１７３×１０－１ ９１１３１×１０－２ －２３４５１×１０－１ ５９４４８×１０－１ ４３６２４×１０－２ ０ －１ ０ １０ －９４ １３７

ｐｅ －２３４２１×１０－１ １６８６４×１０－１ －１５６３４×１０－１ ４８１５８×１０－１ ８４１９５×１０－２ ０ －１ ０ ２０ －９９ １４２

　　从表２和表３可以看出，表 ３中机械臂 ３组最
优关节角对应的末端执行器位置和姿态与表２中机
械臂３组关节角对应的位置和姿态完全一致，说明
运动学正反解的正确性。

２４　２ＳＰＵ＋Ｕ并联机构运动学分析
当求出上述 Ｕ＋ＲＲＲ串联机械臂 θ１、θ２后，通

过坐标变换可求出并联机构两电动缸的长度与 θ１、
θ２的关系。

在静平台 Ｂ０点建立固定坐标系 Ｂ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０与动
坐标系 Ｂ０ｕｖｗ，Ｘ０轴与约束支链上虎克铰 Ｕ的固定
转动轴轴线重合，Ｚ０轴与静平台垂直，Ｙ０轴根据右手
定则确定；ｕ轴与 Ｘ０轴重合，ｗ轴沿 Ｂ０Ａ０方向，ｖ轴
根据右手法则确定，在 Ａ０点建立动坐标系 Ａ０ｘ０ｙ０ｚ０，
ｘ０轴为从点 Ａ０指向点 Ａ１的方向，ｚ０轴沿 Ｂ０Ａ０方向，ｙ０
轴根据右手法则确定，如图 ２所示。初始时刻固定
坐标系 Ｂ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０与动坐标系 Ｂ０ｕｖｗ重合，机构动、
静平台平行，且 θ１＝０，θ２＝０，动坐标系 Ａ０ｘ０ｙ０ｚ０在固
定坐标系 Ｂ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０中位置为（０，０，Ｚ），其中，Ｚ为动
平台与固定平台的初始距离。Ｂｉ（ｉ＝０，１，２）在固定
坐标系 Ｂ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０中坐标为

Ｂ０＝（Ｂ０ｘ，Ｂ０ｙ，Ｂ０ｚ）＝（０，０，０）

Ｂ１＝（Ｂ１ｘ，Ｂ１ｙ，Ｂ１ｚ）＝（ｒｂ／２，ｒｂ／２，０）

Ｂ２＝（Ｂ２ｘ，Ｂ２ｙ，Ｂ２ｚ）＝（－ｒｂ／２，ｒｂ／２，０
{

）

（２８）

点 Ａｉ（ｉ＝０，１，２）在动坐标系 Ａ０ｘ０ｙ０ｚ０中位置为
Ａ０＝（Ａ０ｘ，Ａ０ｙ，Ａ０ｚ）＝（０，０，０）

Ａ１＝（Ａ１ｘ，Ａ１ｙ，Ａ１ｚ）＝（ｒａ，０，０）

Ａ２＝（Ａ２ｘ，Ａ２ｙ，Ａ２ｚ）＝（－ｒａ，０，０
{

）

（２９）

设动平台首先绕 ｕ轴旋转 θ１，然后绕 ｖ轴旋转
θ２，由于所有变换矩阵均相对运动坐标系 Ｂ０ｕｖｗ进
行，根据“从左向右”计算原则，得相应的齐次变换

矩阵为

Ｔ１＝Ｔ（ｕ，θ１）Ｔ（ｖ，θ２）＝
ｃｏｓθ２ ０ ｓｉｎθ２ ０

ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２ ｃｏｓθ１ －ｓｉｎθ１ｃｏｓθ２ ０

－ｃｏｓθ１ｓｉｎθ２ ｓｉｎθ１ ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２ ０













０ ０ ０ １

此时，动平台上 Ａｉ（ｉ＝０，１，２）点在固定坐标系
Ｂ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０中的位置可表示为

Ｂ０Ａｉｘ
Ｂ０Ａｉｙ
Ｂ０Ａｉｚ













１

＝Ｔ１ＴＺ

Ａｉｘ
Ａｉｙ
Ａｉｚ













１

（３０）

式中　ＴＺ———初始时刻动平台相对于固定坐标系
的齐次变换矩阵

则 ＳＰＵ驱动分支的长度可表示为
ｌｉ＝｜Ａｉ－Ｂｉ｜＝

（
Ｂ０Ａｉｘ－Ｂｉｘ）

２＋（Ｂ０Ａｉｙ－Ｂｉｙ）
２＋（Ｂ０Ａｉｚ－Ｂｉｚ）槡

２

（ｉ＝１，２） （３１）

３　空间圆弧插补算法研究

提出了一种基于等弧度数据采样的空间圆弧插

补算法，该方法对圆弧路径进行等弧度离散分割，再

对分割后的圆弧进行粗插补，不需求解圆弧所在的

平面方程，也无需坐标转换，简化了插补算法的计算

量。对于圆心角 θ，需考虑 ０＜θ≤π和 π＜θ＜２π
两种情况。

图 ６　空间圆弧插补原理

Ｆｉｇ．６　Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｓｐａｃｅａｒｃ

（１）对于圆心角０＜θ≤π的情况
设给定圆弧上起始点 ｐｓ＝（ｘｓ，ｙｓ，ｚｓ）、终止点 ｐｅ＝

（ｘｅ，ｙｅ，ｚｅ）以及圆弧圆心 ｐ０＝（ｘ０，ｙ０，ｚ０），设圆弧半
径为 Ｒ，则有

ｌｐ０ｐｓ＝ｌｐ０ｐｅ＝Ｒ （３２）

现根据起始点ｐｓ、终止点ｐｅ以及圆心 ｐ０求取圆
弧上插补点 ｐｉ的位置坐标，如图 ６ａ所示。首先从
起始点 ｐｓ到终止点 ｐｅ对圆弧进行等弧度分割，弧长
的分割精度为 ΔＬ，由于弧长与其圆心角有关，故采
取对圆心角等角度细分的方法对圆弧进行等弧度细

分，根据分割弧长 ΔＬ计算完成整个圆弧轨迹所需
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的插补次数 ｎ，再计算圆弧上第 ｊ个插补点的坐标
ｐｊ，具体计算过程如下：

通过起始点 ｐｓ和终止点 ｐｅ的位置坐标可计算
出弦 ｐｓｐｅ的长度 Ｌ，即

Ｌ＝ （ｘｅ－ｘｓ）
２＋（ｙｅ－ｙｓ）

２＋（ｚｅ－ｚｓ）槡
２

（３３）
根据半径 Ｒ及弦长 Ｌ计算圆心到弦 ｐｓｐｅ的距

离 Ｈ，即

Ｈ＝ Ｒ２ (－ Ｌ)２槡
２

（３４）

根据半径Ｒ以及圆心角计算圆弧ｐｓｐｅ的长度Ｋ为
Ｋ＝Ｒθ （３５）

根据圆弧分割精度 ΔＬ计算圆弧插补次数 ｎ为

ｎ＝Ｒθ
ΔＬ

（３６）

设第 ｊ个插补点为 ｐｊ，其与圆心 ｐ０的连线与弦
ｐｓｐｅ相交于点 ｐ′ｊ，则 ｐｓｐ′ｊ的长度为

ｌｐｓｐ′ｊ＝
Ｌ
２
－ Ｈ

(ｔａｎ π－θ
２
＋ｊθ)ｎ

（３７）

点 ｐ′ｊ的坐标为

ｘ′ｊ＝ｘｓ＋
ｌｐｓｐ′ｊ（ｘｅ－ｘｓ）

Ｌ

ｙ′ｊ＝ｙｓ＋
ｌｐｓｐ′ｊ（ｙｅ－ｙｓ）

Ｌ

ｚ′ｊ＝ｚｓ＋
ｌｐｓｐ′ｊ（ｚｅ－ｚｓ）















Ｌ

（３８）

直线 ｐ０ｐ′ｊ的长度为

ｌｐ０ｐ′ｊ＝ （ｘ′ｊ－ｘ０）
２＋（ｙ′ｊ－ｙ０）

２＋（ｚ′ｊ－ｚ０）槡
２
（３９）

　　因点 ｐ０、ｐ′ｊ和 ｐｊ共线，进而求得插补点 ｐｊ的坐
标为

ｘｊ＝ｘ０＋
Ｒ（ｘ′ｊ－ｘ０）
ｐ０ｐ′ｊ

ｙｊ＝ｙ０＋
Ｒ（ｙ′ｊ－ｙ０）
ｐ０ｐ′ｊ

ｚｊ＝ｚ０＋
Ｒ（ｙ′ｊ－ｚ０）
ｐ０ｐ′















ｊ

（４０）

（２）对于圆心角 π＜θ＜２π的情况
圆弧ｐｓｐｅ对应圆心角 π＜θ＜２π的情况如图 ６ｂ

所示，欲求圆弧 ｐｓｐｅ上的插补点 ｐｊ，可延长直线 ｐｓｐ０
与圆弧交于点 ｐ′ｓ，延长直线 ｐｅｐ０与圆弧交于点 ｐ′ｅ，
此时，圆弧 ｐｓｐｅ被分为圆弧 ｐｓｐ′ｅ、圆弧 ｐ′ｅｐ′ｓ以及圆弧
ｐ′ｓｐｅ，上述每段圆弧所对应的圆心角均小于 π，故对
每段圆弧可采用圆心角 ０＜θ≤π对应的情况进行
插补点的计算，在此不再叙述。

根据以上推导可求出每个插补点 ｐｊ的位置坐
标，对机器人在这些插补点的位置进行逆解计算，便

可求出机器人各驱动关节所需的位移。

４　空间圆弧插补算法验证

４１　圆弧插补算法 Ｍａｔｌａｂ仿真验证
（１）对圆心角 ０＜θ≤π的情况进行 Ｍａｔｌａｂ仿

真：设圆弧的起始点、终止点和圆心坐标分别为 ｐｓ＝
（０，－８９，１４２）、ｐｅ＝（１０，－８９，１３２）和 ｐ０ ＝（１０，
－８９，１４２）。设圆弧分割精度为 ΔＬ＝０１ｍｍ，在
Ｍａｔｌａｂ中编写圆弧插补算法程序，绘制的圆弧轨迹
如图７ａ所示。

图 ７　空间圆弧插补轨迹图

Ｆｉｇ．７　Ｔｒａｃｋｃｈａｒｔｓｏｆｓｐａｃｅａｒｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ
　
　　（２）对圆心角 π＜θ＜２π的情况进行圆弧
Ｍａｔｌａｂ仿真：设圆弧的起始点、终止点和圆心坐标分
别为 ｐｓ＝（１０，－８９，１３２）、ｐｅ＝（０，－８９，１４２）和ｐ０＝
（１０，－８９，１４２）。直线 ｐｓｐ０延长线与圆弧交点坐标
为 ｐ′ｓ＝（１０，－８９，１５２），直线 ｐｅｐ０延长线与圆弧交
点坐标为 ｐ′ｅ＝（２０，－８９，１４２），在 Ｍａｔｌａｂ中编写圆
弧插补算法程序，绘制的圆弧轨迹如图７ｂ所示。

（３）绘制一个整圆：取上述圆弧圆心角 ０＜θ≤
π与圆心角 π＜θ＜２π两种情况相同的起始点、终

止点和圆心坐标点，在 Ｍａｔｌａｂ中编写绘制整圆的圆
弧插补算法程序，绘制的圆弧轨迹如图７ｃ所示。
４２　插补算法试验样机验证

为对上述圆弧插补算法进行验证，基于提出的

２ＳＰＵ＋Ｕ＋ＲＲＲ五自由度混联机构，搭建实验样
机，控制系统采用“运动控制卡（ＤＳＰ２８３３５） ＋ＰＣ
机”的方法，以 ＰＣ机作为上位机，运动控制卡
（ＤＳＰ２８３３５）作为下位机，由 ＤＳＰ２８３３５控制器完成
控制信号的生成，采用毛笔在白纸上画出圆弧轨迹
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的方法对上述圆弧插补算法进行验证。通过 ＴＩ公
司提供的 ＣＣＳ５５编译软件对该混联机构运动控制
程序进行编译处理，实现对机构的运动控制。

通过上述圆弧插补算法可得圆弧的实时插补坐

标，图８为该混联机构所画的圆弧轨迹。其中，图８ａ
为圆弧圆心角０＜θ≤π，圆弧的起始点、终止点和圆
心坐标分别为 ｐｓ＝（０，－８９，１４２）、ｐｅ＝（１０，－８９，
１３２）和 ｐ０ ＝（１０，－８９，１４２）所对应的空间圆弧；
图８ｂ为圆弧圆心角 π＜θ＜２π，且圆弧的起始点、终
止点和圆心坐标分别为 ｐｓ＝（１０，－８９，１３２）、ｐｅ＝
（０，－８９，１４２）和 ｐ０＝（１０，－８９，１４２）所对应的空间
圆弧；图８ｃ为上述两个圆弧合并成整圆。

图 ８　圆弧插补实验

Ｆｉｇ．８　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｐｉｃｔｕｒｅｓｏｆｓｐａｃｅａｒｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ
　
由图８可以看出，所画的圆弧轨迹平滑，衔接紧

　　

密，笔画清晰，验证了上述圆弧插补算法的正确性。

５　结论

（１）提出了一种由两自由度并联机构和三自由
度串联机构构成的五自由度混联机构，其中，两自由

度并联机构增加机构的承载能力和刚度，三自由度

串联机构增加机器人的刚度、灵活性和工作空间，相

对传统混联机构，该机构具有更大工作空间和更高

刚度。

（２）将五自由度混联机构等效为 Ｕ＋ＲＲＲ串联
机构，对串联机构进行运动学正反解分析，确定了逆

解唯一解的选取原则，并验证了运动学正反解解析

表达式的正确性。根据得到的虎克铰 Ｕ两轴线转
动角度 θ１、θ２，通过坐标转换求得了两驱动分支 ＳＰＵ
杆长的表达式，为机构的运动控制奠定理论基础。

（３）为满足对工件复杂曲面的加工需要，提出
了一种基于等弧度数据采样的新型空间圆弧插补算

法，该方法对圆弧路径进行等弧度离散分割，直接在

笛卡儿坐标系中进行，无需坐标转换，简化了插补算

法的计算量，通过 Ｍａｔｌａｂ仿真和样机实验验证了该
方法的正确性。
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