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摘要：根据基于方位特征（ＰＯＣ）的并联机构设计理论与方法，提出了一种结构简单、能实现三平移一转动的并联机

构，拓扑结构分析后发现其耦合度 ｋ较大（ｋ＝２），其位置正解及动力学计算较复杂；为此，设计了结构降耦后的新

机型，证明其耦合度 ｋ＝１，其位置正解易用一维搜索法求出，并给出了基于序单开链法的该机构位置正解求解的一

维搜索法及其数值解；同时，基于导出的机构位置反解公式，分析了动平台的工作空间及其转动能力，探讨了该机

构发生 ３种奇异位形的条件。
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　　引言

国内外对实现 ＳＣＡＲＡ型 （三平移一转动，
３Ｔ１Ｒ）输出运动的并联机器人进行了一些研究和应
用开发

［１－５］
。国内对 ３Ｔ１Ｒ并联机构的理论研究较

多，样机研制及其应用开发相对迟缓。２０００年，赵
铁石等

［６］
提出了一种 ４ＵＲＵ型三平移一转动并联

机器人；２００１年金琼等［７］
根据基于单开链的并联机

构设计方法，提出了一类三平移一转动并联机器人，

并申请了一组５个具有单动平台的三平移一转动并



联机构专利
［８］
，但未研制样机；黄田等

［９］
于 ２０１０年

开发了具有２～３个动平台的四自由度三平移一转
动的系列 Ｃｒｏｓｓ ＩＶ型高速搬运机器人；２０１２年刘
辛军等

［１０］
研制了具有一个动平台的 Ｘ４型并联机构

样机。

根据基于方位特征集（Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ，ＰＯＣ）和序单开链单元（Ｓｉｎｇｌｅｏｐｅｎ
ｃｈａｉｎ，ＳＯＣ）的并联机构拓扑结构设计理论和方
法

［１１］
，作者团队系统综合了 １８种三平移一转动并

联机构
［１２－１５］

。

本文首先对其中之一的三平移一转动并联机构

进行 ＰＯＣ集、自由度、耦合度 ３个主要拓扑结构特
征的分析，发现其耦合度 ｋ较大（ｋ＝２）；为此，对这
一机构进行了结构降耦设计，使耦合度降低为 １，但
其基本功能（自由度和动平台输出运动）保持不变；

采用基于序单开链法的位置正解求解原理，对降耦

后的并联机构（ｋ＝１）建立一个仅含一个虚拟变量
的位置约束方程，并采用一维搜索法求得其全部正

解数值解；又通过求解机构的位置反解，对该机构进

行工作空间、转动能力及奇异性分析。

１　３Ｔ１Ｒ并联机构及其拓扑特性分析

１１　机构设计
本文提出的机构由动平台 １、静平台 ０通过 ４

条支链连接而成，如图 １所示［１６］
，其中，第 Ｉ、ＩＩＩ约

束条支链包含５个转动副，其连接方式表示为 Ｒｉ１∥
Ｒｉ２∥Ｒｉ３⊥Ｒｉ４∥Ｒｉ５（ｉ＝１，３）（∥表示平行，⊥表示垂
直，下同）；第 ＩＩ、ＩＶ条为无约束支链，其连接方式表
示为 Ｒｊ１ Ｓｊ１ Ｓｊ２（ｊ＝２，４）。动平台１上转动副 Ｒ１５、
Ｒ３５的轴线和其法线相平行；静平台 ０上的转动副
Ｒ１１、Ｒ２１、Ｒ３１和 Ｒ４１为驱动副，设转动副 Ｒ１１与 Ｒ３１的
轴线垂直，即 Ｒ１１⊥Ｒ３１。

图 １　３Ｔ１Ｒ原始并联机构

Ｆｉｇ．１　Ｏｒｉｇｉｎａｌ３Ｔ１ＲＰＭ
　

该机构的特点是：①仅含两条约束支链（Ⅰ、Ⅲ
支链），且为简单支链；所含运动副、构件少，制造、

装配工艺性好。②机构仅关于静平台 ０的对角线

ＳＳ对称。
１２　３Ｔ１Ｒ机构的拓扑特性分析
１２１　机构拓扑特性分析的理论基础

（１）机构的 ＰＯＣ集

Ｍｂ＝∪
ｍ

ｉ＝１
ＭＪｉ＝∪

ｋ

ｊ＝１
Ｍｓｊ （１）

ＭＰａ＝∩
ｎ

ｉ＝１
Ｍｂｉ （２）

式中　Ｍｂ———支链末端构件的 ＰＯＣ集
ＭＪｉ———第 ｉ个运动副（Ｊｏｉｎｔ）的 ＰＯＣ集（末端

构件上的同一个基点 Ｏ′）
Ｍｓｊ———当支链含有子 ＳＯＣ串联时，第 ｊ个子

ＳＯＣ的 ＰＯＣ集
ＭＰａ———机构动平台的 ＰＯＣ集
Ｍｂｉ———第 ｉ条支链末端的 ＰＯＣ集

（２）自由度
并联机构自由度公式为

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

ｖ

ｊ＝１
ξＬｊ （３）

其中 ξＬｊ { (＝ｄｉｍ ∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂ )ｉ ∪Ｍｂ（ｊ＋１ }） （４）

ｖ＝ｍ－ｎ＋１
式中　Ｆ———机构自由度

ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度
ｍ———运动副数　　ｎ———构件数
ｖ———独立回路数
ξＬｊ———第 ｊ个回路的独立位移方程数

∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂｉ———前 ｊ条支链组成的子并联机构的

ＰＯＣ集
Ｍｂ（ｊ＋１）———第（ｊ＋１）条支链末端构件的 ＰＯＣ

集

（３）单开链的约束度
第 ｊ个单开链（ＳＯＣｊ）的约束度为

Δｊ＝∑
ｍｊ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｊ－ξＬｊ （５）

式中　ｍｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的运动副数
ｆｉ———第 ｉ个运动副自由度（不含局部自由

度）

Ｉｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的驱动副数
（４）耦合度的定义
独立回路为 ｖ的 ＢＫＣ（Ｂａｓｉｃｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｃｈａｉｎ）

可分解为 ｖ个单开链 ＳＯＣ（Δｊ）（ｊ＝１，２，…，ｖ），因
此，ＢＫＣ的耦合度 ｋ定义为

ｋ＝１
２ (ｍｉｎ ∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ )｜ （６）

式中， (ｍｉｎ ∑
ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ )｜为 ＢＫＣ分解为 ｖ个 ＳＯＣ（Δｊ），
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可有多种分配方案，取∑｜Δｊ｜为最小者。

其物理意义是：耦合度反映了机构各独立回路

运动变量之间的关联、依赖程度，也反映了机构运动

学、动力学问题求解的复杂性，且已证明：ｋ越大，拓
扑结构的复杂度越高；对于 ｋ＝０的机构，其每个回
路的运动量都能独立求出，最终能得到位置正向解

析解；若 ｋ＞０，意味着机构每个回路的运动量不能
独立求出，而需多个回路方程联立求解，且耦合度 ｋ
恰为机构冗余回路（Δｊ＞０）的虚拟变量数或约束回
路（Δｊ＜０）的运动约束方程数，可用 ｋ维搜索法求得
其位置正解或动力学逆解的数值解。

１２２　３Ｔ１Ｒ机构的拓扑特性分析
１２２１　机构的 ＰＯＣ集和自由度

（１）选定动平台１上任意一点 Ｏ′为基点
（２）确定４条支链末端构件的 ＰＯＣ集
由式（１）有

Ｍｂｉ＝
ｔ３

ｒ２（∥◇（Ｒｉ１，Ｒｉ４[ ]））　（ｉ＝１，３）
Ｍｂｊ＝

ｔ３

ｒ[ ]３ 　（ｊ＝２，４）
（３）确定第１个独立回路的位移方程数 ξＬ１
① 第Ⅰ、Ⅲ条支链组成第１个回路，由式（４）有

ξＬ１＝ｄｉｍ｛Ｍｂ１∪Ｍｂ３｝＝ｄｉｍ
ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

② 第Ⅰ、Ⅲ条支链组成的子并联机构的 ＤＯＦ
和 ＰＯＣ，由式（３）有

Ｆ（１－２）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

１

ｊ＝１
ξＬｊ＝１０－６＝４

由式（２）有

Ｍｐａ（１－２）＝Ｍｂ１∩Ｍｂ３＝
ｔ３

ｒ１（∥Ｒ１４[ ]）
（４）确定第２个独立回路的位移方程数 ξＬ２
①由第１子并联机构及第Ⅱ条支链组成第２个

回路，由式（４）有

ξＬ２＝ｄｉｍ｛Ｍｐａ（１－２）∪Ｍｂ２｝＝ｄｉｍ
ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

②第１子并联机构及第Ⅱ条支链组成的第２个
子并联机构 ＤＯＦ和 ＰＯＣ集，由式（３）有

Ｆ（１－３）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

２

ｊ＝１
ξＬｊ＝１６－（６＋６）＝４

由式（２）有

Ｍｐａ（１－３）＝Ｍｐａ（１－２）∩Ｍｂ２＝
ｔ３

ｒ１（∥Ｒ１４[ ]）
（５）确定第３个独立回路的位移方程数 ξＬ３
由第２个回路及第Ⅳ条支链组成第 ３个回路，

由式（４）有

ξＬ３＝ｄｉｍ｛Ｍｐａ（１－３）∪Ｍｂ４｝＝ｄｉｍ
ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

（６）确定机构自由度
由式（３）有

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

３

ｊ＝１
ξＬｊ＝２２－（６＋６＋６）＝４

（７）确定机构的 ＰＯＣ集
由式（２）有

Ｍｐａ＝Ｍｐａ（１－３）∩Ｍｂ４＝
ｔ３

ｒ１（∥Ｒ１４[ ]）
因此，动平台 １具有 ３个移动和 １个绕其法线

方向的转动输出。

１２２２　机构的耦合度
由上已求得ξＬｉ＝６（ｉ＝１，２，３），因此由式（５）分别

求得其约束度为

Δ１＝∑
ｍ１

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ１－ξＬ１＝１０－２－６＝２

Δ２＝∑
ｍ２

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ２－ξＬ２＝６－１－６＝－１

Δ３＝∑
ｍ３

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ３－ξＬ３＝６－１－６＝－１

进一步，由式（６）有

ｋ＝１
２∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ｜＝

１
２
（２＋１＋１）＝２

由此可知，该机构尽管结构简单，但耦合度仍较

大，为 ｋ＝２，因此，该机构位置正解还较复杂，但可
通过结构降耦设计，使其 ｋ降低为 １，在保持机构的
基本功能———ＰＯＣ和 ＤＯＦ不变的前提下，使机构的
运动学正解和动力学分析方便求解。

２　３Ｔ１Ｒ降耦机构的设计

根据作者提出的机构结构降耦方法
［１７－１８］

，将图１

中的动平台 １上的 Ｒ１５和 Ｒ３５重合，则成为如图 ２所

示的降耦机构
［１９］
，即该降耦机构可视为由混合支链

Ｉ及无约束支链Ⅱ、Ⅲ组成。
混合支链 Ｉ：ＨＳＯＣ１｛－Ｒ１１∥Ｒ１２∥Ｒ１３⊥Ｒ１４∥

Ｒ３５∥Ｒ３４⊥Ｒ３３∥Ｒ３２∥Ｒ３１ －｝，支链Ⅱ：ＳＯＣ２｛－
Ｒ１５－Ｓ２２－Ｓ２１－Ｒ２１－｝，支链Ⅲ：ＳＯＣ３｛－Ｒ４１－Ｓ４１－
Ｓ４２－｝。

现对该机构进行拓扑分析如下：

２１　降耦机构的 ＰＯＣ集和自由度
（１）确定支路末端构件的 ＰＯＣ集

Ｍｓｉ＝
ｔ３

ｒ２（∥◇（Ｒｉ１，Ｒｉ４[ ]））　（ｉ＝１，３）
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图 ２　３Ｔ１Ｒ并联机构的降耦设计

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｕｐｌｉｎｇｒｅｄｕｃｉｎｇｄｅｓｉｇｎｏｆ３Ｔ１ＲＰＭ
　

Ｍｂｊ＝
ｔ３

ｒ[ ]３ 　（ｊ＝２，４）
（２）确定第１个独立回路的位移方程数 ξＬ１
① 混合支链 Ｉ构成第１个回路，由式（４）知

ξＬ１＝ｄｉｍ｛Ｍｓ１∪Ｍｓ２｝＝ｄｉｍ
ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

② 该子并联机构的 ＤＯＦ和 ＰＯＣ集由式（２）、
（３）有

Ｆ（ｓｕｂ－Ｈ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

１

ｊ＝１
ξＬｊ＝１０－６＝４

Ｍ（ｓｕｂ－Ｈ）＝
ｔ３

ｒ１（∥Ｒ１４[ ]））
（３）确定第２个独立回路独立位移方程数ξＬ２
①由混合支链Ⅰ、支链Ⅱ组成第 ２个回路，由

式（４）有

ξＬ２＝ｄｉｍ｛ＭＨ∪Ｍｂ２｝＝ｄｉｍ
ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

② 该子并联机构 ＤＯＦ和 ＰＯＣ集，由式（２）、
（３）分别有

Ｆ（１－２）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

２

ｊ＝１
ξＬｊ＝１６－（６＋６）＝４

Ｍｐａ（１－２）＝ＭＨ∩Ｍｂ２＝
ｔ３

ｒ１（∥Ｒ１４[ ]）
（４）确定第３个独立回路的位移方程数 ξＬ３
由式（４）有

ξＬ３＝ｄｉｍ｛Ｍｐａ（１－２）∪Ｍｂ３｝＝ｄｉｍ
ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

（５）确定机构自由度 ＤＯＦ
由式（３）有

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

３

ｊ＝１
ξＬｊ＝２２－（６＋６＋６）＝４

（６）确定机构的 ＰＯＣ集
由式（２）有

Ｍｐａ＝Ｍｐａ（１－２）∩Ｍｂ３＝
ｔ３

ｒ１（∥Ｒ１４[ ]）

可见，降耦设计后，机构的自由度仍为 Ｆ＝４，动
平台输出仍为三平移一转动。

２２　降耦机构的耦合度
同理，已求得 ξＬｉ＝６（ｉ＝１，２，３），因此，由式（５）

得各回路的约束度分别为

Δ１＝∑
ｍ１

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ１－ξＬ１＝９－２－６＝１

Δ２＝∑
ｍ２

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ２－ξＬ２＝７－１－６＝０

Δ３＝∑
ｍ３

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ３－ξＬ３＝６－１－６＝－１

显然，该机构只包含一个 ＢＫＣ，其耦合度为

ｋ＝１
２∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ｜＝

１
２
（１＋０＋１）＝１

由此可知，通过动平台１上运动副的复合，机构
的基本功能（ＰＯＣ和 ＤＯＦ）都没变，但机构的耦合度
已降低为１，因此，机构的位置正解可由基于序 ＳＯＣ
的一维搜索法较易求得。

３　３Ｔ１Ｒ降耦机构的位置分析

３１　位置正解分析

３１１　坐标系建立及符号标注
机构位置分析求解模型如图 ３所示，静平台 ０

为边长２ａ的正方形，动平台 １为直角边长为 ２ｍ的
等腰直角三角形，４个主动副 Ｒ１１、Ｒ２１、Ｒ３１、Ｒ４１均位
于各边中点。静坐标系 ＯＸＹＺ建立在静平台 ０的中
心，且 Ｘ轴平行于 Ｒ３１的轴线，Ｙ轴平行于 Ｒ１１的轴
线，Ｚ轴由右手法则确定；而动坐标系 Ｐｕｖｗ位于动
平台１的中心点 Ｐ，ｕ轴平行于 Ｒ１５Ｓ４２边，ｖ轴平行于
Ｒ１５Ｓ２２边，ｗ轴同样由右手法则确定。

图 ３　３Ｔ１Ｒ降耦机构的位置分析模型

Ｆｉｇ．３　Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｍｏｄｅｌｏｆ３Ｔ１ＲｃｏｕｐｌｉｎｇｒｅｄｕｃｉｎｇＰＭ
　
为理解方便，将图３机构展开为平面图，如图 ４

所示，其中，直线 ＳＳ为正方形静平台０的对角线。
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图 ４　３Ｔ１Ｒ降耦机构的俯视展开图

Ｆｉｇ．４　Ｅｘｐａｎｄｉｎｇｔｏｐｖｉｅｗｏｆ３Ｔ１ＲｃｏｕｐｌｉｎｇｒｅｄｕｃｉｎｇＰＭ
　
机构的主要结构参数为：混合支链Ⅰ中，如图 ５

所示，ｈｉｊ表示２个转动副 Ｒｉｊ、Ｒｉ，ｊ＋１之间的杆长 （ｉ＝

图 ５　混合支链结构

Ｆｉｇ．５　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｈｙｂｒｉｄｂｒａｎｃｈｅｄｃｈａｉｎ
　

１，３；ｊ＝１，２，３，４）；如图３所示，αｉ表示转动副 Ｒ１ｉ的
转角（ｉ＝１，２，３），βｊ表示转动副 Ｒ３ｊ的转角（ｊ＝１，２，
３）。无约束支链Ⅱ、Ⅲ中（图 ３），ｈｉ１表示转动副 Ｒｉ１
与球副 Ｓｉ１之间的杆长，ｈｉ２表示球副 Ｓｉ１与球副 Ｓｉ２之
间的杆长（ｉ＝２，４）；δ１、θ１分别表示转动副 Ｒ２１、Ｒ４１
的转角。

动平台１绕 Ｚ轴方向的转角为 γ，如图６所示。

图 ６　姿态角 γ的度量

Ｆｉｇ．６　Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆａｎｇｌｅγ
　
该机构位置正解可描述为：已知输入角 α１、δ１、

β１、θ１，求动平台１的位置 Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）及转角 γ。
３１２　基于序ＳＯＣ的机构位置正解求解原理及算法

根据式（５），单开链的约束度有正值、零、负值３种
形式，其物理意义是：

（１）约束度为正值的 ＳＯＣ（Δ＋ｊ），会使机构自由

度增加 Δ＋ｊ；为确定机构的运动，需在 ＳＯＣ（Δ
＋
ｊ）上设

定 Δ＋ｊ 虚拟变量。

（２）约束度为零的 ＳＯＣ（Δ０ｊ），不影响机构自由
度，其运动具有确定性，即其位置正解能独立求解。

（３）约束度为负值的 ＳＯＣ（Δ－ｊ），使机构自由度
减少｜Δ－ｊ｜，即存在｜Δ

－
ｊ｜个约束方程。

因 ＳＯＣ（Δ＋ｊ）中的虚拟变量数目 Δ
＋
ｊ，恰等于约

束方程数目｜Δ－ｊ ｜，因此，易解出 Δ
＋
ｊ 个变量的真实

值。特别是当 Δ＋ｊ ＝｜Δ
－
ｊ ｜＝１时，易用一维搜索法

求得。

根据上述求解原理，进一步给出该机构基于序

ＳＯＣ的位置正解的求解算法，如下：
（１）对于 Δ１＞０的混合支链 ＨＳＯＣ１｛－Ｒ１１∥

Ｒ１２∥Ｒ１３⊥Ｒ１４∥Ｒ３５∥Ｒ３４⊥Ｒ３３∥Ｒ３２∥Ｒ３１－｝而言，
若设转动副角 Ｒ１２的转角 α２为虚拟初值 α


２，则可由

ＨＳＯＣ１求得：转动副Ｒ３１的转角α３为α

２ 的函数表达

式（记号表示该值为虚拟赋值，下同）。
（２）由 Δ２＝０的 ＳＯＣ２｛－Ｒ１５－Ｓ２２－Ｓ２１－Ｒ２１

－｝，由杆长约束条件 Ｓ２１Ｓ２２＝ｈ２２，从而可求得动平
台１的输出转角 γ，也为 α２ 的函数表达式。

（３）由 Δ３＜０的 ＳＯＣ３｛－Ｒ４１－Ｓ４１－Ｓ４２－｝，建
立杆长约束条件 ｌＳ４１Ｓ４２＝ｈ４２，可得到一个含有虚拟赋

值 α２ 的目标函数。
利用一维搜索法，从 ０°～３６０°不断改变虚拟赋

值 α２ 的初值，直到满足该目标函数为止。此时，对
应的 α２ 即为 α２真实值，将其代回步骤（１）～（３）的
计算过程，即可得到该机构位置正解的实数解。下

面分别详细阐述各 ＳＯＣ的位置分析。
３１３　求解 Δ１＞０的 ＨＳＯＣ１上各运动副位置

由 ＨＳＯＣ１中的分支链｛－Ｒ１１－Ｒ１２－Ｒ１３－Ｒ１４
－Ｒ３５－Ｒ１５ －｝，可依次求得点 Ｒ１１、Ｒ１２、Ｒ１３、Ｒ１４、
Ｒ３５、Ｒ１５的坐标，再由矢量方程 ｌＯＰ＝ｌＯＲ１５－ｌＰＲ１５求出
Ｐ点的坐标为

ｘ
ｙ









ｚ
＝

ａ＋ｈ１１ｃｏｓα１＋ｈ１２ｃｏｓα２＋ｈ１４ｃｏｓα３ 槡－２ｍ (ｃｏｓ γ＋π )４
ｈ１４ｓｉｎα３ 槡－２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４
ｈ１１ｓｉｎα１＋ｈ１２ｓｉｎα２＋ｈ１３＋ｈ















１５

（７）
同理，由 ＨＳＯＣ１的另一条分支链｛－Ｒ３１－Ｒ３２－

Ｒ３３－Ｒ３４ －Ｒ３５ －Ｒ１５ －｝，可依次求得点 Ｒ３１、Ｒ３２、
Ｒ３３、Ｒ３４、Ｒ３５、Ｒ１５的坐标，再由矢量方程 ｌＯＰ＝ｌＯＲ１５ －
ｌＰＲ１５求出 Ｐ点的坐标为

ｘ
ｙ









ｚ
＝

－ｈ３４ｃｏｓβ３ 槡－２ｍ (ｃｏｓ γ＋π )４
ａ＋ｈ３１ｃｏｓβ１＋ｈ３２ｃｏｓβ２－ｈ３４ｓｉｎβ３ 槡－２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４

ｈ３１ｓｉｎβ１＋ｈ３２ｓｉｎβ２＋ｈ３３＋ｈ















１５

（８）
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由式（７）、（８）可得
ｈ１２ｓｉｎα２－ｈ３２ｓｉｎβ２＝ｔ１ （９）
－ｈ３４ｓｉｎβ３＝ｔ２＋ｈ１４ｓｉｎα３ （１０）
－ｈ３４ｃｏｓβ３＝ｔ３＋ｈ１４ｃｏｓα３ （１１）

其中 ｔ１＝－ｈ１１ｓｉｎα１－ｈ１３＋ｈ３１ｓｉｎβ１＋ｈ３３
ｔ２＝－ａ－ｈ３１ｃｏｓβ１－ｈ３２ｃｏｓβ２
ｔ３＝ａ＋ｈ１１ｃｏｓα１＋ｈ１２ｃｏｓα２

设定转动副 Ｒ１２的转角 α２为虚拟变量 α

２，则由

式（９）可知，转动副 Ｒ３２的转角 β

２ 为 α


２ 的函数，即

β２ ＝ａｒｃｓｉｎ
ｈ１２ｓｉｎα


２ －ｔ１
ｈ３２

从式（１０）、（１１）中消去 β３，有
Ａ１ｓｉｎα３＋Ｂ１ｃｏｓα３＋Ｃ１＝０

令 ｋ１＝ｔａｎ
α３
２

（１２）

解得 ｋ１＝
－Ａ１± Ａ２１＋Ｂ

２
１－Ｃ槡

２
１

Ｃ１－Ｂ１
（１３）

其中　 Ａ１＝２ｔ２ｈ１４　Ｂ１＝２ｔ３ｈ１４
Ｃ１＝ｔ

２
２＋ｔ

２
３＋ｈ

２
１４－ｈ

２
３４

因此，α３也是虚拟变量 α２的函数。
３１４　求解 Δ２＝０的 ＳＯＣ２上各运动副位置

由支链Ⅱ，得 Ｓ２１、Ｓ２２的坐标分别为（０，－ａ＋
ｈ２１ｃｏｓδ１，ｈ２１ｓｉｎδ１）、（ａ＋ｈ１１ｃｏｓα１ ＋ｈ１２ｃｏｓα２ ＋
ｈ１４ｃｏｓα３＋２ｍｓｉｎγ，ｈ１４ｓｉｎα３ －２ｍｃｏｓγ，ｈ１１ｓｉｎα１ ＋
ｈ１２ｓｉｎα２＋ｈ１３＋ｈ１５）。于是，由杆长约束条件 ｌＳ２１Ｓ２２ ＝
ｈ２２，整理并化简有

Ａ２ｓｉｎγ＋Ｂ２ｃｏｓγ＋Ｃ２＝０

令 ｋ２＝ｔａｎ
γ
２

（１４）

解得 ｋ２＝
－Ａ２± Ａ２２＋Ｂ

２
２－Ｃ槡

２
２

Ｃ２－Ｂ２
（１５）

其中　Ａ２＝４ｍ（ａ＋ｈ１１ｃｏｓα１＋ｈ１２ｃｏｓα２＋ｈ１４ｃｏｓα３）
Ｂ２＝－４ｍ（ｈ１４ｓｉｎα３＋ａ－ｈ２１ｃｏｓδ１）

Ｃ２＝（ｈ１４ｓｉｎα３＋ａ－ｈ２１ｃｏｓδ１）
２＋４ｍ２＋（ａ＋

ｈ１１ｃｏｓα１＋ｈ１２ｃｏｓα２＋ｈ１４ｃｏｓα３）
２＋

（ｈ１１ｓｉｎα１＋ｈ１２ｓｉｎα２＋ｈ１３＋ｈ１５－ｈ２１ｓｉｎδ１）
２－ｈ２２２

可见，输出转角 γ同样为虚拟变量 α２ 的函数。
３１５　建立 Δ３＜０的 ＳＯＣ３上的目标函数

由支链Ⅲ，得 Ｓ４１、Ｓ４２的坐标分别为（－ａ＋
ｈ４１ｃｏｓθ１，０，ｈ４１ｓｉｎθ１）、（ａ＋ｈ１１ｃｏｓα１ ＋ｈ１２ｃｏｓα２ ＋
ｈ１４ｃｏｓα３－２ｍｃｏｓγ，ｈ１４ｓｉｎα３ －２ｍｓｉｎγ，ｈ１１ｓｉｎα１ ＋
ｈ１２ｓｉｎα２＋ｈ１３＋ｈ１５）。同样，由杆长约束条件 Ｓ４１Ｓ４２＝
ｈ４２，整理并化简得

ｆ（α２）＝（ｈ１４ｓｉｎα３－２ｍｓｉｎγ）
２＋（２ａ－ｈ４１ｃｏｓθ１＋

ｈ１１ｃｏｓα１＋ｈ１２ｃｏｓα

２ ＋ｈ１４ｃｏｓα３－

２ｍｃｏｓγ）２＋（ｈ１１ｓｉｎα１＋ｈ１２ｓｉｎα

２ ＋

ｈ１３＋ｈ１５－ｈ４１ｓｉｎθ１）
２－ｈ４２ （１６）

通过不断改变 α２，可使 ｆ（α

２）＝０；再将满足

ｆ（α２）＝０的真实值 α２代入式（７），即可得到动平
台１的坐标 Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）；将 α２代入式（１４）、（１５），即
可得到动平台１的姿态角 γ。

为方便理解，上述计算过程如图７所示。

图 ７　降耦机构位置正解的流程

Ｆｉｇ．７　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｆｏｒｗａｒｄｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｒｅｄｕｃｉｎｇＰＭ
　
３２　位置反解分析

该机构位置反解可描述为：已知动平台 １的位
置 Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）及转角 γ，求输入转角 α１、β１、δ１、θ１。
３２１　求主动副 Ｒ１１的输入角 α１

由式（７）可知

ｙ＝ｈ１４ｓｉｎα３ 槡－２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４

则 α３＝ａｒｃｓｉｎ
槡２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４ ＋ｙ

ｈ１４
（１７）

由式（７）中的 ｘ、ｚ坐标，可得
－ｈ１２ｃｏｓα２＝Ｐ０＋ｈ１１ｃｏｓα１ （１８）
－ｈ１２ｓｉｎα２＝Ｐ１＋ｈ１１ｓｉｎα１ （１９）

从式（１８）、（１９）中消去 α２，有
Ｐ２ｓｉｎα１＋Ｐ３ｃｏｓα１＋Ｐ４＝０

其中 Ｐ０＝ａ＋ｈ１４ｃｏｓα３ 槡－２ｍ (ｃｏｓγ＋π )４ －ｘ

Ｐ１＝ｈ１３＋ｈ１５－ｚ
Ｐ２＝２Ｐ１ｈ１１　Ｐ３＝２Ｐ０ｈ１１
Ｐ４＝Ｐ

２
０＋Ｐ

２
１＋ｈ

２
１１－ｈ

２
１２

令 ｕ１＝ｔａｎ
α１
２

（２０）

解得 ｕ１＝
－Ｐ２± Ｐ２２＋Ｐ

２
３－Ｐ槡

２
４

Ｐ４－Ｐ３
（２１）

这样，由式（２０）、（２１）可直接求出输入角 α１。
３２２　求主动副 Ｒ３１的输入角 β１

由式（８）可知

ｘ＝－ｈ３４ｃｏｓβ３ 槡－２ｍ (ｃｏｓγ＋π )４
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即 β３＝ａｒｃｃｏｓ
槡－２ｍ (ｃｏｓγ＋π )４ －ｘ

ｈ３４
（２２）

由式（８）中的 ｙ、ｚ坐标，可得
ｈ３２ｃｏｓβ２＝Ｐ５－ｈ３１ｃｏｓβ１ （２３）
ｈ３２ｓｉｎβ２＝Ｐ６－ｈ３１ｓｉｎβ１ （２４）

从式（２３）、（２４）中消去 β２，有
Ｐ７ｓｉｎβ１＋Ｐ８ｃｏｓβ１＋Ｐ９＝０

其中　Ｐ５＝－ａ＋ｈ３４ｓｉｎβ３ 槡＋２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４ ＋ｙ

Ｐ６＝ｚ－ｈ３３－ｈ１５
Ｐ７＝－２Ｐ６ｈ３１　Ｐ８＝－２Ｐ５ｈ３１
Ｐ９＝Ｐ

２
５＋Ｐ

２
６＋ｈ

２
３１－ｈ

２
３２

令 ｕ２＝ｔａｎ
β１
２

（２５）

解得 ｕ２＝
－Ｐ７± Ｐ２７＋Ｐ

２
８－Ｐ槡

２
９

Ｐ９－Ｐ８
（２６）

这样，由式（２５）、（２６），可直接求出输入角 β１。
３２３　求主动副 Ｒ２１的输入角 δ１

由支 链 Ⅱ，易 得 点 Ｓ２１、Ｓ２２的 坐 标 分 别 为

（０，－ａ＋ｈ２１ｃｏｓδ１，ｈ２１ｓｉｎδ１ (）、 ｘ 槡＋２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４ ，

ｙ 槡－２ｍ (ｃｏｓγ＋π )４ ， )ｚ。
由杆长约束条件 ｌＳ２１Ｓ２２＝ｈ２２，整理并化简可得

Ｑ１ｓｉｎδ１＋Ｑ２ｃｏｓδ１＋Ｑ３＝０ （２７）
其中　 Ｑ１＝－２ｚｈ２１

Ｑ２ [＝－２ ｙ 槡－２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４ ＋ ]ａ ｈ２１
Ｑ３ [＝ ｘ 槡＋２ｍ (ｓｉｎ γ＋π ) ]４

２

[
＋

ｙ 槡－２ｍ (ｃｏｓγ＋π )４ ＋ ]ａ ２

＋ｚ２＋ｈ２２１－ｈ
２
２２

令 λ１＝ｔａｎ
δ１
２

（２８）

解得 λ１＝
－Ｑ１± Ｑ２１＋Ｑ

２
２－Ｑ槡

２
３

Ｑ３－Ｑ２
（２９）

根据式（２８）、（２９），可直接求出输入角 δ１。
３２４　求主动副 Ｒ４１的输入角 θ１

由支链Ⅲ，易得 Ｓ４１、Ｓ４２的坐标分别为（－ａ＋

ｈ４１ｃｏｓθ１，０，ｈ４１ｓｉｎθ１ (）、 ｘ 槡－ ２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４ ，ｙ＋

槡２ｍ (ｃｏｓγ＋π )４ ， )ｚ。
由杆长约束条件 ｌＳ４１Ｓ４２＝ｈ４２，并整理可得

Ｑ４ｓｉｎθ１＋Ｑ５ｃｏｓθ１＋Ｑ６＝０ （３０）
其中 Ｑ４＝－２ｚｈ４１

Ｑ５ [＝－２ ｘ 槡－２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４ ＋ ]ａ ｈ４１
Ｑ６ [＝ ｘ 槡－２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４ ＋ ]ａ ２

[
＋

ｙ 槡＋２ｍ (ｃｏｓγ＋π ) ]４

２

＋ｚ２＋ｈ２４１－ｈ
２
４２

令 λ２＝ｔａｎ
θ１
２

（３１）

解得 λ２＝
－Ｑ４± Ｑ２４＋Ｑ

２
５－Ｑ槡

２
６

Ｑ６－Ｑ５
（３２）

因此，根据式（３１）、（３２），可直接求出输入角
θ１。

由上可知，该机构存在２４＝１６组反解。
３３　位置正反解实例验算
３３１　正解算例

设该并联机构的结构参数为（单位：ｃｍ）：ｈ１１＝
２０；ｈ１２＝３０；ｈ１３＝５；ｈ１４＝１０；ｈ１５＝５；ｈ２１＝２０；ｈ２２＝
４０；ｈ４１＝２０；ｈ４２＝４０；ｈ３１＝２０；ｈ３２＝３０；ｈ３３＝５；ｈ３４＝
１０；ａ＝３０；ｍ＝１０。

设４个主动输入角为：α１ ＝１１６９２７６°；β１ ＝
８６１５１４°；δ１＝９９３２６８°；θ１＝８９８４４６°。

对式（７）～（１６），设虚拟变量 α２ 的搜索范围
为０～２π，可求得４组实数位置正解，如表１所示。

表 １　机构位姿正解数值

Ｔａｂ．１　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｆｏｒｗａｒｄｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＰＭ

组数 ｘ／ｍｍ ｙ／ｍｍ ｚ／ｍｍ γ／（°）
１ ３３３３６ ３１８３４ ３２２８１４ －２３４６２６
２ －１４６３０ ４７６６５ ３８９３９１ －４０１６４
３ ５２６７９ １０１９９ ３６４４６６ ８０３８６
４ １０９９６３ １１３８２ ２９４２３４ －７７４２２

３３２　逆解算例
将表１中正解第 ２组数据结果，代入式（２０）、

（２１）、（２５）、（２６）、（２８）、（２９）、（３１）、（３２），可得１６组实
数反解，其中，一组反解为：α′１ ＝１１６９２６４°；β′１＝
８６１５６４°；δ′１＝９９３２６４°；θ′１＝９０００５１°。

可见，与给定的４个输入角一致，从而验证了其
正反解的正确性。

４　降耦机构的工作空间和转动能力分析

４１　工作空间分析
工作空间是衡量并联机器人性能的一个重要指

标，本文采用极限搜索法对该 ３Ｔ１Ｒ降耦机构的工
作空间进行分析，即先设定该工作空间的搜索范围，

基于导出的运动学逆解，查找该工作空间内所有满

足杆长约束、运动副转角约束、连杆干涉约束的点；

若其中的任一值超出了其允许值，则对应的点在工

作空间外，表示机构此时的位姿达不到；反之，该点
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位于工作空间的边界。这些点所构成的三维立体

图，即为该机构能够达到的工作空间。

机构的结构参数，已在 ３３节中给出。为了找
到空间中满足要求的点，先确定空间三维搜索范围：

０≤ｚ≤５０，－π≤θ≤π，０≤ρ≤５０（θ、ρ分别为柱坐
标系中搜索角度和搜索半径）；约束条件：－π≤
α１（β１，δ１，θ１）≤π；于是，通过 Ｍａｔｌａｂ软件编程，得
到该并联机构工作空间的三维立体图及各截面图，

分别如图８、图９所示。

图 ８　降耦机构的三维工作空间

Ｆｉｇ．８　ＴｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｒｅｄｕｃｉｎｇＰＭ
　

图 ９　工作空间的 Ｘ Ｙ截面图

Ｆｉｇ．９　Ｘ Ｙｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｌｖｉｅｗｓｏｆｗｏｒｋｓｐａｃｅ
　

从图９可看出：①该并联机构的工作空间连续，
且对称于静平台０的对角线 ＳＳ。②随着 Ｚ的增加，
机构工作空间 Ｘ Ｙ截面图形的面积逐渐减小，但
图形更加规则。

４２　转动能力分析
动平台转动能力即为末端执行器在工作区域内

的转角范围，是衡量并联机构输出转动灵活性能的

又一个重要指标。这里同样采用极限边界搜索法，

基于导出的位置反解公式，通过固定高度 Ｚ处的
Ｘ Ｙ截面来分析该机构动平台的转动能力，即通过
改变搜索半径 ρ以及搜索角度 θ，分别计算动平台
在此 Ｘ Ｙ截面内转角的最大值（γｍａｘ）和最小值
（γｍｉｎ）。

现取高度 Ｚ＝４０ｃｍ，分别计算该机构动平台在
其 Ｘ Ｙ截面上各点的转角最大值（γｍａｘ）、最小值

（γｍｉｎ）的分布，如图１０所示。

图 １０　该 ３Ｔ１Ｒ降耦机构的转动能力

Ｆｉｇ．１０　Ｒｏｔａｔｉｏｎａｂｉｌｉｔｙｏｆ３Ｔ１ＲｃｏｕｐｌｉｎｇｒｅｄｕｃｉｎｇＰＭ
　
由图１０可以看出，该并联机构的转角最大值的

范围 γｍａｘ∈［０°，１６０°］，转角最小值的范围 γｍｉｎ∈
［－１４０°，０°］。

５　３Ｔ１Ｒ降耦机构的奇异位形分析

３２节已导出该机构的位置反解公式，对此直
接求导，可获得机构动平台末端执行器的输出速度

关于主动关节输入角速度的雅可比矩阵，当雅可比

矩阵奇异时，并联机构的奇异位形出现。

５１　雅可比矩阵求解
（１）由图３得矢量方程 ｌＯＰ＋ｌＰＲ１５＋ｌＲ１５Ｒ３５＝ｌＯＲ３５，

易求得点 Ｒ３５ (的坐标为 ｘ 槡＋２ｍ (ｃｏｓ γ＋π )４ ，ｙ＋

槡２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４ ，ｚ－ｈ )１５ 。

由混合支链Ⅰ中的左、右分支链，可求出点
Ｒ１４、Ｒ３４的坐标分别为（０，ａ＋ｈ１１ｃｏｓα１ ＋ｈ１２ｃｏｓα２，
ｈ１１ｓｉｎα１＋ｈ１２ｓｉｎα２＋ｈ１３）；（ｂ＋ｈ３１ｃｏｓβ１ ＋ｈ３２ｃｏｓβ２，
０，ｈ３１ｓｉｎβ１＋ｈ３２ｓｉｎβ２＋ｈ３３）。

①由杆长条件 ｌＲ１４Ｒ３５＝ｈ１４，可得

Ｍ２１＋Ｍ
２
２＋Ｍ

２
３＝ｈ

２
１４ （３３）

其中 Ｍ１＝ｘ 槡＋２ｍ (ｃｏｓγ＋π )４
Ｍ２＝ｙ 槡＋２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４ －ａ－ｈ１１ｃｏｓα１－ｈ１２ｃｏｓα２

Ｍ３＝ｚ－ｈ１５－ｈ１１ｓｉｎα１－ｈ１２ｓｉｎα２－ｈ１３
② 由杆长条件 ｌＲ３４Ｒ３５＝ｈ３４，可得

Ｍ２４＋Ｍ
２
５＋Ｍ

２
６＝ｈ

２
３４ （３４）
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其中　Ｍ４＝ｘ 槡＋２ｍ (ｃｏｓγ＋π )４ －ｂ－ｈ３１ｃｏｓβ１－

ｈ３２ｃｏｓβ２

Ｍ５＝ｙ 槡＋２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４
Ｍ６＝ｚ－ｈ１５－ｈ３１ｓｉｎβ１－ｈ３２ｓｉｎβ２－ｈ３３

（２）由支链Ⅱ，已求得 Ｓ２１、Ｓ２２坐标（３１４节）
由杆长条件 ｌＳ２１Ｓ２２＝ｈ２２可得

Ｎ２１＋Ｎ
２
２＋Ｎ

２
３＝ｈ

２
２２ （３５）

其中 Ｎ１＝ｘ 槡＋２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４
Ｎ２＝ｙ 槡－２ｍ (ｃｏｓγ＋π )４ ＋ａ－ｈ２１ｃｏｓδ１

Ｎ３＝ｚ－ｈ２１ｓｉｎδ１
（３）由支链Ⅲ，已求得 Ｓ４１、Ｓ４２坐标（３１５节）
由杆长约束 ｌＳ４１Ｓ４２＝ｈ４２可得

Ｎ２４＋Ｎ
２
５＋Ｎ

２
６＝ｈ

２
４２ （３６）

其中 Ｎ４＝ｘ 槡－２ｍ (ｓｉｎ γ＋π )４ ＋ａ－ｈ４１ｃｏｓθ１

Ｎ５＝ｙ 槡＋２ｍ (ｃｏｓγ＋π )４ 　Ｎ６＝ｚ－ｈ４１ｓｉｎθ１

（４）对式（３３）～（３６）的两边，同时对时间 ｔ求
一阶导数，可得该机构动平台末端执行器的输出速

度ｖ＝［ｘ· ｙ· ｚ· γ·］
Ｔ
和主动关节输入角速度ω＝

［α·１ β
·

１ δ
·

１ θ
·

１
］
Ｔ
的关系为

Ｊｐｖ＝Ｊｑω （３７）
其中

Ｊｐ＝

Ｍ１ Ｍ２ Ｍ３ Ｋ１
Ｍ４ Ｍ５ Ｍ６ Ｋ２
Ｎ１ Ｎ２ Ｎ３ Ｋ３
Ｎ４ Ｎ５ Ｎ６ Ｋ













４

Ｊｑ＝

Ｋ５
Ｋ６

Ｋ７
Ｋ













８

Ｋ１ 槡＝２ [ｍ Ｍ２ (ｃｏｓγ＋π )４ －Ｍ１ (ｓｉｎ γ＋π ) ]４

Ｋ２ 槡＝２ [ｍ Ｍ５ (ｃｏｓγ＋π )４ －Ｍ４ (ｓｉｎ γ＋π ) ]４

Ｋ３ 槡＝２ [ｍ Ｎ１ (ｃｏｓγ＋π )４ ＋Ｎ２ (ｓｉｎ γ＋π ) ]４

Ｋ４ 槡＝－２ [ｍ Ｎ４ (ｃｏｓγ＋π )４ ＋Ｎ５ (ｓｉｎ γ＋π ) ]４
Ｋ５＝ｈ１１（Ｍ３ｃｏｓα１－Ｍ２ｓｉｎα１）
Ｋ６＝ｈ３１（Ｍ６ｃｏｓβ１－Ｍ４ｓｉｎβ１）
Ｋ７＝ｈ２１（Ｎ３ｃｏｓδ１－Ｎ２ｓｉｎδ１）
Ｋ８＝ｈ４１（Ｎ６ｃｏｓθ１－Ｎ４ｓｉｎθ１）

５２　奇异位形分析
当雅可比矩阵行列式值为零时，机构将出现奇

异位形；即式（３７）中，当 Ｊｐ和 Ｊｑ中任何 １个或 ２个
矩阵行列式为零，机构均会出现奇异位形，即有：逆

向运动学奇异、正向运动学奇异及组合奇异３类。
（１）逆向运动学奇异
即 ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０，可得 Ｊｑ矩阵行列式解的集合 Ｄ

为

Ｄ＝Ｄ１∪Ｄ２∪Ｄ３∪Ｄ４
其中 Ｄ１＝｛Ｍ２ｓｉｎα１－Ｍ３ｃｏｓα１＝０｝ （３８）

Ｄ２＝｛Ｍ４ｓｉｎβ１－Ｍ６ｃｏｓβ１＝０｝ （３９）
Ｄ３＝｛Ｎ２ｓｉｎδ１－Ｎ３ｃｏｓδ１＝０｝ （４０）
Ｄ４＝｛Ｎ４ｓｉｎθ１－Ｎ６ｃｏｓθ１＝０｝ （４１）

对该机构而言，满足式（３８）～（４１）中的任意一
个公式即发生该类奇异。这类奇异一般是指机构处

于工作空间边界或者位置反解数目发生变化时的

位形。

当式（３８）或（３９）成立时，杆 Ｒ１１Ｒ１２与 Ｒ１２Ｒ１３或
杆 Ｒ３１Ｒ３２与 Ｒ３２Ｒ３３被拉直或重叠共线；杆 Ｒ１１Ｒ１２与
Ｒ１２Ｒ１３拉直共线的情形如图１１ａ所示。

当式（４０）或（４１）成立时，杆 Ｒ２１Ｓ２１与 Ｓ２１Ｓ２２或
杆 Ｒ４１Ｓ４１与 Ｓ４１Ｓ４２被拉直或重叠共线；杆 Ｒ２１Ｓ２１与 Ｓ２１
Ｓ２２拉直共线的情形如图１１ｂ所示。

图 １１　３Ｔ１Ｒ并联机构的逆向运动学奇异位形

Ｆｉｇ．１１　Ｉｎｖｅｒｓｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｏｆ３Ｔ１ＲＰＭ
　
这样，通过控制驱动副转角，可使机构的工作位

置尽量远离奇异位形点。

（２）正向运动学奇异
即 ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０，从数学上求解该方程，并找出所

有的正向奇异位形点较为困难，但可用解析几何法
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能较为直观地找出奇异位形点。

具体为，将矩阵 Ｊｐ看作 ４个行向量，如式（４２）
所示，可发现矩阵 Ｊｐ各行向量，分别对应从动 Ｒ１４Ｒ３５、
Ｒ３４Ｒ３５、Ｓ２１Ｓ２２、Ｓ４１Ｓ４２在定坐标系中的空间矢量。当
发生该类奇异位形时，尽管驱动杆被锁定，机构的动

平台也将具有一定自由度，此时，机构将失去刚度，

无法承受任何承载。

Ｊｐ＝［ｅ１ ｅ２ ｅ３ ｅ４］Ｔ （４２）

由矢量的几何分析可知，当 ｅ１、ｅ２两矢量平行，
及 ｅ３、ｅ４两矢量平行并与动平台 １共面时，该机构
出现正向奇异位形，此时，从动杆 Ｒ１４Ｒ３５与 Ｒ３４Ｒ３５平
行；从动杆 Ｓ２１Ｓ２２与 Ｓ４１Ｓ４２平行，并与动平台１共面。

这种奇异位形可通过控制驱动副转角，来避免

发生。

（３）组合奇异
即ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０且ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０。这种奇异位形只有

当上述２种奇异同时发生时才会产生。此时，杆Ｒ１１Ｒ１２
与Ｒ１２Ｒ１３被拉直共线，从动杆 Ｒ１４Ｒ３５与 Ｒ３４Ｒ３５平行，从

动杆Ｓ２１Ｓ２２与 Ｓ４１Ｓ４２平行。当机构处于该奇异位形时，
机构将失去自由度，从而失去原有的运动特性。

６　结论

（１）运用基于 ＰＯＣ和 ＳＯＣ的并联机构拓扑结
构设计方法，通过并联机构拓扑结构降耦设计，可降

低并联机构的耦合度，可设计基本功能（ＰＯＣ和
ＤＯＦ）不变的低耦合度并联机构，从而使其位置正解
求解大大简化。

（２）３Ｔ１Ｒ降耦机构，动平台结构更简单，还具
有较好的对称性；采用基于序单开链法的位置正

解求解原理，仅需建立一个含一个虚拟变量的位

置约束方程，即可采用一维搜索法求得其全部正

解数值解。

（３）基于位置反解，分别得到了 ３Ｔ１Ｒ降耦机构
的工作空间和转动能力，表明该机构工作空间规则

连续，转动能力大；同时还得到了该机构发生奇异位

形的条件。
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