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摘要：利用 Ｍａｔｌａｂ提供的数学函数 ｏｄｅ４５，对基于水田平地机调平系统运动学模型的方程组，以正弦输入电流为

例，进行数值解求解，得到平地机平地铲倾角、角速度、扭簧扭转角度等状态变量与输入电流的数值关系。该方法

可以准确地求解数值解，且能方便分析方程组中任意变量与已知变量的关系。该方法对于其他多输入多输出的农

机具机械液压系统运动学模型的数值解求解与特性分析具有借鉴意义。
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　　引言

农业机械设计中，常常涉及到齿轮减速器驱动

的旋转机构；液压缸驱动的平动、旋转；杆件的弹性

变形等
［１－２］

。这些运动包含了速度、加速度、角速

度、角加速度，液压油压强变化等，为掌握系统在动

态工作过程中状态变量的规律，需要对基于理论力

学、液压原理等建立的运动学模型进行求解。可是

由于涉及变量多（通常多达 １０个，甚至更多）、高阶
数（二阶、三阶）的微分方程、代数方程约束、边界条

件，通过高等数学中提供的常微分方程求解等方法，

往往解决不了这些问题。

对于复杂大型的微分代数方程组（简称 ＤＡＥ）
模型求解，Ｍａｔｌａｂ提供了丰富的数学求解函数，如
ｏｄｅ１５ｉ、ｏｄｅ４５、ｏｄｅ１１３、ｏｄｅ２３ｓ、ｏｄｅ２３ｔｂ等［３］

。ｏｄｅ１５ｉ
是专门用于求解隐式微分代数方程组的求解函数，

建立的方程组不需要变形即可直接使用，缺点是相

比 ｏｄｅ４５求解复杂，且容易出错。ｏｄｅ４５适合求解非
刚性 ｏｄｅ，运算精度较高，变步长且计算速度快，适
应性强，是求解代数微分方程组的首选。此外，专业

数学求解软件 Ｍａｐｌｅ、Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ也有丰富的数学
函数，是数学计算常用工具软件

［４－５］
。为了将模型

的分析、传递函数的拟合等在 Ｍａｔｌａｂ上集成实现，
本文以 Ｍａｔｌａｂ为平台［６－７］

，对基于水田激光平地机

的调平系统运动学模型进行数值解求解。

１　运动学模型与解析方法

图 １　水田激光平地机

Ｆｉｇ．１　Ｐａｄｄｙｆｉｅｌｄｌａｓｅｒｌｅｖｅｌｉｎｇｍａｃｈｉｎｅ
（ａ）水田激光平地机三维图　（ｂ）水田激光平地机运动分析简图

１１　平地机机械液压系统的运动学模型
本文建立的运动学模型是基于华南农业大学研

制的１ＪＰ３０型水田激光平地机的平地铲水平调节
物理系统。系统由一个液压驱动缸、水平铲、安装

台、平行连杆、车身组成，见图 １。通过液压缸的伸

缩调节平地铲与水平位置的夹角（简称水平倾角），

可是平行连杆有变形、液压缸两端的铰链及平行连

杆连接车身与安装台之间的铰链有安装间隙，这些

都将导致水平倾角不单独由液压缸的伸缩所决定。

该文重点研究模型的求解，建模过程可参照文

献［１，８］。
图１ｂ是由实际物理系统简化得到的运动学模

型，该简化模型的建立基于以下几个假设条件：①车
身固定不动。②平行连杆视为一个扭簧。③水平
铲、液压缸、安装台视为刚性杆件。④液压油不可压
缩。⑤各安装铰链视为理想铰链。得到图 １ｂ的简
化模型之后基于理论力学和液压系统相关原理，对

杆件的运动进行分解，根据牛顿基本定理，以及针对

杆件的质心动量矩定理、质心运动定理，则可以建立

一 组 微 分 代 数 方 程 组 （Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｉａｌａｌｇｅｂｒａｉｃ
ｅｑｕｉｔｉｏｎ，ＤＡＥ）［９－１０］。该模型具有 １１个变量，涉及
到一阶微分方程 ８个，二阶微分方程 ６个。这里定
义 Ｑ是时间的函数，作为输入变量，其他变量作为
输出变量。由于 ｄａｅＦｕｎｃｔｉｏｎ句柄函数是 ２０１５年
Ｍａｔｌａｂ函数库新增的针对隐式微分代数方程组数值
解求解的辅助函数，适用性相对 ｏｄｅ４５小，故本文重
点介绍 ｏｄｅ４５的求解计算。

比例流量换向阀阀环节视作单纯的比例关系

Ｑ＝ＩＳＫｑ （１）
假设液压油体积弹性模量系数不变，则有

Ｐ′＝
βｅ

Ｖ１＋Ａｄ
（Ｑ－Ａｄ′） （２）

将安装台和平地铲独立拆分对其做受力分析

（图２），Ｍｏ是安装台受到的扭矩，与扭簧扭转刚度
和阻尼系数有关；Ｆｘ是平地铲在 Ｃ点处水平方向的
受力，Ｎ；Ｆｙ是平地铲在 Ｃ点处垂直方向的受力，Ｎ；
ｌ１是点 Ｂ、Ｅ间的距离，ｍ；ｌ２是点 Ｂ、Ｃ间的距离，ｍ；ｌ３
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图 ２　安装台与平地铲受力分析

Ｆｉｇ．２　Ｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｆｏｒｍｏｕｎｔｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍａｎｄｌａｎｄｌｅｖｅｌｉｎｇｐｌｏｗ
　
是点 Ｃ、Ｄ间的距离，ｍ；ｌ４是点 Ｏ、Ｂ间的距离，ｍ。

根据刚体转动与平动的原理，由 Ｂ点加速度和
刚体绕 Ｂ的转动角速度，可以得出刚体上任意一点
加速度，为此质心 Ｏ在 ｘ轴和 ｙ轴方向的加速度为

ａＯｘ＝ｘ″＋ｌ４θ′１
２ｓｉｎθ１－ｌ４θ″１ｃｏｓθ１ （３）

ａＯｙ＝ｙ″－ｌ４θ′１
２ｃｏｓθ１－ｌ４θ″１ｓｉｎθ１ （４）

式中　ｘ″、ｙ″———Ｂ点在竖直平面内 ｘ轴和 ｙ轴方向
的加速度

所以，对安装台运用质心运动定理，可得

－ＡＰｓｉｎ（β＋θ１）－Ｆｘ＝ｍ１ａｏｘ （５）
ＡＰｃｏｓ（β＋θ１）－Ｆｙ＝ｍ１ａｏｙ （６）

式中　ｍ１———安装台质量，ｋｇ
同时，对安装台运用质心动量距定理，可得

ＡＰ（ｌ１－ｌ４）ｓｉｎβ－Ｆｘ（ｌ２＋ｌ４）ｃｏｓθ１－
Ｋｔθ１－Ｃｔθ′１－Ｆｙ（ｌ２＋ｌ４）ｓｉｎθ１＝Ｊ１θ″１ （７）

式中　Ｊ１———安装台转动惯量，ｋｇ·ｍ
２

Ｋｔ———平行连杆的扭簧系数，Ｎ／ｍ
Ｃｔ———平行连杆黏性摩擦系数，Ｎ·ｍ·ｓ

平地铲的受力来自 Ｃ点铰链的反作用力和 Ｄ
点液压缸作用力 ＡＰ。为此，Ｃ点的加速度可由基点
Ｂ的加速度与 Ｃ点相对于点 Ｂ的加速度叠加得出，
为此，Ｃ点在 ｘ轴和 ｙ轴方向的加速度表示为

ａｃｘ＝ｘ″－ｌ２θ′１
２ｓｉｎθ１＋ｌ２θ″１ｃｏｓθ１ （８）

ａｃｙ＝ｙ″＋ｌ２θ′１
２ｃｏｓθ１＋ｌ２θ″１ｓｉｎθ１ （９）

所以，对平地铲质心 Ｃ运用质心运动定理，可
得

Ｆｘ＋ＡＰｃｏｓ（α＋θ２）＝ｍ２（ｘ″－ｌ２θ′１
２ｓｉｎθ１＋

ｌ２θ″１ｃｏｓθ１） （１０）

Ｆｙ－ＡＰｓｉｎ（α＋θ２）＝ｍ２（ｙ″＋ｌ２θ′１
２ｃｏｓθ１＋

ｌ２θ″１ｓｉｎθ１） （１１）
式中　ｍ２———平地铲质量，ｋｇ

同时，对平地铲运用质心动量距定理，可得

ＡＰｌ３ｓｉｎα－ｃ２θ′２＝Ｊ２θ″２ （１２）

式中　Ｊ２———平地铲转动惯量，ｋｇ·ｍ
２

ｃ２———活塞与平地铲粘性阻尼系数，Ｎ·ｍ·ｓ
最后，利用三角函数关系，可得出以下方程关系

式

（ｄ０＋ｄ）
２＝（ｌ１＋ｌ２）

２＋ｌ２３＋２（ｌ１＋ｌ２）ｌ３·
ｓｉｎ（θ１＋θ２） （１３）

（ｄ０＋ｄ）ｄ′＝（ｌ１＋ｌ２）ｌ３ｃｏｓ（θ１＋θ２）（θ′１＋θ′２）

（１４）
α＋β＋θ１＋θ２＝π／２ （１５）

式中　ｄ０———平地铲水平时 Ｅ、Ｄ间距离，ｍ
ｄ———液压杆伸缩位移，ｍ

其中式（１４）是式（１３）两边微分所得。由上述分析
可得，微分代数方程组（１）～（１１），构成平地机调平
系统运动学 ＤＡＥ模型。
１２　ｏｄｅ４５函数

在常微分方程组是否是刚性的未知条件下，用

ｏｄｅ４５求解成功率高；ｏｄｅ４５求解结果为中等精度，
满足工程要求，且无需各状态变量一阶初值；使用广

泛，是求解数值解最常用的方法
［１１－１２］

。

１２１　ｏｄｅ４５函数数值解原理———龙格库塔积分
原理

龙格库塔方法的理论基础来源于“泰勒公式”

和“使用斜率近似表达微分”。它在积分区间内多

计算几个点的斜率，然后进行加权平均，用作下一点

的依据，从而构造出了精度更高的数值积分。

１２２　计算方法
如预先求两个点的斜率则使用二阶龙格库塔

法，如预先取 ４个点则使用四阶龙格库塔法［１３］
。

ｏｄｅ４５表示采用四阶、五阶 Ｒｕｎｇｅ Ｋｕｔｔａ单步算法，
截断误差为（Δｘ）３。适合解决的是 Ｎｏｎｓｔｉｆｆ（非刚
性）的常微分方程。一阶常微分方程可以写作：ｙ′＝
ｆ（ｘ，ｙ），使用差分概念。（Ｙｎ＋１－Ｙｎ）／ｈ＝ｆ（Ｘｎ，
Ｙｎ）推出（近似等于，极限为 Ｙ′ｎ），即 Ｙｎ＋１＝Ｙｎ＋
ｈｆ（Ｘｎ，Ｙｎ）。另外根据微分中值定理，存在０＜ｔ＜１，
使得 Ｙｎ＋１＝Ｙｎ＋ｈｆ（Ｘｎ＋ｔｈ，Ｙ（Ｘｎ＋ｔｈ））。

这里 Ｋ＝ｆ（Ｘｎ＋ｔｈ，Ｙ（Ｘｎ＋ｔｈ））称为平均斜率，

５６增刊　　　　　　　　　　　　赵祚喜 等：基于 Ｍａｔｌａｂ的水田平地机运动学模型数值解求解



龙格库塔方法就是求得 Ｋ的一种算法。利用这样
的原理，经过复杂的数学推导，可以得出截断误差为

步长 ｈ的３次方的四阶龙格库塔公式
Ｋ１＝ｆ（Ｘｎ，Ｙｎ）

Ｋ２＝ｆ（Ｘｎ＋ｈ／２，Ｙｎ＋（ｈ／２）Ｋ１）
Ｋ３＝ｆ（Ｘｎ＋ｈ／２，Ｙｎ＋（ｈ／２）Ｋ２）
Ｋ４＝ｆ（Ｘｎ＋ｈ，Ｙｎ＋ｈＫ３）

Ｙｎ＋１＝Ｙｎ＋
１
６
ｈ（Ｋ１＋２Ｋ２＋２Ｋ３＋Ｋ４）

１２３　ｏｄｅ４５的调用
ＯＤＥ是常微分方程的简称，ＤＡＥ是微分代数方

程组的简称。在 １１节得到的运动学模型是 ＤＡＥ，
为使用 ｏｄｅ４５函数，需要对 ＤＡＥ的形式进行变换。

首先，ｏｄｅ４５要求方程组必须等号左边是一阶
微分变量，右边包含变量但不包括微积分的代数表

达，即 ｗ′＝ｆ（ｗ，ｔ），ｗ是列向量的形式。为此，该文
在使用 ｏｄｅ４５时必须将１１节中的含有二阶微分的
变量化成为一阶，同时用等效替换法将所有的代数

方程消去，得到目标格式的方程组
［１４］
。

１２４　运动学模型方程组的格式变换
微分方程降阶方法：该方法参照文献［７］，对于

更高阶仍然可以这样处理。这里举例说明

ｙ″－３ｙ′＋２ｙ＝０
ｙ（０）＝０
ｙ（１）＝１０

得到该方程组可求解的格式。

通过假设新变量来实现降阶

ｙ１＝ｙ
ｙ２＝ｙ′
ｙ′１＝ｙ２

ｙ′２＝－２ｙ１＋３ｙ２
１２５　平地机调平系统模型的降阶转化

借鉴１２４节的降阶方法，化简变形得到如下
常微分方程组格式

ｄ′＝ １
ｄ０＋ｄ

（ｌ１＋ｌ２）ｌ３［ｃｏｓ（θ１＋θ２）］（θ１２＋θ２２）

（１６）

ｐ′＝ １
ｖ１＋ [Ａｄ

Ｑ－Ａ １
ｄ０＋ｄ

·

（ｌ１＋ｌ２）ｌ３［ｃｏｓ（θ１＋θ２）］（θ１２＋θ２２ ]） （１７）

θ′２＝
１
ｃ２
（ＡＰｌ３ｓｉｎα－Ｊ２θ′２２） （１８）

θ′２２＝
１
Ｊ２
（ＡＰｌ３ｓｉｎα－Ｃ２θ２２） （１９）

θ′１＝θ１２ （２０）

θ′１２＝
Ｃ１１Ｂ１１＋Ａ００（ｍ１＋ｍ２）＋Ｃ１２Ａ１１
Ｂ１２Ｃ１１＋Ｃ１２Ａ１２＋Ｂ００（ｍ１＋ｍ２）

（２１）

ｘ′１＝
Ｂ１１－Ｂ１２θ′１２
ｍ１＋ｍ２

（２２）

ｙ′１＝
Ａ１１－Ａ１２θ′１２
ｍ１＋ｍ２

（２３）

θ′２＝θ２２ （２４）
ｘ′＝ｘ１ （２５）
ｙ′＝ｙ１ （２６）

Ａ００＝［ｍ２ｌ２θ
２
１２ｓｉｎθ１＋ＡＰｃｏｓ（α＋θ２）］·

（ｌ２＋ｌ４）ｃｏｓθ１＋ＡＰｓｉｎβ（ｌ１－ｌ４）－

ｋｔθ１－ｃｔθ１２－Ａ０１ （２７）

Ａ０１＝［ｍ２ｌ２θ
２
１２ｃｏｓθ１＋ＡＰｓｉｎ（α＋θ２）］·

（ｌ２＋ｌ４）ｓｉｎθ１ （２８）

Ｂ００＝Ｊ１＋ｍ２（ｌ２＋ｌ４）ｌ２ （２９）

Ａ１１＝ＡＰｃｏｓ（β＋θ１）－ＡＰｓｉｎ（α＋θ２）－ｋｙｙ－

ｃｙｙ１－ｍ２ｌ２θ
２
１２ｃｏｓθ１＋ｍ１ｌ４θ

２
１２ｃｏｓθ１ （３０）

Ａ１２＝ｍ２ｌ２ｓｉｎθ１－ｍ１ｌ４ｓｉｎθ１ （３１）
Ｂ１１＝－ＡＰｓｉｎ（β＋θ１）－ｋｘｘ－ｃｘｘ１＋

ｍ２ｌ２θ
２
１２ｓｉｎθ１＋ＡＰｃｏｓ（α＋θ２）－

ｍ１ｌ４θ
２
１２ｓｉｎθ１ （３２）

Ｂ１２＝ｍ２ｌ２ｃｏｓθ１－ｍ１ｌ４ｃｏｓθ１ （３３）

Ｃ１１＝－（ｌ２＋ｌ４）ｃｏｓθ１ｍ２ｘ′１ （３４）

Ｃ１２＝－（ｌ２＋ｌ４）ｓｉｎθ１ｍ２ｙ′１ （３５）

α＝ａｒｃｃｏｓ
ｌ３＋（ｄ０＋ｄ）

２－（ｌ１＋ｌ２）
２

２ｌ３（ｄ０＋ｄ）
（３６）

β＝ａｒｃｃｏｓ
（ｌ１＋ｌ２）

２＋（ｄ０＋ｄ）
２－ｌ３

２（ｌ１＋ｌ２）（ｄ０＋ｄ）
（３７）

经过以上变形的方程（１６）～（３５）所组成的常
微分方程组，ｏｄｅ４５可求解。所生成函数，保存为与
函数名同名的 ｍ文件，下一步即可使用 ｏｄｅ４５调用
求解。研究中发现，将高阶微分方程已经代数约束

化简为常微分方程较繁琐，Ｍａｔｌａｂ的 ｄａｅＦｕｎｃｔｉｏｎ函
数可以实现任意形式的 ＤＡＥｓ求解，通过定义状态
变量和参数和状态初值求解，降阶和代数方程转换

由 Ｍａｔｌａｂ完成求解。缺点是 ｄａｅＦｕｎｃｔｉｏｎ函数容易
出错。本文中尝试了用该方法求解，可是出现错误

提示：矩阵奇异，未得到结果，需要进一步研究。

２　基于ｏｄｅ４５函数的运动学模型数值解求解

ｏｄｅ４５作为常用的数值解求解函数，由于其方
法简单、适用性广而被广泛接受

［４］
。本文的求解流

程图如图 ３所示，也可以看出该方法的优点。在
Ｍａｔｌａｂ中 ｆｕｎｃｔｉｏｎ可以用来定义生成一个函数，本
文中通过 ｆｕｎｃｔｉｏｎ生成步骤建立的调平系统运动学
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模型方程组，在下一步利用 ｏｄｅ４５求解数值解时，当
给定状态变量初始值、仿真求解时间后即可调用该

函数。这里需要注意的是函数名和保存的 ｍ文件
名须一致。

得到 １２节中生成 ｆｕｎｃｔｉｏｎ．ｍ文件之后，按照
图 ３流程图，求解 ＤＡＥ。由于微分代数方程组有
刚性和非刚性之分，相应的求解函数也不一样，对

于非刚性微分代数方程组，多数条件下即可求出

数值解。

求解函数名为 ｆｕｎｃｔｉｏｎ的例子。设置 ｔ的取值
范围０～４ｓ，ｙ包含 ６个状态变量，６个变量的初始
值都是 ０，平地铲水平倾角和时间的数值解关系通
过 ｐｌｏｔ绘制。对于本文中的平地机调平系统运动学
模型，绘制了一组电流与平地铲倾角、平地铲倾角角

　　

图 ３　平地机调平系统运动学模型求解流程图

Ｆｉｇ．３　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｍｏｄｅｌｏｆｌｅｖｅｌｉｎｇｓｙｓｔｅｍｆｏｒ

ｌｅｖｅｌｉｎｇｍａｃｈｉｎｅ
　
速度、安装台角度 ３个状态变量的定量关系［１５－１６］

，

如图４所示。

图 ４　正弦电流输入条件下的各状态变量数值解

Ｆｉｇ．４　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｔａｔｅｖａｒｉａｂｌｅｓｕｎｄｅｒｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｉｎｐｕｔｃｕｒｒｅｎｔ
　
　　图４中的正弦输入的电流幅值是 １Ａ，频率是
０５Ｈｚ，平地机的调平驱动液压缸配备的是比例流
量换向阀，这里近似认为电流与流量是比例关系。

由图４ａ可以看出第一个正弦周期结束，电流为零
时，平地铲倾角继续增加，这是由于扭簧的扭转引起

的，与实际现象吻合。随着时间的累计，倾角与输入

电流的相位误差有变大趋势，这和实际试验观察到

的现象也是一致的。图 ４ｂ中输入电流与平地铲倾
角角速度的关系可以看出角速度相位相比电流存在

延迟。图４ｃ中可以看出平行连杆的扭转角幅值最
大可以达到 ６°，这也说明假设安装台固定不动，对
于实现精度是 ±１°的精确控制是不合理的。同时，

该方法可方便改变模型参数，输入信号类型，对模型

分析更为方便可靠。

３　结束语

阐述了基于 Ｍａｔｌａｂ的 ｏｄｅ４５求解平地机调平系
统运动学模型输入与多个状态变量的数值解关系，

证明了该方法的可行性与便利性，为其他机械液压

系统运动学模型或者 ＤＡＥ模型的分析提供了一种
有效途径。此外，该方法还可以实现模型参数变化

对系统影响、任意输入信号下系统响应的分析，可以

发现和指导改进系统机械结构的不足以及建立基于

过程的动态控制。
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