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矢量推进解耦球面并联机构动力学研究
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摘要：为实现水下机器人的矢量推进，提出了一种 ２自由度解耦球面并联机构。基于螺旋理论计算了机构的自由

度，分析了机构的运动学，获取了机构的运动学正逆解。利用一阶运动影响系数法推导出了机构的雅可比矩阵，并

在旋量形式的牛顿 欧拉方程基础上，运用船舶水动力学的螺旋桨推进理论，建立了机构的动力学方程，并给出了

相应的数值算例。
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　　引言

水下机器人在航行过程中，需要进行不同方向

的导向操纵运动，比如俯仰、偏航和横滚等。绝大多

数的水下机器人通过安装多个螺旋桨推进器来进行

多维导向操纵，这样会增加机器人的航行阻力，降低

水下定位能力
［１］
。螺旋桨矢量推进器除了能提供

前进推进力外，还能根据机器人导向操纵任务需求

产生其他多维方向上的推进力，大大提高了水下机

器人的灵活性和敏捷性
［２］
。然而，目前的矢量推进

并联机构仅局限于 Ｓｔｅｗａｒｔ６自由度并联机构，其工
作空间小、结构和控制较复杂，很难应用于工程实



际。而基于少自由度并联机构的矢量推进机构具有

结构简单、控制方便的特点，为矢量推进方式提供了

新的设计理念。

球面并联机构作为一种少自由度并联机构，已

经广泛应用于医疗设备、航空航天以及工业机器人

的定位及转向装置
［３－７］

。球面并联机构能够灵活的

实现空间多维转动，将其应用于水下机器人的矢量

推进机构具有极大的可行性。现阶段对球面并联机

构的研究主要包括构型综合、运动学和动力学

等
［８－１０］

。文献［１１－１９］中球面并联机构存在结构
复杂、难以加工，或者解耦性差、难以控制的缺点，所

以很难应用于工程实际中。另外，在这些球面并联

机构的动力学建模中，很少考虑实际应用中的外部

载荷变化情况，也就很难与实际工程结合。本文根

据水下机器人矢量推进的运动特性，提出一种结构

简单、解耦性好的 ２自由度球面并联机构。利用螺
旋理论分析机构的运动学正逆解，基于旋量形式的

牛顿 欧拉方程建立机构的动力学模型，并给出相应

的数值算例。

１　２自由度球面并联机构的构型分析

１１　结构与坐标系变换
提出的用于矢量推进的球面２自由度并联机构

如图１所示，该机构为２ ＲＰＣ＆２ ＲＰＣＲＵ型并联
机构，包含４条分支运动链，其中分支 １（ＲＰＣ）和分
支２（ＲＰＣＲＵ）为驱动分支，分支 ３和 ４分别为与分
支１、２对称的过约束被动分支。４个分支依次间隔
９０°布置于同一球面。每个分支均包含一个弧形伸
缩杆形式的移动副 Ｐ，其运动实际上为绕圆弧中心
的一维转动位移子群，其实质为转动副 Ｒｅ。图中虚
线部分为螺旋桨推进器，其主轴并不为球面机构提

供驱动力和力矩，但会作为球面机构的外部负载。

图 １　矢量推进球面并联机构

Ｆｉｇ．１　Ｓｐｈｅｒｉｃａｌｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ（ＳＰＭ）

ｆｏｒｖｅｃｔｏｒｅｄｔｈｒｕｓｔｅｒ
　
如图２所示为该球面并联机构的结构简图及坐

标系变换，固定坐标系｛Ａ｝建立在球心 ＯＡ处，与定
平台固联的 ４个转动副 Ｒ１、Ｒ２、Ｒ３和 Ｒ４分别位于
ｘ轴和 ｙ轴，另外将分支２及分支４中的运动副 Ｒ＋

Ｕ等效为图中的两球副 Ｓ１和 Ｓ２，连同４个曲线副 Ｐ
共同位于球面上。运动坐标系｛Ｂ｝固联于最上方的
连杆中心点 ＯＢ处。机构初始位置如图 ２中虚线所
示，各分支均与水平面 ｘＡＯＡｙＡ垂直，此时运动坐标
系和固定坐标系的坐标轴相互平行。

图 ２　坐标系及坐标变换

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｆｒａｍｅａｎｄｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ
　
假设该球面并联机构的球半径为 Ｒ，驱动关节

Ｒ１从初始位置绕 ｘＡ轴逆时针转过的角度为 α，在驱
动关节 Ｒ２转过角度 β的驱动下，位于分支 １的运
动副 Ｐ１（等效于图中的转动副 Ｒｅ１）从初始位置转

过的角度为 γ（注意 γ≠β）。则动坐标系｛Ｂ｝可以
看做固定坐标系｛Ａ｝先沿 ｚ轴平移 Ｒ，然后绕 ｘＡ轴转
过 α，最后绕向量 ｆ逆时针转动 γ，坐标系的变换过
程如图２所示。

由图２可知，向量 ｆ实际上为 ｙＡ轴绕 ｘＡ轴转过
角度 α后形成，即 ｆ＝（０，ｃｏｓα，ｓｉｎα），则利用通用旋
转变换矩阵可得

Ｒ（ｆ，γ）＝
ｃｏｓγ －ｓｉｎαｓｉｎγ ｃｏｓαｓｉｎγ ０

ｓｉｎαｓｉｎγ ｃｏｓ２α（１－ｃｏｓγ）＋ｃｏｓγ ｓｉｎαｃｏｓα（１－ｃｏｓγ） ０

－ｓｉｎαｓｉｎγ ｃｏｓαｓｉｎα（１－ｃｏｓγ） ｓｉｎ２α（１－ｃｏｓγ）＋ｃｏｓγ ０













０ ０ ０ １
（１）

动坐标系｛Ｂ｝相对于固定坐标系｛Ａ｝的描述包
括平移坐标变换和旋转坐标变换，总体的齐次变换

矩阵
Ａ
ＢＴ为
Ａ
ＢＴ＝Ｒｏｔ（ｆ，γ）Ｒｏｔ（ｘ，α）ｔｒａｎｓ（０，０，Ｒ）＝

ｃｏｓγ ０ ｓｉｎγ ０
ｓｉｎαｓｉｎγ ｃｏｓα －ｓｉｎαｃｏｓγ ０
－ｓｉｎαｓｉｎγ ｓｉｎα ｃｏｓαｃｏｓγ Ｒ













０ ０ ０ １

（２）

则对于坐标系｛Ｂ｝中的任意点到坐标系｛Ａ｝中
的总体转换为

Ａｐ＝ＡＢＴ
Ｂｐ （３）

１２　自由度计算
该矢量推进球面并联机构中存在过约束以
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及运动副的变异结构形式，利用基于约束螺旋的

自由度求解原理，可以先将显而易见的过约束

（如固联于定平台的两组共轴转动副）去掉后，对

剩余部分进行自由度分析，其中运动副 Ｐ１等效
为球心处沿 ｘ轴的转动副，运动副 Ｐ２等效为球
心处沿 ｙ轴的转动副，运动副 Ｒ＋Ｕ等效为连接
动平台的一球副 Ｓ，令其坐标为（ａ，ｂ，ｃ），即共点
不共面的 ３个转动副 Ｒ，机构的运动副对应的螺
旋如图 ３所示。

图 ３　运动副螺旋

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｒｅｗｏｆｋｉｎｅｍａｔｉｃｐａｉｒｓ
　

根据图３可以写出所有运动副对应的螺旋系为
＄１：（１　０　０；　０　０　０）

＄２：（０　１　０；　０　０　０）

＄３：（０　ｃｏｓα　 －ｓｉｎα；　０　０　０）

＄４：（ｃｏｓβ　０　 －ｓｉｎβ；　０　０　０）

＄５：（１　０　０；　０　ｃ　 －ｂ）

＄６：（０　１　０；　 －ｃ　０　ａ）

＄７：（０　０　１；　ｂ　 －ａ　０

















）

（４）

可以找到唯一一个与以上所有螺旋系相逆的反

螺旋

＄ｒ：（ａｂｃ；０００）
该反螺旋与以上螺旋系中所有螺旋的互易积均

为０。螺旋系的反螺旋的数目就是公共约束数目，
因此，机构有一个公共约束，λ＝１，机构的阶数 ｄ＝
６－１＝５，冗余约束和局部自由度均为 ０，代入修正
的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式

Ｍ＝ｄ（ｎ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＋ｖ－ζ＝

５（５－５－１）＋７＝２ （５）
式中　ｎ———包括机架的构件数目

ｇ———运动副数目
ｄ———机构的阶数
ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度
ｖ———冗余约束数目

ζ———局部自由度数
经过进一步验证，机构在连续运动过程中，自由

度不会因为位移变化而变化，因此，该机构为２自由
度球面并联机构。

２　２自由度球面并联机构的运动学建模

２１　位置建模
已知输入参数求解输出参数是并联机构的运动

学正解问题，本球面并联机构仅有 ２个独立的输入
参数，即驱动关节 Ｒ１和 Ｒ２的角位移。由坐标变换
部分可知，运动副 Ｐ１即转动副 Ｒｅ１转过角度 γ，是
绕着垂直于分支１所处平面的法向量转动的，同时
是由分支２的转动副 Ｒ２转动角度 β所驱动的，而
Ｒ２所转过的角度 β则是转动副 Ｒ２绕 ｙ轴转动的。
如图３所示，由几何关系可以得到

ｃｏｓβ＝ ｃｏｓαｃｏｓγ
ｃｏｓ２αｃｏｓ２γ＋ｓｉｎ２槡 γ

（６）

求解方程（６）可得到等效转动副 Ｒｅ１转过角度
为

γ＝ａｒｃｔａｎ（ｃｏｓαｔａｎβ） （７）
作为矢量推进机构，螺旋桨主轴的方位将会决

定水下机器人的航行方向。球面并联机构的位置解

即为螺旋桨主轴的位置向量，设该向量为 ｕ＝ＯＡＯＢ，

在初始配置位置，ｕ０＝［００Ｒ１］
Ｔ
当分支１的转动副

Ｒ１和移动副Ｐ分别转过角度 α和 γ后，利用坐标变
换法可得

　ｕ＝Ｒｏｔ（ｆ，γ）Ｒｏｔ（ｘ，α）ｕ０＝

Ｒｓｉｎγ
－Ｒｓｉｎαｃｏｓγ
Ｒｃｏｓαｃｏｓγ













１

（８）

再将式（７）代入式（８）可得螺旋桨主轴在固定
坐标系｛Ａ｝中的位置向量为

ｕ＝Ｒ／ ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２β－ｃｏｓ２αｃｏｓ２槡 β
ｃｏｓαｓｉｎβ
－ｓｉｎαｃｏｓβ
ｃｏｓαｃｏｓ









β
（９）

另外，注意到该球面并联机构的 ２个输入参数
是相互独立的，也可以利用球面解析几何的方法寻

求位置正解。当驱动关节 Ｒ１和 Ｒ２的角位移分别
为 α和 β时，分支 １和分支 ２所在平面的方程可分
别写出，并与球面方程联立可得到

ｙＡｃｏｓα＋ｚＡｓｉｎα＝０

－ｘＡｃｏｓβ＋ｚＡｓｉｎβ＝０

ｘ２Ａ＋ｙ
２
Ａ＋ｚ

２
Ａ＝Ｒ

{ ２

（１０）

求解方程组（１０）即可得到该球面并联机构的
位置解为

Φ（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ＝Ｒ／ ｔａｎ２α＋ｔａｎ２β槡 ＋１
ｔａｎβ
－ｔａｎα









１
（１１）
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式（９）和式（１１）分别为利用坐标转换和解析几
何的方法求得的球面机构的位置正解表达式，两者

是完全相等的，进一步表明结果的正确性。

若已知该球面并联机构的输出位置向量，求解

各个驱动关节的输入角位移，则为机构的位置逆解

问题。假设输出位置为 ｕ＝［ｘｙｚ］，则可首先将其
转换为模长为 Ｒ的向量为

ｕＲ＝［ｘ ｙ ｚ］ Ｒ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡

２

将该向量代入位置正解方程（１１）可得
ｔａｎβＲ

ｔａｎ２α＋ｔａｎ２β槡 ＋１
＝ ｘＲ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡

２

－ｔａｎαＲ
ｔａｎ２α＋ｔａｎ２β槡 ＋１

＝ ｙＲ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡

２

Ｒ
ｔａｎ２α＋ｔａｎ２β槡 ＋１

＝ ｚＲ
ｘ２＋ｙ２＋ｚ槡













 ２

（１２）

求解方程组（１２）并根据坐标选择正确的符号
可得机构的输入参数

（α，β）Ｔ＝
ａｒｃｔａｎ（－ｙ／ｚ）
ａｒｃｔａｎ（ｘ／ｚ[ ]） （１３）

式（１３）即为球面机构的位置逆解，即在已知螺
旋桨主轴位置向量的前提下，可以方便地求取 ２个
驱动关节的角位移。

２２　速度建模与一阶运动影响系数
在该球面机构的运动过程中，动坐标系原点 ＯＢ

可以看做为固联于分支 １上的点，根据刚体运动学
的知识，其沿 ｘ轴转动的角速度即为转动副 Ｒ１的
角速度，对应运动螺旋 ＄１，因为 ＄３的转动轴线始终
与 ＄１垂直。同理，动点 ＯＢ也可以看成是固联于分
支２上的点，其沿 ｙ轴的转动角速度等于转动副 Ｒ２
的角速度，即运动螺旋 ＄２，运动副 Ｐ２及球副 Ｓ１对
其沿 ｙ轴的转动分量没有任何影响，即

ω１＄１＝
ｄα
ｄｔ
（１００；０００）＝（α·００；０００）

ω２＄２＝
ｄβ
ｄｔ
（０１０；０００）＝（０β

·

０；０００{ ）

（１４）

根据两螺旋的代数和运算规则，合成后点 ＯＢ的
运动螺旋为

ω＄＝ω１＄１＋ω２＄２＝（α
·　β

·

　０；０００）（１５）

其中 α·、β
·

为转动副 Ｒ１、Ｒ２的角位移对时间的一阶
导数。

式（１５）即为球面并联机构的瞬时角速度解，运

动螺旋的原部即为点 ＯＢ的角速度矢量（α
·　β

·

　０）。
由前面的位置解，该点的瞬时速度矢量则为

ｖＯＢ＝ωＯＢ×ｕ＝

　Ｒ／ ｔａｎ２α＋ｔａｎ２β槡 ＋１
β
·

－α·

－α·ｔａｎα－β
·

ｔａｎ











β

（１６）

由此可见，该球面并联机构的速度正逆解具有

非常简单的形式，ＯＢ点的运动螺旋可以直接由 ２个
驱动转动副的输入参数得到，其二维转动自由度的

角速度输入与输出呈一一对应的关系，因此为解耦

球面并联机构，可以为后续的动力学及控制算法提

供很大的方便。

并联机构的雅可比矩阵将驱动关节的速度映射

为动平台的线速度和角速度，是并联机构性能分析和

设计的重要工具。对于本文提出的２自由度球面并联
机构，当给定输入参数ｉ（ｉ＝１，２）时，就可以得到确定
的位置输出 Φ，此处 ｉ为两个驱动关节的角位移，即
１＝α，２＝β，机构的输出方程可以写成非线性方程

Φ（ｘ，ｙ，ｚ）Ｔ＝ｆ（１，２） （１７）
结合位置正解方程（１１）将方程（１７）展开即为

ｘ＝ｆ１（１，２）＝Ｒｔａｎβ／ ｔａｎ
２α＋ｔａｎ２β槡 ＋１

ｙ＝ｆ２（１，２）＝－Ｒｔａｎα／ ｔａｎ
２α＋ｔａｎ２β槡 ＋１

ｚ＝ｆ３（１，２）＝Ｒ／ ｔａｎ
２α＋ｔａｎ２β槡










＋１

（１８）
由于输入运动参数 α、β随时间变化，将式（１７）

两边对时间求导可得

Φ
·

＝∑
ｎ

ｉ＝１

ｆ
ｉ

·

ｉ （１９）

结合式（１８）将式（１９）分别展开为

ｘ· ＝∑
２

ｉ＝１

ｆ１
ｉ

·

ｉ ＝
ｆ１
α
α· ＋

ｆ１
β
β
·

ｙ· ＝∑
２

ｉ＝１

ｆ２
ｉ

·

＝
ｆ２
１
α· ＋

ｆ２
２
β
·

ｚ· ＝∑
２

ｉ＝１

ｆ３
ｉ

·

＝
ｆ３
１
α· ＋

ｆ３
２
β













 ·

（２０）

式（２０）中的一系列偏导数即为一阶运动影响
系数，它们仅与该机构的结构参数及驱动关节的位

置有关，与原动件的运动无关，将其写成矩阵的形式

即为雅可比矩阵，经过计算并化简可得

Ｇ＝

ｘ
α

ｙ
α

ｚ
α

ｘ
β

ｙ
β

ｚ












β

Ｔ

＝

Ｒ
－ｔａｎαｔａｎβ（１＋ｔａｎ２α）ｍ３ （１＋ｔａｎ２β）（１－ｍ２ｔａｎ２β）ｍ

（１＋ｔａｎ２α）（ｍ２ｔａｎ２α－１）ｍ ｔａｎαｔａｎβ（１＋ｔａｎ２β）ｍ３

－ｔａｎα（１＋ｔａｎ２α）ｍ３ －ｔａｎβ（１＋ｔａｎ２β）ｍ









３

（２１）

２２３ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１５年



其中 ｍ＝１／ ｔａｎ２α＋ｔａｎ２β槡 ＋１。因此球面并联机构
的瞬时线速度输出方程可用雅可比矩阵表示为

ωＯＢ×ｕ＝Ｇ
·

（２２）

其中　
·

＝［
·

１　
·

２］
Ｔ＝［α· β

·
］
Ｔ

３　２自由度球面并联机构的动力学分析

在惯性坐标系下，刚体运动的牛顿 欧拉方程写

成旋量形式为
［２０］

（ＦＳ；ＭＳ
Ｃ）＝


ｔ
（ｐＢ；ｈＢＣ）＋（ω

Ｓ
；ｖＳＣ）×（ｐ

Ｓ
；ｈＳＣ）

（２３）
展开矩阵形式为

ＭＳ

Ｆ[ ]Ｓ ＝ Ｉ
Ｓ
Ｃ ０

０ ｍＩ[ ]
３

εＳ

ａ[ ]Ｓ
Ｃ

＋
ωＳ×ＩＳＣω

Ｓ

ωＳ×ｍｖ









Ｓ
Ｃ

（２４）

式中　Ｆ———作用在刚体上的外力
Ｍ———力矩　　ｐ———线动量
ｈ———角动量　　ω———角速度矢量
ε———角加速度矢量
ｖ———线速度矢量
Ｉ３———三阶单位矩阵

式中上标 Ｓ代表空间坐标系，上标 Ｂ代表物体坐标
系，下标 Ｃ代表质心。

该球面并联机构各杆的受力模型如图 ４所
示，其中 Ｍｉ为作用于杆 ｉ的驱动力矩，Ｆｉｊ为杆 ｉ对
杆 ｊ的作用力，ｆｉｊ为杆 ｉ对杆 ｊ的摩擦力，Ｎｉｊ为杆 ｉ
对杆 ｊ的拉力，Ｇｉ为杆 ｉ的重力，Ｆｉｘ为杆 ｉ在 ｘ方
向的支座反力，Ｌｘ（Ｆ）为力 Ｆ对 ｘ轴的力臂，ｙ、ｚ
方向同理。

图 ４　球面机构各杆的受力模型

Ｆｉｇ．４　ＭｅｃｈａｎｉｃａｌｍｏｄｅｌｓｏｆＳＰＭｓｒｏｄｓ
（ａ）杆１　（ｂ）杆２　（ｃ）杆３　（ｄ）杆４

　
杆１只做绕 ｘ轴的转动，结合受力分析可得其

定轴转动的微分方程

Ｉｘ１
ｄ２α
ｄｔ２
＝∑Ｍｘ１（Ｆ）＝Ｍ１＋Ｇ１Ｌｘ（Ｇ１）－Ｆ３１Ｌｘ（Ｆ３１）

（２５）

式中　Ｉｘ１———杆１绕 ｘ轴转动的转动惯量

Ｍｘ１（Ｆ）———作用于杆 １的外力系对 ｘ轴的
主矩

同理对杆２可写出

Ｉｙ２
ｄ２β
ｄｔ２
＝∑Ｍｙ２（Ｆ）＝Ｍ２＋Ｇ２Ｌｙ（Ｇ２）－Ｆ４２Ｌｙ（Ｆ４２）

（２６）
对于杆３和杆４，其旋量形式的牛顿 欧拉方程

为

ＭＯｉ[ ]Ｆ ＝
ＩＯｉ ０

０ ｍＩ[ ]
３

εｉ[ ]ａ ＋
ωｉ×ＩＯｉωｉ
ω×ｍ[ ]ｖ （２７）

因其只有二维转动自由度，抽取其绕 Ｏ点转动
的部分并写成矩阵为

ＭＯｘ
ＭＯｙ
Ｍ











Ｏｚ

＝

Ｉｘ －Ｉｘｙ －Ｉｘｚ
－Ｉｘｙ Ｉｙ －Ｉｙｚ
－Ｉｘｚ －Ｉｙｚ Ｉ











ｚ

εｘ
εｙ
ε











ｚ

＋

ωｘ
ωｙ
ω











ｚ

×

Ｉｘ －Ｉｘｙ －Ｉｘｚ
－Ｉｘｙ Ｉｙ －Ｉｙｚ
－Ｉｘｚ －Ｉｙｚ Ｉ











ｚ

ωｘ
ωｙ
ω











ｚ

（２８）

式中　ＩＯｉ———杆 ｉ对 Ｏ点的惯性张量阵

ωｉ———杆 ｉ的角速度矢量

εｉ———杆 ｉ的角加速度矢量

ＭＯｉ———作用于杆 ｉ的外力系对点 Ｏ的主矩
矢量

由杆３和杆４的受力分析可得

ＭＯ３＝

Ｆ１３Ｌｘ（Ｆ１３）－ＦｐｙＲ－Ｎ４３Ｒ＋Ｇ３Ｌｘ（Ｇ３）

Ｆ４３Ｒ－ＦｐｘＲ－ｆ１３Ｒ＋Ｇ３Ｌｙ（Ｇ３）








０
（２９）

ＭＯ４＝

Ｎ３４Ｒ－ｆ２４Ｒ－Ｇ４Ｌｘ（Ｇ４）

Ｆ２４Ｌｙ（Ｆ２４）－Ｆ３４Ｒ＋Ｇ４Ｌｙ（Ｇ４）








０

（３０）

联立上述各杆的方程可以得到该球面机构的 ２
个驱动力矩解为

Ｍ１
Ｍ[ ]
２

＝Ｄ１
α··

β









··
＋Ｄ２

α·β
·

β
·

α







·
＋Ｄ３

α·２

β
·







２
＋

Ｄ４

Ｇ１
Ｇ２
Ｇ３
Ｇ













４

＋Ｍｆ＋Ｍｐ （３１）

３２３第 ６期　　　　　　　　　　　　张荣敏 等：矢量推进解耦球面并联机构动力学研究



其中　Ｄ１＝
Ｉｘ１＋Ｉｘ３＋Ｉｘ４ －Ｉｘｙ３－Ｉｘｙ４
－Ｉｘｙ３－Ｉｘｙ４ Ｉｙ２＋Ｉｙ３＋Ｉｙ[ ]

４

Ｄ２＝
－Ｉｘｚ３－Ｉｘｚ４ ０

０ Ｉｙｚ３＋Ｉｙｚ[ ]
４

Ｄ３＝
０ －Ｉｙｚ３－Ｉｙｚ４

Ｉｘｚ３＋Ｉｘｚ４[ ]０

Ｄ４＝
－Ｌｘ（Ｇ１） ０ －Ｌｘ（Ｇ３） Ｌｘ（Ｇ４）

０ －Ｌｙ（Ｇ２） －Ｌｙ（Ｇ３） －Ｌｙ（Ｇ４[ ]）
Ｍｆ＝

Ｍｆ１
Ｍｆ[ ]
２

＝Ｒ
ｆ２４
ｆ[ ]
１３

式中　Ｄ１———角加速度项系数矩阵
Ｄ２———科式力项系数矩阵
Ｄ３———向心力项系数矩阵
Ｄ４———重力项系数矩阵
Ｍｆ———摩擦力矩项

Ｍｐ项为该球面机构的外部载荷项，作为水下机

器人的矢量推进机构，该球面并联机构的载荷主要

来源于螺旋桨受到的水动力，为简化模型，此处仅考

虑螺旋桨的水阻扭转力矩 Ｍｐ，即

Ｍｐ＝Ｋｍ（Ｊ０）ρｎ
２Ｄ５ （３２）

其中 Ｊ０＝ｕａ／（Ｄｎ） （３３）
式中　Ｋｍ———扭转系数，该系数是进速比 Ｊ０的函数

ρ———水的密度　　ｎ———螺旋桨转速
Ｄ———螺旋桨叶直径　　ｕａ———推进速度

４　数值算例

图 ５所示为该矢量推进球面并联机构的样机，
其中，弧形伸缩杆改进为滚轮滑槽结构，２个驱动关
节由伺服电动机驱动并由锥齿轮传动，动平台与螺

旋桨主轴为轴承连接。

图 ５　矢量推进球面并联机构样机

Ｆｉｇ．５　ＳＰＭｐｒｏｔｏｔｙｐｅｏｆｖｅｃｔｏｒｅｄｔｈｒｕｓｔｅｒ
　
以定平台坐标系 ＯＡｘＡｙＡｚＡ为参考系，设该球面

并联机构的球面半径为 Ｒ＝１００ｍｍ，角位移 α、β的
最大绝对值为 ３０°，将动平台中心点的运动定义为
平行于 ｘＡＯＡｙＡ平面内的圆周运动，取动平台的运动

轨迹为半径 ｒ＝３０ｍｍ的圆，运动平面位置为 ｚＡ＝

Ｒ２－ｒ槡
２＝９５３９ｍｍ，初始位置位于坐标系 ｘＡｙＡｚＡ

的坐标（３０，０，９５３９）处。动平台的运动轨迹为

ｘ（ｔ）＝３０ｃｏｓ（２ｔ）
ｙ（ｔ）＝３０ｓｉｎ（２ｔ）
ｚ（ｔ）{ ＝９５３９

（３４）

利用 Ｍａｔｌａｂ对上述轨迹方程进行数值模拟可
以得到２个驱动关节的角位移、角速度、角加速度曲
线分别如图６ａ、６ｂ、６ｃ所示。另外，机构的工作空间
为球面的子集，其在底面的投影为一矩形，如图 ６ｄ
所示。

图 ６　运动学数值模拟

Ｆｉｇ．６　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ
（ａ）角度　（ｂ）角速度　（ｃ）角加速度　（ｄ）工作空间

　
对于动力学参数，各杆的重力及惯性张量可由

Ｐｒｏ／Ｅ的测量模块读取，假设螺旋桨的最大进速为
４节（１节 ＝１８５２ｋｍ／ｈ），螺旋桨转速 ３００ｒ／ｍｉｎ，螺
旋桨叶直径 Ｄ＝２５０ｍｍ，由螺旋桨特征数据可以得

到进速比 Ｊ０＝０２６２０，由线性插值可得扭转系数
Ｋｍ ＝００５７６２。经计算得螺旋桨的水阻扭转力矩为

Ｍｐ＝００５７６２×１０００×０２５
５×（３００／６０）２＝

１４０６７Ｎ·ｍ

利用 Ｍａｔｌａｂ对该机构的动力学进行数值模拟，
机构空载和负载情况下驱动关节所需转矩的变化曲

线分别如图７ａ、７ｂ所示。
由图 ７可知，机构空载时，两驱动关节的输

入转矩呈三角函数变化趋势，最大转矩约为 ４×
１０－３Ｎ·ｍ，在有水阻负载时，两驱动关节输入转
矩的变化周期将会随负载变化，其最大转矩约为

１４１Ｎ·ｍ。由数值模拟可知，将该球面机构用于
矢量推进任务时，空载输入转矩占总输入转矩的

比例较小，由此可为后续电机选型及推进性能分

析提供参考。
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图 ７　动力学数值模拟

Ｆｉｇ．７　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｄｙｎａｍｉｃｓ
（ａ）空载　（ｂ）负载

　

５　结论

（１）提出了一种用于矢量推进的球面并联机
　　

构，机构为 ２自由度解耦球面并联机构，其运动
学和动力学分析简单易解，具有很强的实用价

值。

（２）利用解析几何以及螺旋理论知识建立了机
构的运动学模型，得到明确的位置及速度正逆解，运

动影响系数法求解瞬时速度的雅可比矩阵更加简洁

明确。

（３）基于旋量形式的牛顿 欧拉方程并结合水

动力学建立机构的动力学模型，利用水阻扭转力矩

作为载荷简化了动力学模型，数值模拟为后续控制

算法及轨迹规划奠定基础。
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