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摘要：提出了空间并联机构运动学分析的集几何表示和计算为一体的共形几何代数方法。以动平台上的坐标原点

描述动平台的位置，以欧拉角描述动平台的姿态，给出了动平台上任意一点在定坐标系中位置的共形几何代数表

达式，进而提出了一种建立空间并联机构运动学方程的数学建模方法。根据所建立的运动学方程，可进行空间并

联机构的运动学正解和运动学反解分析。通过一种 ４ＵＰＵ空间并联机构运动学分析，进一步阐述了所提出的共形

几何代数运动学分析方法，通过数值实例验证了所提出方法的正确性和有效性。
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　　引言

共形几何代数 （Ｃｏｎｆｏｒｍａｌｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｇｅｂｒａ，
ＣＧＡ），最初被称作广义齐次坐标［１］

，是一个新的几

何表示和计算系统
［２］
。共形几何代数是五维向量

空间的几何代数，实现了对几何体的直接计算，它不

仅拥有用于几何建模的协变量代数，而且拥有用于

几何计算的高级不变量算法
［３］
。共形几何代数在

计算机视觉与计算机图形学
［４－５］

、刚体运动表示
［６］
、

机器人视觉
［７－９］

等方面已经有了一定应用，在机构

学的研究中共形几何代数同样具有优势并已经取得

了一定成果
［１０－１３］

。共形几何代数为机构运动学分

析中几何问题的解决提供了新的数学工具，但是共

形几何代数仍处在发展之中
［１４］
，目前在机构学中的

应用还比较少，很多问题还有待深入研究。机构运

动学中与几何学有关的问题，采用共形几何代数方

法理论上可行，对其进行深入研究是十分必要

的
［１５］
。

并联机构是机器人研究的一个热点
［１６－１８］

，特别

是并联机构运动学分析方法受到学者的广泛关注。

空间并联机构运动学分析，建立运动学方程可采用

齐次变换矩阵方法
［１９］
，在运动学正解和反解过程中

需要采用矩阵运算和代数运算。由于共形几何代数

集几何表示和计算为一体，这为研究空间并联机构

运动学分析方法提供了新思路。对于空间并联机构

运动学分析，本文以动平台上坐标原点描述动平台

的位置，以欧拉角描述动平台的姿态，给出动平台上

任意一点在定坐标系中位置的共形几何代数表达

式，并提出建立空间并联机构运动学方程的共形几

何代数建模方法。通过对一种 ４ＵＰＵ空间并联机
构运动学分析，阐述所提出的共形几何代数方法。

通过共形几何代数方法，建立这种 ４ＵＰＵ空间并联
机构的运动学方程，根据运动学方程对其进行运动

学正解和反解分析，并通过数值实例验证所提出方

法的正确性和有效性。

１　空间并联机构运动学分析的共形几何代
数方法

　　在共形几何代数中，几何表示和运算法则如下：
ｅ１、ｅ２、ｅ３表示三维欧氏空间的一维正交基向量，共
形几何代数的两个附加正交基矢量为 ｅ＋、ｅ－；ｅ１２、
ｅ２３、ｅ３１表示三维欧氏空间的二元正交基向量；五维
共形几何代数的２个 ｎｕｌｌ基 ｅ０、ｅ∞可用 ｅ＋、ｅ－表示，
也与 ｅ１、ｅ２、ｅ３正交，ｅ０表示三维原点、ｅ∞表示无穷远
点。

ｅ１２＝ｅ１∧ｅ２＝ｅ１ｅ２ （１）

ｅ２３＝ｅ２∧ｅ３＝ｅ２ｅ３ （２）
ｅ３１＝ｅ３∧ｅ１＝ｅ３ｅ１ （３）

ｅ２１＝ｅ
２
２＝ｅ

２
３＝１ （４）

ｅ２＋ ＝１

ｅ２－{ ＝－１
（５）

ｅ０＝
１
２
（ｅ－ －ｅ＋） （６）

ｅ∞ ＝ｅ＋ ＋ｅ－ （７）

ｅ２０＝ｅ
２
∞ ＝０ （８）

ｅ∞·ｅ０＝－１ （９）
ｅ０·ｅ１＝０

ｅ０·ｅ２＝０

ｅ０·ｅ３
{

＝０

（１０）

ｅ∞·ｅ１＝０

ｅ∞·ｅ２＝０

ｅ∞·ｅ３
{

＝０

（１１）

ｅ０ｅ∞ ＝ｅ０·ｅ∞ ＋ｅ０∧ｅ∞ ＝－１＋ｅ０∧ｅ∞ （１２）
ｅ∞ｅ０＝ｅ∞·ｅ０＋ｅ∞∧ｅ０＝－１＋ｅ∞∧ｅ０＝－１－ｅ０∧ｅ∞

（１３）
对于坐标系｛ｏｘｙｚ｝，其中ｘ、ｙ、ｚ为定坐标系的３个坐
标轴，ｏ为定坐标系的坐标原点，定义各坐标平面的
共形几何代数表示如下

πｙｏｚ＝ｅ１ （１４）

πｚｏｘ＝ｅ２ （１５）

πｘｏｙ＝ｅ３ （１６）
定义各坐标轴的共形几何代数表示如下

ｘ＝ｅ２∧ｅ３＝ｅ２３ （１７）
ｙ＝ｅ３∧ｅ１＝ｅ３１ （１８）
ｚ＝ｅ１∧ｅ２＝ｅ１２ （１９）

定平台上固联的定坐标系设为｛ｏｘｙｚ｝，动平台
上固联的动坐标系设为｛ｑｕｖｗ｝。以（ｘｑ，ｙｑ，ｚｑ）表示
动平台的位置，即动坐标系的坐标原点在参考坐标

系（定坐标系）中的坐标，以动平台的欧拉角（α，β，

γ）表示动平台的姿态，则动平台的位姿表示为（ｘｑ，
ｙｑ，ｚｑ，α，β，γ）。欧拉角（α，β，γ）描述为：｛ｑｕｖｗ｝的
初始方位与定坐标系｛ｏｘｙｚ｝重合，旋转相对于运动
坐标系｛ｑｕｖｗ｝进行，首先将｛ｑｕｖｗ｝绕 ｗ轴转 α角，
然后绕 ｖ轴转 β角，最后绕 ｕ轴转 γ角。动平台上
的任意一点 ｐ在两个坐标系中的位置关系用共形几
何代数表示为

ｏｐ＝Ｔｗｒα
ｖｒβ

ｕｒγ
ｑｐｕ槇ｒγ

ｖ槇ｒβ
ｗ槇ｒα槇Ｔ （２０）

其中
ｗｒα＝ｃｏｓ

α
２
－ｅ１２ｓｉｎ

α
２

ｗ槇ｒα＝ｃｏｓ
α
２
＋ｅ１２ｓｉｎ

α
２
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ｖｒβ＝ｃｏｓ
β
２
－ｅ３１ｓｉｎ

β
２

ｖ槇ｒβ＝ｃｏｓ
β
２
＋ｅ３１ｓｉｎ

β
２

ｕｒγ＝ｃｏｓ
γ
２
－ｅ２３ｓｉｎ

γ
２

ｕ槇ｒγ＝ｃｏｓ
γ
２
＋ｅ２３ｓｉｎ

γ
２

Ｔ＝１－１
２
（ｘｑｅ１＋ｙｑｅ２＋ｚｑｅ３）ｅ∞

槇Ｔ＝１＋１
２
（ｘｑｅ１＋ｙｑｅ２＋ｚｑｅ３）ｅ∞

ｑｐ是 ｐ点在动坐标系｛ｑｕｖｗ｝中的共形几何代数表
示，

ｏｐ是 ｐ点在定坐标系｛ｏｘｙｚ｝中的共形几何代数
表示。

空间并联机构运动学分析的共形几何代数方

法，首先是建立并联机构的运动学方程，在此基础上

进行机构的正运动学和逆运动学分析，具体方法如

下。

选取并联机构动平台与支链连接的关键点。一

方面，由于关键点也是动平台上的一点，依据

式（２０）的共形几何代数变换公式，可以建立以动平
台位姿变量为变量的关键点位置表达式；另一方面，

根据机构的结构尺寸，可以建立以关节变量为变量

的关键点位置表达式。结合上述两方面，建立包含

关节变量和位姿变量的并联机构运动学方程，然后

根据运动学方程就可进行并联机构的正运动学和逆

运动学分析。

并联机构的正运动学分析，即运动学正解分析，

是已知机构的结构参数和输入，分析求解并联机构

动平台的位置（ｘｑ，ｙｑ，ｚｑ）和姿态（α，β，γ）。步骤为：
首先，分析机构的自由度并确定输入；然后，把能够

确定的机构结构参数和输入变量数值代入到运动学

方程中；最后，求解运动学方程组，从而确定并联机

构动平台的位置和姿态参数数值。

并联机构的逆运动学分析，即运动学反解分析，

是已知机构的结构尺寸和位置（ｘｑ，ｙｑ，ｚｑ）及姿态欧
拉角（α，β，γ），反解分析并联机构的输入。步骤为：
首先，分析机构的自由度并确定输入；然后，将能够

确定的机构结构参数和位姿参数值代入到运动学方

程中；最后，求解运动学方程组，从而确定并联机构

的输入变量值。

下面以４ＵＰＵ空间并联机构为例，详细阐述空
间并联机构运动学分析的共形几何代数方法。

２　４ＵＰＵ空间并联机构结构与运动特性

图１所示为一种 ４ＵＰＵ空间并联机构，定平台

（下平台）和动平台（上平台）均为矩形平板结构，与

定平台和动平台相连接的运动副分布在矩形的顶点

上，且 Ｕ副的中心分别位于定平台和动平台的平面
内，转动轴线平行或垂直于定平台或动平台。建立

图１所示的坐标系，固定的参考坐标系的坐标原点
ｏ在定平台的几何中心点，ｘ轴和 ｙ轴分别垂直或平
行于定平台的边线。动坐标系的坐标原点 ｑ在动平
台的几何中心点，ｕ轴和 ｖ轴分别垂直或平行于动
平台的边线。ＡｎＢｎ的长度 Ｌｎ由移动副 Ｐ所控制。
Ａｎ点在参考坐标系中的坐标为（ｘＡｎ，ｙＡｎ，０），Ｂｎ点在
参考坐标系中的坐标为（ｘＢｎ，ｙＢｎ，ｚＢｎ），Ｂｎ点在动坐
标系中的坐标为（ｕＢｎ，ｖＢｎ，０），其中 ｎ表示第 ｎ个支
链。

图 １　４ＵＰＵ并联机构

Ｆｉｇ．１　４ＵＰＵｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
垂直于定平台的转动轴单位方向向量表示为

Ｖ＝［０　０　１］Ｔ （２１）
若各运动副中心的坐标已知，则 ＡｉＢｉ的方向向量为

ＡｉＢｉ＝［ｘＢｉ－ｘＡｉ　ｙＢｉ－ｙＡｉ　ｚＢｉ－ｚＡｉ］
Ｔ
（２２）

将式（２２）转换为单位方向向量，表示为
ＡｉＢ

ｏ
ｉ＝［ａｉ　ｂｉ　ｃｉ］

Ｔ
（２３）

其中 ａｉ＝
ｘＢｉ－ｘＡｉ

（ｘＢｉ－ｘＡｉ）
２＋（ｙＢｉ－ｙＡｉ）

２＋（ｚＢｉ－ｚＺｉ）槡
２

ｂｉ＝
ｙＢｉ－ｙＡｉ

（ｘＢｉ－ｘＡｉ）
２＋（ｙＢｉ－ｙＡｉ）

２＋（ｚＢｉ－ｚＺｉ）槡
２

ｃｉ＝
ｚＢｉ－ｚＡｉ

（ｘＢｉ－ｘＡｉ）
２＋（ｙＢｉ－ｙＡｉ）

２＋（ｚＢｉ－ｚＺｉ）槡
２

各支链中平行于定平台的转动轴的方向向量计

算为

Ｐｉ＝Ｖ×ＡｉＢｉ＝

［ｙＡｉ－ｙＢｉ　ｘＢｉ－ｘＡｉ　０］
Ｔ

（２４）
将式（２４）转换为单位方向向量，表示为

Ｐｏｉ＝［ｌｉ　ｍｉ　０］
Ｔ

（２５）

其中 ｌｉ＝
ｙＡｉ－ｙＢｉ

（ｘＢｉ－ｘＡｉ）
２＋（ｙＡｉ－ｙＢｉ）槡

２
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ｍｉ＝
ｘＢｉ－ｘＡｉ

（ｘＢｉ－ｘＡｉ）
２＋（ｙＡｉ－ｙＢｉ）槡

２

首先取第 １个支链为研究对象，建立并联机构
各运动副的运动旋量如下

＄１＝［０　０　１　ｙＡ１　 －ｘＡ１　０］
Ｔ

（２６）

＄２＝［ｌ１　ｍ１　０　 －ｚＡ１ｍ１　ｚＡ１ｌ１　ｘＡ１ｍ１－ｙＡ１ｌ１］
Ｔ

（２７）
＄３＝［０　０　０　ａｉ　ｂｉ　ｃｉ］

Ｔ
（２８）

＄４＝［０　０　１　ｙＢ１　 －ｘＢ１　０］
Ｔ

（２９）

＄５＝［ｌ１　ｍ１　０　 －ｚＢ１ｍ１　ｚＢ１ｌ１　ｘＢ１ｍ１－ｙＢ１ｌ１］
Ｔ

（３０）
建立运动螺旋矩阵为

＄＝［＄Ｔ１　 ＄
Ｔ
２　 ＄

Ｔ
３　 ＄

Ｔ
４　 ＄

Ｔ
５］

Ｔ＝
０ ０ １ ｙＡ１ －ｘＡ１ ０

ｌ１ ｍ１ ０ －ｚＡ１ｍ１ ｚＡ１ｌ１ ｘＡ１ｍ１－ｙＡ１ｌ１
０ ０ ０ ａ１ ｂ１ ｃ１
０ ０ １ ｙＢ１ －ｘＢ１ ０

ｌ１ ｍ１ ０ －ｚＢ１ｍ１ ｚＢ１ｌ１ ｘＢ１ｍ１－ｙＢ１ｌ

















１

（３１）
为了求约束反螺旋，建立齐次线性方程组为

０ ０ １ ｙＡ１ －ｘＡ１ ０

ｌ１ ｍ１ ０ －ｚＡ１ｍ１ ｚＡ１ｌ１ ｘＡ１ｍ１－ｙＡ１ｌ１
０ ０ ０ ａ１ ｂ１ ｃ１
０ ０ １ ｙＢ１ －ｘＢ１ ０

ｌ１ ｍ１ ０ －ｚＢ１ｍ１ ｚＢ１ｌ１ ｘＢ１ｍ１－ｙＢ１ｌ

















１

ｘ４
ｘ５
ｘ６
ｘ１
ｘ２
ｘ





















３

＝０

（３２）
根据齐次线性方程组式（３２），求得其基础解系

［ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ１ ｘ２ ｘ３］
Ｔ [为 －

ｍ１
ｌ１
１ ０ ０ ０ ０］Ｔ。

同理可求出其他支链运动螺旋基础解系，通过基础

解系求出在初始构态时各支链的约束反螺旋系为

＄ｒｉ＝［０　０　０　 －
ｍｉ
ｌｉ
　１　０］Ｔ　（ｉ＝１，２，３，４）

（３３）
式（３３）构成了动平台的约束螺旋系，约束了动平台
绕 ｘ轴和绕 ｙ轴的转动运动，动平台的运动螺旋系
为

＄ｍ１ ＝［０　０　１　０　０　０］
Ｔ

（３４）

＄ｍ２ ＝［０　０　０　０　０　１］
Ｔ

（３５）

＄ｍ３ ＝［０　０　０　０　１　０］
Ｔ

（３６）

＄ｍ４ ＝［０　０　０　１　０　０］
Ｔ

（３７）
动平台在发生连续运动后仍然平行于定平台，各运

动副的运动旋量不变，所以动平台具有绕 ｚ轴转动

和分别沿３个坐标轴移动的４个自由度。

３　４ＵＰＵ空间并联机构运动学分析

图１所示一种４ＵＰＵ空间并联机构具有４个自
由度，即动平台具有绕 ｚ轴转动和分别沿 ３个坐标
轴移动的４个自由度。将输入运动副选取为 Ｐ副，
输入关节变量为 Ｌ１、Ｌ２、Ｌ３、Ｌ４，若初始姿态设为（０，
０，０），则运动中动平台的位置为（ｘｑ，ｙｑ，ｚｑ），姿态为
（α，０，０）。

取 Ｂｎ点为建立运动学方程的关键点，首先建立
以动平台位姿变量为方程变量的关键点位置表达

式。根据式（２０）的共形几何代数变换公式，建立 Ｂｎ
的位置表达式为

ｏＢｎ＝Ｔ
ｗｒα

ｑＢｎ
ｗ槇ｒα槇Ｔ （３８）

Ｂｎ点在坐标系｛ｑｕｖｗ｝中的共形几何代数表示
为

ｑＢｎ＝ｕＢｎｅ１＋ｖＢｎｅ２＋ｗＢｎｅ３＋
１
２
（ｕ２Ｂｎ＋ｖ

２
Ｂｎ＋ｗ

２
Ｂｎ）ｅ∞ ＋ｅ０ （３９）

动坐标系｛ｑｕｖｗ｝的坐标原点 ｑ在固定的参考
坐标系｛ｏｘｙｚ｝中的坐标为ｏｑ（ｘｑ，ｙｑ，ｚｑ），则

Ｔ＝１－１
２
（ｘｑｅ１＋ｙｑｅ２＋ｚｑｅ３）ｅ∞ （４０）

槇Ｔ＝１＋１
２
（ｘｑｅ１＋ｙｑｅ２＋ｚｑｅ３）ｅ∞ （４１）

根据前文所述机构的运动特性，该机构除移动

自由度外，只有１个绕 ｚ轴旋转的转动自由度，所以

ｗｒα＝ｃｏｓ
α
２
－ｅ１２ｓｉｎ

α
２

（４２）

ｗ槇ｒα＝ｃｏｓ
α
２
＋ｅ１２ｓｉｎ

α
２

（４３）

将式（３９）～（４３）代入式（３８）中，可得出 Ｂｎ点
在固定的参考坐标系｛ｏｘｙｚ｝中的共形几何代数表达
式，即位姿表达式为

ｏＢｎ [＝ １－１
２
（ｘｑｅ１＋ｙｑｅ２＋ｚｑｅ３）ｅ ] (∞ ｃｏｓα

２
－

ｅ１２ｓｉｎ
α ) [２

ｕＢｎｅ１＋ｖＢｎｅ２＋ｗＢｎｅ３＋
１
２
（ｕ２Ｂｎ＋

ｖ２Ｂｎ＋ｗ
２
Ｂｎ）ｅ∞ ＋ｅ] (０ ｃｏｓα

２
＋ｅ１２ｓｉｎ

α ) [２
１＋

１
２
（ｘｑｅ１＋ｙｑｅ２＋ｚｑｅ３）ｅ ]∞ ＝（ｕＢｎｃｏｓα－

ｖＢｎｓｉｎα＋ｘｑ）ｅ１＋（ｕＢｎｓｉｎα＋ｖＢｎｃｏｓα＋ｙｑ）ｅ２＋

ｚｑｅ３＋
１
２
［（ｕＢｎｃｏｓα－ｖＢｎｓｉｎα＋ｘｑ）

２＋

（ｕＢｎｓｉｎα＋ｖＢｎｃｏｓα＋ｙｑ）
２＋ｚ２ｑ］ｅ∞ ＋ｅ０ （４４）

Ａｎ点在固定的参考坐标系｛ｏｘｙｚ｝中的共形几
何代数表达式为
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ｏＡｎ＝ｘＡｎｅ１＋ｙＡｎｅ２＋ｚＡｎｅ３＋
１
２
（ｘ２Ａｎ＋ｙ

２
Ａｎ＋ｚ

２
Ａｎ）ｅ∞ ＋ｅ０ （４５）

根据这个并联机构的结构，通过共形几何代数

建立的结构表达式为

Ｌ２ｎ＝－２
ｏＡｎ·

ｏＢｎ （４６）
根据式（４４）～（４６），建立运动学方程为

Ｌ２１ [＝－２ ｘＡ１（ｕＢ１ｃｏｓα－ｖＢ１ｓｉｎα＋ｘｑ）＋

ｙＡ１（ｕＢ１ｓｉｎα＋ｖＢ１ｃｏｓα＋ｙｑ）＋ｚＡ１ｚｑ－
１
２
（ｘ２Ａ１＋ｙ

２
Ａ１＋ｚ

２
Ａ１）－

１
２
（ｕＢ１ｃｏｓα－ｖＢ１ｓｉｎα＋ｘｑ）

２－

１
２
（ｕＢ１ｓｉｎα＋ｖＢ１ｃｏｓα＋ｙｑ）

２－１
２
ｚ２ ]ｑ （４７）

Ｌ２２ [＝－２ ｘＡ２（ｕＢ２ｃｏｓα－ｖＢ２ｓｉｎα＋ｘｑ）＋

ｙＡ２（ｕＢ２ｓｉｎα＋ｖＢ２ｃｏｓα＋ｙｑ）＋ｚＡ２ｚｑ－
１
２
（ｘ２Ａ２＋ｙ

２
Ａ２＋ｚ

２
Ａ２）－

１
２
（ｕＢ２ｃｏｓα－ｖＢ２ｓｉｎα＋

　ｘｑ）
２－１
２
（ｕＢ２ｓｉｎα＋ｖＢ２ｃｏｓα＋ｙｑ）

２－１
２
ｚ２ ]ｑ （４８）

Ｌ２３ [＝－２ ｘＡ３（ｕＢ３ｃｏｓα－ｖＢ３ｓｉｎα＋ｘｑ）＋

ｙＡ３（ｕＢ３ｓｉｎα＋ｖＢ３ｃｏｓα＋ｙｑ）＋ｚＡ３ｚｑ－
１
２
（ｘ２Ａ３＋ｙ

２
Ａ３＋ｚ

２
Ａ３）－

１
２
（ｕＢ３ｃｏｓα－ｖＢ３ｓｉｎα＋

　ｘｑ）
２－１
２
（ｕＢ３ｓｉｎα＋ｖＢ３ｃｏｓα＋ｙｑ）

２－１
２
ｚ２ ]ｑ （４９）

Ｌ２４ [＝－２ ｘＡ４（ｕＢ４ｃｏｓα－ｖＢ４ｓｉｎα＋ｘｑ）＋

ｙＡ４（ｕＢ４ｓｉｎα＋ｖＢ４ｃｏｓα＋ｙｑ）＋ｚＡ４ｚｑ－
１
２
（ｘ２Ａ４＋ｙ

２
Ａ４＋ｚ

２
Ａ４）－

１
２
（ｕＢ４ｃｏｓα－ｖＢ４ｓｉｎα＋ｘｑ）

２－

１
２
（ｕＢ４ｓｉｎα＋ｖＢ４ｃｏｓα＋ｙｑ）

２－１
２
ｚ２ ]ｑ （５０）

在式（４７）～（５０）中，包含有各支链的关节变量
参数 Ｌ１、Ｌ２、Ｌ３、Ｌ４，也包含有动平台的位姿参数 ｘｑ、
ｙｑ、ｚｑ、α，通过这４个运动学方程可对这个 ４ＵＰＵ空
间并联机构进行运动学正解和反解分析。并联机构

的运动学正解分析，是已知关节的输入来分析机构

的位置和姿态。运动学反解分析，是已知机构的位

置和姿态来分析输入。

４　数值实例

定平台两边长分别为 １２０和 １００，动平台两边
　　

长分别为８０和６０，长度单位任意但相同。
运动学反解：已知动平台的位置（２０，１０，７０）和

姿态（２０°，０，０），分析求解输入运动副关节变量 Ｌ１、
Ｌ２、Ｌ３、Ｌ４。根据前文所述的运动学方程，反解出输
入运动副关节变量 Ｌ１、Ｌ２、Ｌ３、Ｌ４的结果如表１所示。

运动学正解：已知输入运动副关节变量值 Ｌ１＝
７１１６２５，Ｌ２＝８１１３８６，Ｌ３＝８９４５９９，Ｌ４＝８３８５０７，分
析动平台的位置（ｘｑ，ｙｑ，ｚｑ）和姿态（α，０，０）。根据
运动学方程，正解出动平台的位姿结果如表２所示。

表 １　运动学反解结果

Ｔａｂ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｉｎｖｅｒｓｅｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ

参数 Ｌ１ Ｌ２ Ｌ３ Ｌ４
数值 ７１１６２５ ８１１３８６ ８９４５９９ ８３８５０７

表 ２　运动学正解结果

Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｆｏｒｗａｒｄｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ

编号
变量

ｘｑ ｙｑ ｚｑ α／（°）

１ ２０ １０ ７０ ２０

２ ２０ １０ －７０ ２０

　　从表１和表 ２的结果可以看出，运动学正解和
反解的结果是相互验证的，证明了并联机构运动学

分析的正确性，这个并联机构的结构如图２所示。

图 ２　并联机构结构图

Ｆｉｇ．２　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

５　结束语

对于空间并联机构的运动学分析，提出了共形

几何代数分析方法。给出了动平台上任意一点位置

的共形几何代数表达式，提出了建立空间并联机构

运动学方程的共形几何代数方法。以一种 ４ＵＰＵ
空间并联机构运动学分析为例，详细阐述了所提出

的空间并联机构运动学分析方法。根据运动学方

程，对这种空间并联机构进行运动学正解和反解分

析，得到了机构的正解和反解结果。通过数值实例

进一步验证了所提出方法的正确性和有效性。
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