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摘要：针对复杂曲面中较为常见的双曲面进行了研究，建立了加工双曲面的数学模型，通过对双曲面参数特征的分

析，发现了双曲面上任意点的切线斜率极限值以及刀具轴线斜率极限值的变化规律，据此推导出双曲面参数、刀具

参数与偏心率平方之间的函数关系，推演了加工双曲面不发生干涉的参数准则，同时明确了切削角与偏心率平方

满足不同函数关系对应的干涉区域。通过仿真实验，验证了理论分析的正确性，为加工双曲面的参数选取提供依

据。
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　　引言

以叶片和光学非球面透镜为代表的复杂曲面零

件的应用越来越广泛，加工技术越来越受到各国学

者的重视
［１－３］

。在现代高推重比航空发动机结构

中，采用整体叶盘结构避免了榫头气流损失，减少了

零件质量和零件数，使得发动机的推重比和可靠性

得到了进一步的提高
［４］
。在光学系统中，采用非球

面透镜可以校正像差，提高光学系统成像质量，并且

多个球面零件可由一个或几个非球面零件代替，以

达到简化仪器结构，降低成本和减轻仪器质量的目

的
［５］
。文献［６－７］研究了叶片加工干涉检验与无

干涉刀位轨迹规划算法。文献［８］解决了非球面加
工的 ＮＵＲＢＳ建模。比较成熟的非球面加工方法有
平行磨削法

［９－１１］
、圆弧包络磨削法

［１２］
、双圆弧插补

法
［１３－１４］

以及慢刀伺服
［１５］
等。文献［１６］设计了六轴

高精密机床并将其应用于非球面光学镜面的加工。

而对非球面的测量方法主要有干涉法、坐标测量

法、激光扫描法
［１７］
。文献［１８］实现了大型光学非球

面的测量。文献［１９］通过在线检测完成误差补偿。
然而，无论加工还是检测，工具与复杂曲面之间的干

涉问题不容忽视。本文针对复杂曲面中较为常见的

双曲面进行研究，建立加工双曲面的数学模型，分析

加工双曲面的参数特征，推导加工双曲面不发生干

涉的参数准则，并进行仿真实验。

１　加工双曲面的数学模型

二次曲面的子午截面曲线
［２０］
可表示为

ｙ２＝２ρｚ－（１－ｅ２）ｚ２ （１）
式中　ρ———曲线顶点的曲率半径

ｅ———曲线的偏心率
ｚ———曲线的纵坐标

当 ｅ２＞１时，二次曲面为双曲面。在加工双曲
面时，可以只研究 ｚ≥０的部分，故其子午截面曲线
的函数表达式为

ｚ＝ ρ
１－ｅ２ (＋ ρ

１－ｅ)２ ２

－ ｙ２

１－ｅ槡 ２ （２）

加工双曲面的数学模型如图 １所示，以双曲线
的顶点 Ｏ１为原点，水平向右为 Ｙ轴正方向，竖直向
上为 Ｚ轴正方向，建立直角坐标系。对双曲线上任
意一点 Ｏ２（ｙ２，ｚ２），存在一条过点 Ｏ２且与双曲线相
切的直线 ｌ０，其斜率为 ｋ０。直线 ｌ２为刀具轴线，Ｏ３为
刀头回转中心，连接 Ｏ２Ｏ３，作直线 ｌ１。直线 ｌ１与直
线 ｌ２的夹角为 α。不同的 α对应不同的刀具切削点
位置，为了提高表面质量，在整个加工过程中，必须

保持刀具切削点位置不变，即 α保持不变，称 α为
切削角。

２　加工双曲面的参数

２１　双曲面参数 ｋ０
双曲线上任意点 Ｏ２的切线 ｌ０的斜率 ｋ０为



ｋ０＝
ｙ２

ρ－（１－ｅ２）ｚ２
（３）

图 １　加工双曲面的数学模型

Ｆｉｇ．１　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｆｏｒｍａｃｈｉｎｉｎｇ

ｈｙｐｅｒｂｏｌｏｉｄａｌｓｕｒｆａｃｅ
　

　　根据式（２）可知

ｚ２＝
ρ

１－ｅ２ (＋ ρ
１－ｅ)２ ２

－
ｙ２２
１－ｅ槡 ２ （４）

将式（４）代入式（３），可得

ｋ０＝
ｙ２

ρ２＋ｙ２２（ｅ
２－１槡 ）

（５）

当 ｅ２取不同值时，ｋ０－ｙ２曲线如图２所示。
由式（５）可推出

ｋ０ｍｉｎ＝ｌｉｍ
ｙ２→ －∞

ｋ０＝ｌｉｍ
ｙ２→ －∞

ｙ２
ρ２＋ｙ２２（ｅ

２－１槡 ）
＝－ １

ｅ２槡 －１

ｋ０ｍａｘ＝ ｌｉｍ
ｙ２→ ＋∞

ｋ０＝ ｌｉｍ
ｙ２→ ＋∞

ｙ２
ρ２＋ｙ２２（ｅ

２－１槡 ）
＝ １
ｅ２槡













－１

（６）

图 ２　ｋ０－ｙ２曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｋ０－ｙ２ｃｕｒｖｅ

（ａ）ｅ２＝１５　（ｂ）ｅ２＝２　（ｃ）ｅ２＝３　（ｄ）ｅ２＝４　（ｅ）ｅ２＝５
　
　　由式（６）可知，当 ｙ２趋于无穷大时，ｋ０的极限值

只与 ｅ２有关，而与 ρ无关。ｋ０的极限值随 ｅ
２
的变化

曲线如图３所示。
２２　刀具参数 ｋ１和 ｋ２

直线 ｌ１的斜率 ｋ１为

ｋ１＝－
１
ｋ０

（７）

以 ｅ２＝３、ρ＝２的双曲线为例，其 ｋ１－ｙ２曲线如图 ４
所示。

由式（６）和式（７）可推出

图 ３　ｌｉｍｋ０－ｅ
２
曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｌｉｍｋ０－ｅ
２ｃｕｒｖｅ
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图 ４　ｋ１－ｙ２曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｋ１－ｙ２ｃｕｒｖｅ
　

ｌｉｍ
ｙ２→ －∞

ｋ１＝ ｅ２槡 －１

ｋ１（ｙ２＝０）＝＋∞

ｌｉｍ
ｙ２→ ＋∞

ｋ１＝－ ｅ２槡










－１

（８）

因此 ｋ１的取值范围为 ｋ１ ＞ ｅ２槡 －１或 ｋ１ ＜

－ ｅ２槡 －１。ｋ１的取值范围随 ｅ
２
的变化曲线如图 ５所

示。

图 ５　ｋ１－ｅ
２
曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｋ１－ｅ
２ｃｕｒｖｅ

　

根据图１中 ｌ１与 ｌ２的几何关系，可知 α与 ｋ１、ｋ２
的关系为

ｔａｎα＝
ｋ２－ｋ１
１＋ｋ１ｋ２

（９）

由式（９）可推出

ｋ２＝
ｋ１＋ｔａｎα
１－ｋ１ｔａｎα

（１０）

由于轴对称非球面具有对称性，因此这里只需

讨论切削点 ｙ≤０的部分。在这个区域里，ｋ１始终为
“＋”，而 ｔａｎα也为“＋”。

于是，由式（１０）可知

ｋ２＞０　（ｋ１ｔａｎα＜１）

ｋ２＜０　（ｋ１ｔａｎα＞１{ ）
（１１）

ｋ２＞０时存在最小值 ｋ２ｍｉｎ；ｋ２＜０存在最大值 ｋ２ｍａｘ。
由式（８）和式（１０）可推出

ｋ２ｍｉｎ＝ ｌｉｍ
ｙ２→ －∞

ｋ２＝ ｌｉｍ
ｙ２→ －∞

ｋ１＋ｔａｎα
１－ｋ１ｔａｎα

＝

　　
ｌｉｍ
ｙ２→ －∞

ｋ１＋ｔａｎα

１－ ｌｉｍ
ｙ２→ －∞

ｋ１ｔａｎα
＝ ｅ２槡 －１＋ｔａｎα
１－ ｅ２槡 －１ｔａｎα

ｋ２ｍａｘ＝ｌｉｍ
ｙ２→０
ｋ２＝ｌｉｍ

ｙ２→０

ｋ１＋ｔａｎα
１－ｋ１ｔａｎα

＝

　　ｌｉｍ
ｙ２→０

１＋ｔａｎα
ｋ１

１
ｋ１
－ｔａｎα

＝
１＋ｌｉｍ

ｙ２→０

ｔａｎα
ｋ１

ｌｉｍ
ｙ２→０

１
ｋ１
－ｔａｎα

＝－ １
ｔａｎ



















 α

（１２）

３　加工双曲面不发生干涉的参数准则

当满足条件

Δ１＝ｋ２ｍｉｎ－ｋ０ｍａｘ＞０

Δ２＝ｋ２ｍａｘ－ｋ０ｍｉｎ{ ＜０
（１３）

刀具与工件将不存在干涉。

３１　条件１

将式（６）和式（１２）代入式（１３），可得

Δ１＝
ｅ２槡 －１＋ｔａｎα

１－ ｅ２槡 －１ｔａｎα
－ １
ｅ２槡 －１

＝

ｅ２－２＋２ ｅ２槡 －１ｔａｎα
ｅ２槡 －１（１－ ｅ２槡 －１ｔａｎα）

＞０ （１４）

由于 ｋ１ ＞ ｅ２槡 －１且 ｋ２ ＞０，由式（１１）可得

ｅ２槡 －１ｔａｎα＜ｋ１ｔａｎα＜１，即式（１４）中的分母

ｅ２槡 －１（１－ ｅ２槡 －１ｔａｎα）＞０ （１５）
于是分子也应大于零，即

ｅ２－２＋２ ｅ２槡 －１ｔａｎα＞０ （１６）

可解得 α＞ａｒｃｔａｎ ２－ｅ２

２ ｅ２槡 －１
（１７）

３２　条件２
将式（６）和式（１２）代入式（１３），可得

Δ２＝－
１
ｔａｎα (－ － １

ｅ２槡
)

－１
＜０ （１８）

可解得 α＜ａｒｃｔａｎ ｅ２槡 －１ （１９）

３３　参数分析

根据条件 １和条件 ２可知，当同时满足式（１７）
和式（１９）时，即 α与 ｅ２的函数关系满足图 ６中第 １
区域，工具与双曲面不会出现干涉现象。图 ６中的
第２区域表示工具与双曲面右侧会出现干涉现象；
第３区域表示工具与双曲面左右两侧均会出现干涉
现象；第４区域则表示工具与双曲面左侧会出现干
涉现象。
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图 ６　α－ｅ２曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅα－ｅ２ｃｕｒｖｅ
　

４　仿真实验

４１　仿真实验１

实验参数设定：双曲面参数 ｅ２＝４，ρ＝３，刀具参
数 ｒ＝１，α＝２０°。由图６可知，α与 ｅ２的函数关系位
于第１区域。仿真实验如图７所示。由图７可得刀
具与工件不会发生干涉碰撞。

图 ７　仿真实验 １

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ
　
４２　仿真实验２

实验参数设定：双曲面参数 ｅ２＝１５，ρ＝３，刀具
参数 ｒ＝１，α＝５°。由图 ６可知，α与 ｅ２的函数关系
位于第２区域。仿真实验如图８所示。由图８可得
刀具与工件在右侧发生干涉碰撞。

图 ８　仿真实验 ２

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ
　
４３　仿真实验３

实验参数设定：双曲面参数 ｅ２＝１２，ρ＝３，刀具

参数 ｒ＝１，α＝２５°。由图６可知，α与 ｅ２的函数关系
位于第３区域。仿真实验如图９所示。由图９可得
刀具与工件在左右两侧均发生干涉碰撞。

图 ９　仿真实验 ３

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｔｈｉｒｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ
　
４４　仿真实验４

实验参数设定：双曲面参数 ｅ２＝１３３，ρ＝３，刀
具参数 ｒ＝１，α＝４０°。由图６可知，α与 ｅ２的函数关
系位于第４区域。仿真实验如图 １０所示。由图 １０
可得刀具与工件在左侧发生干涉碰撞。

图 １０　仿真实验 ４

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｆｏｕｒｔｈｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ
　

５　结论

（１）建立了加工双曲面的数学模型，分析了加
工双曲面的参数特征。推导了双曲面参数 ｋ０、刀具

参数 ｋ１、ｋ２与偏心率平方 ｅ
２
之间的函数关系。

（２）推演了加工双曲面不发生干涉的参数准
则，同时确定了工具与工件不会发生干涉碰撞、与工

件右侧发生干涉碰撞、与工件左右两侧均发生干涉

碰撞以及与工件左侧发生干涉碰撞时切削角度 α
与偏心率平方 ｅ２满足的不同函数关系。

（３）通过仿真实验，验证了理论分析的正确性，
为加工双曲面时选择合理的参数，避免发生干涉碰

撞提供了理论依据。
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