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基于伪刚体模型的多层 LEMs 建模与仿真*

邱丽芳摇 楚红岩摇 杨德斌摇 王摇 涛
(北京科技大学机械工程学院, 北京 100083)

摘要: 结合刚性机构分类思想和刚体代替综合法,设计了一多层 LEMs 机构。 基于柔顺机构伪刚体模型及 LET 铰

链等效弹簧刚度模型,对多层 LEMs 进行分析,推导出该机构的输入载荷和输出位移量的理论计算公式,并用该理

论计算公式对设计实例进行计算。 同时对该设计实例进行有限元仿真分析,两种方法所得结果基本一致,表明理

论分析的正确性和该设计的可行性。
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Abstract: A multi鄄layered lamina emergent mechanism configuration was designed, combined with
classification scheme and rigid鄄body replacement synthesis design approach. Based on pseudo鄄rigid鄄body
model and analogous linear coil spring model of lamina emergent torsional ( LET) joint, the force鄄
deflection relationship was derived. With the aid of finite element analysis, the results of the two methods
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摇 摇 引言

用尽可能少量的构件实现复杂动作过程是现代

机构学中重要的创新思想,采用非刚性构件来完成

某些工艺动作,用尽可能小的占用空间实现复杂精

密的运动,是现代机械装备向“重大精尖冶或“微小

精密冶等方向发展的趋势,空间成本已经成为机构

创新设计要考虑的重要要素之一[1]。 薄片材料制

作的柔顺机构(Lamina emergent mechanisms,LEMs)
是在同一材料平面内加工完成,并可实现在平面外

运动的一类新型机构[2 ~ 3]。

虽然 LEMs 机构有市场需求和性能优势,但设

计者很难把它运用到设计当中。 这是因为 LEMs 柔

顺机构具有与刚性机构不同的功能特性,例如,柔顺

机构通过柔顺元素的变形储存能量,而刚性机构如

果没有弹簧零件则不能储存能量;柔顺机构的力 变

形有很高的耦合性,而刚性机构的运动特性在材料

刚度足够的情况下,是不受材料影响的[4]。 本文结

合 Artobolevsky 提出的刚性机构分类思想[5] 和刚体

代替综合法(即先设计满足功能要求的刚性机构,
然后把它转化成柔顺机构的方法) [4,6,7],设计一多

层 LEMs 机构。 同时,基于柔顺机构伪刚体模型[8]



及 LET(Lamina emergent torsional)铰链等效弹簧刚

度模型[2 ~ 3],对该机构进行分析,对多层柔顺机构的

设计进行探索,为该机构的进一步理论研究和广泛

应用奠定基础。

1摇 多层 LEMs 机构的设计

多层 LEMs 机构[9]是由多个单层 LEMs 组合而

成的机构,能够大大减少构件数量、降低空间成本。
当单层 LEMs 机构不能满足设计要求时,往往可将

其设计成多层 LEMs 机构,例如,当单层机构的柔性

铰链的运动受限时,可以设计成多层来扩大其运动

范围;或当单层机构在运动中产生构件重叠时,也可

设计成多层。
增加层数可以增加机构功能,但结构将复杂,而

单层的 LEMs 加工简单、经济,因此设计者应权衡两

者来选择合适的层数。 本文考虑结构复杂性以及运

动范围,设计成 3 层的 LEMs 机构。
根据文献[6],以现有刚性机构产品为对象,通

过逆向分析得到组合刚性机构,按照刚体代替综合

法把刚性机构转变成 LEMs 柔顺机构。 其方法有两

种:直接用相应的柔顺片段代替刚性片段;先把复杂

的刚性机构分解成功能简单的刚性机构,然后用具

有相似功能的柔顺机构代替刚性机构,如图 1 所示。
以奥迪 A4 的水杯固定器(图 2a)为例,按照图 1 所

示方法进行研究,发现适合转化为柔顺机构的刚性

机构有两种,其机构简图如图 2b、2c 所示,其中输入

为移动的刚性机构,更加适合于转化成 LEMs 机构。
本文着重研究这种机构,将其设计为基于位移驱动

的 LEMs 机构,并进行分析。

图 1摇 基于柔顺机构分类的 LEMs 机构设计流程图

Fig. 1摇 Design framework of LEMs based on classification
scheme of compliant mechanisms

根据图 1 的设计思路,图 2c 所示刚性机构的柔

顺机构模型设计如图 3 所示。 由于动力构件中靠近

平行四边形机构的 LET 铰链扭转角非常微小,故建

立柔顺机构模型时将该铰链忽略。 动力构件直接固

定在平行四边形机构上,执行构件通过移动副(半
铰链)与平行四边形机构连接。 当给滑块施加水平

拉力时,执行构件弹起离开平面,LET 铰链产生较大

变形,同时机构存储变形能;将水杯放入后,变形能

释放,使得水杯在受到水平方向约束时,也受到向下

按压的作用力。 当需取出水杯时,再次输入载荷使

执行构件弹起,取出水杯后,停止输入载荷,变形能

释放,机构自动恢复平面状态。

图 2摇 奥迪 A4 水杯固定器及机构简图

Fig. 2摇 Audi A4 cup holder and its schematic diagrams
(a) 奥迪 A4 的水杯固定器摇 (b) 机械简图(输入为转动) 摇

(c) 机构简图(输入为移动)
摇

图 3摇 柔顺机构模型

Fig. 3摇 Compliant mechanism model
1、2、3、4. 平行四杆 LET 外铰链摇 5. LET 内铰链摇 6. 滑块 LET 外

铰链摇 7. 执行构件摇 8. 动力构件摇 9. 半铰链

摇

该机构主要参数如图 4 所示,图中 B = 290 mm,
B1 = 260 mm, L1 = 1 028 mm, L2 = 300 mm, L3 =
408 mm, L4 = 300 mm, t = 2 mm, a = 20 mm, b =
248 mm,c = 10 mm。 LET 外铰链和 LET 内铰链的参

数及数值如图 5、表 1 所示。 采用厚度为 2 mm 的

ABS 工程塑料,其优势在于弹性较大,价格低廉,易
于加工。 主要加工方法有:切割、粘贴、拼接、压模

等。 按照平面精雕加工后装配。 为了实现机构的执
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行功能,执行构件选用普通钢材。 ABS 工程塑料的

基本性能参数为:密度 籽 = 1郾 1 g / cm3,弹性模量 E =
2郾 2 GPa,泊松比 滋 = 0郾 34,屈服强度 滓s = 50 MPa。

图 4摇 多层 LEMs 机构主要参数示意图

Fig. 4摇 Sketch plan of main parameters of multi鄄layered LEMs
摇

图 5摇 LET 铰链示意图

Fig. 5摇 Sketch plans of LET joints
(a) LET 外铰链摇 (b) LET 内铰链

摇
表 1摇 LET 铰链尺寸

Tab. 1摇 LET dimensions mm

参数 LTW LBL LTL LBW L

平行四
外铰链 1 5 30 80 10 100

边形
外铰链 2 10 30 80 10 100

机构
外铰链 3 5 30 80 10 100
外铰链 4 11 30 80 10 100

执行构件内铰链 5 12 20 130 30 290
滑块处外铰链 6 10 25 80 10 100

图 6摇 多层 LEMs 机构伪刚体模型

Fig. 6摇 Pseudo鄄rigid鄄body model of multi鄄layered LEMs

2摇 理论建模与分析

将图 3 所示机构看作是集中柔度全柔性机构

( Lumped compliance compliant mechanism,
LCCM) [10],则建立其伪刚体模型如图 6 所示,则当

滑块 A 处输入水平力 F in时,LET 铰链有较大扭转变

形,执行构件输出角位移 兹义2,从而 B 处产生向上的

运动。 与短臂柔铰类似,可以把特征铰链安放在

LET 铰链总长度的中点,因为大变形仅发生在比杆

件短得多的 LET 铰链处。 图 6 所示机构是由滑块

机构、四杆机构和执行构件组合而成,故它的虚功方

程可基于四杆机构、滑块机构的虚功方程推出。

2郾 1摇 滑块机构

滑块机构(动力构件)伪刚体模型如图 7a,虚功

为

啄W = Fout·啄z2 + Fin·啄z4 + Fs·啄z4 +
T1·啄鬃1 + T2·啄鬃2 + T3·啄鬃3 (1)

其中 Fin = X4 i
Fout = X2 i + Y2 j
X2 = - Foutsin兹2 摇 Y2 = Foutcos兹2

Fs = - fk(鬃4) i
z2 = r2cos兹2 i + r2sin兹2 j
z4 = ( r2cos兹2 + r3cos兹3) i + ej

式中摇 i、 j———水平和竖直方向的单位向量

Xn、Yn———第 n 个坐标中的水平和竖直方向

分力

Fin———作用在滑块上的水平力

Fout———滑块机构连杆和连架杆(图 6 中虚

线所示)连接处铰链输出的力

fk———弹簧力,关于 鬃4 = r1 - r10的函数( r10是
滑块的初始位置)

啄zi———虚位移,用链式微分法对位移矢量 zi
求导得出

e———滑块至坐标原点的垂直距离(见图 7a)
兹2 在 90毅 ~ 180毅之间,兹3 在 270毅 ~ 360毅之间。
铰链 i 处扭簧的虚功可由铰链处的力矩 Ti 和

相应的 Lagrangian 坐标 鬃i 确定,对于含有弹性常数

为 K i 的线性扭簧的伪刚体模型,Ti = - K i鬃i,对于在

弹性变形范围内的一组 LET 铰链,K i = keqi
[3],即

Ti = - keqi鬃i;铰链处坐标公式为 鬃1 = 兹2 - 兹20,鬃2 =
(兹2 - 兹20) - ( 兹3 - 兹30 ),鬃3 = 兹3 - 兹30。 啄鬃i 为铰链 i
扭转角度的增量。

将各参数代入式(1),并选择广义坐标 q 为 兹2,
得到

啄W = (A忆 + g32B忆)啄兹2 (2)
其中 A忆 = ( - r2X2 - r2X4 + r2Fs)sin兹2 +

r2Y2cos兹2 + T1 + T2 (3)
B忆 = ( - r3X4 + r3Fs)sin兹3 - T2 + T3 (4)

g32 =
啄兹3

啄兹2
=

r2cos兹2

- r3cos兹3
(5)

根据虚功原理(啄W =0),由式(2) ~ (5)得到方程

{ r3cos兹3[( - r2X2 - r2X4 + r2Fs)sin兹2 +
r2Y2cos兹2 + T1 + T2] -

r2cos兹2[( - r3X4 + r3Fs)sin兹3 - T2 + T3]}啄兹2 = 0
(6)

由滑块机构的几何位置关系得到

r2sin兹2 + r3sin兹3 = e (7)
r2cos兹2 + r3cos兹3 = r1 (8)
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图 7摇 多层 LEMs 机构各组成部分的伪刚体模型

Fig. 7摇 Pseudo鄄rigid鄄body model of every parts
of multi鄄layered LEMs

(a) 滑块机构摇 (b) 四边形机构摇 (c) 执行构件

摇
2郾 2摇 平行四边形机构

平行四边行机构伪刚体模型如图 7b,虚功为

啄W忆 = F忆out·啄z忆2 + ( - Fout)·啄z忆4 + T忆1·啄鬃忆1 +
T忆2·啄鬃忆2 + T忆3·啄鬃忆3 + T忆4·啄鬃忆4 (9)

其中 - Fout = X忆4 i + Y忆4 j
X忆4 = Foutsin兹2 摇 Y忆4 = - Foutcos兹2

F忆out = X忆2 i + Y忆2 j
X忆2 = - F忆outsin兹义2 摇 Y忆2 = F忆outcos兹义2
z忆2 = ( r忆2cos兹忆2 - r忆3) i + r忆2sin兹忆2 j
z忆4 = (a忆4cos兹忆2 + b忆4sin兹忆2)i + (a忆4sin兹忆2 - b忆4cos兹忆2)j
T忆i = - k忆eqi(兹忆2 - 兹忆20)

式中摇 -Fout———由滑块机构传递到平行四边形机构

的力, -Fout与 Fout互为反作用力

F忆out———平行四边形机构输出到执行构件的力

兹义2———执行构件扭转角

啄z忆i———虚位移,用链式微分法对位移矢量 z忆i
求导得出

兹忆4 = 兹忆2,兹忆3 = 0,故 鬃忆i = 兹忆2 - 兹忆20( i = 1,2,3,4)。 兹忆2
在 90毅 ~ 180毅之间。

将各参数代入式(9),应用虚功原理得到

[( - a忆4X忆4 + b忆4Y忆4 - r忆2X忆2)sin兹忆2 +
(b忆4X忆4 + a忆4Y忆4 + r忆2Y忆2)cos兹忆2 +
T忆1 + T忆2 + T忆3 + T忆4]啄兹忆2 = 0 (10)

由平行四边形机构和滑块机构的几何位置关系

得到

兹忆2 - 兹2 (= tan
b忆4
a忆 )

4
(11)

2郾 3摇 执行构件

执行构件伪刚体模型如图 7c,虚功为

啄W义 = - F忆out·啄z义2 + T义1·啄鬃义1 (12)
其中 - F忆out = X义2 i + Y义2 j

X义2 = F忆outsin兹义2 摇 Y义2 = - F忆outcos兹义2
z义2 = z忆2 = ( r忆2cos兹忆2 - r忆3) i + r忆2sin兹忆2 j
鬃义1 = 兹义2 - 兹义20 摇 T义1 = - k义eq(兹义2 - 兹义20)

式中摇 -F忆out———由平行四边形机构传递到执行构件

的力; -F忆out与 F忆out互为反作用力

啄z义i———虚位移,用链式微分法对位移矢量 z义i
求导得出

将各参数代入式(12)中,得到

啄W义 = ( - r忆X义2sin兹忆2 + r忆2Y义2cos兹忆2)啄兹忆2 + T义1啄兹义2
(13)

由执行构件的几何位置关系得出

r忆2sin兹忆2 = r义2sin(仔 - 兹义2) (14)
- r忆2cos兹忆2 + r忆3 + r义1 = r义2cos(仔 - 兹义2) (15)

联立式(14)、(15)得到

- r忆2cos兹忆2 + r忆3 + r义1 + r忆2sin兹忆2cot兹义2 = 0 (16)
式(16)为非线性方程,求微分得到

d兹忆2
d兹义2

=
r忆2sin兹忆2(1 + cot2兹义2)
r忆2cos兹忆2cot兹义2 + r忆2sin兹忆2

(17)

将式(17)代入式(13),应用虚功原理得到

[( - r忆2X义2sin兹忆2 + r忆2Y义2cos兹忆2)·
r忆2sin兹忆2(1 + cot2兹义2)
r忆2cos兹忆2cot兹义2 + r忆2sin兹忆2

+ T义1]啄兹义2 = 0 (18)

综合式(6)、(10)和(18)得到多层 LEMs 机构

的虚功方程,结果可表达为

A啄兹2 + B啄兹忆2 + C啄兹义2 = 0 (19)
其中 A = r3cos兹3[( - r2X2 - r2X4 + r2Fs)sin兹2 +

r2Y2cos兹2 + T1 + T2] -
r2cos兹2[( - r3X4 + r3Fs)sin兹3 - T2 + T3] (20)

B = ( - a忆4X忆4 + b忆4Y忆4 - r忆2X忆2)sin兹忆2 +
(b忆4X忆4 + a忆4Y忆4 + r忆2Y忆2)cos兹忆2 +

T忆1 + T忆2 + T忆3 + T忆4 (21)
C = ( - r忆2X义2sin兹忆2 + r忆2Y义2cos兹忆2)·

r忆2sin兹忆2(1 + cot2兹义2)
r忆2cos兹忆2cot兹义2 + r忆2sin兹忆2

+ T义1 (22)

联立虚功方程(19) ~ (22)和机构几何位置方
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程(7)、(8)、(11)、(14)、(15),可计算得到滑块上

输入力 Fin与执行构件输出角 兹义2 的关系。 鉴于公式

的复杂性,选用 Matlab 数学软件辅助计算。 理论计

算结果列于表 2。

表 2摇 两种方法分析结果

Tab. 2摇 Comparison of two different methods

输入力

Fin / N
伪刚体模型

扭转角 兹义2 / (毅)
ANSYS 仿真

扭转角 兹̂义2 / (毅)
误差

驻 / %

0 0 0 0
5 2郾 80 2郾 65 - 5郾 66
6 3郾 26 3郾 18 - 2郾 52
7 3郾 70 3郾 71 0郾 27
8 4郾 17 4郾 24 1郾 65
9 4郾 65 4郾 77 2郾 52
10 5郾 12 5郾 29 3郾 21
11 5郾 62 5郾 82 3郾 43
12 6郾 13 6郾 35 3郾 46

输入力

Fin / N
伪刚体模型

扭转角 兹义2 / (毅)
ANSYS 仿真

扭转角 兹̂义2 / (毅)
误差

驻 / %

13 6郾 65 6郾 88 3郾 34
14 7郾 10 7郾 41 4郾 18
15 7郾 74 7郾 94 2郾 52
16 8郾 36 8郾 47 1郾 30
17 9郾 01 9郾 00 - 0郾 11
18 9郾 72 9郾 53 - 1郾 99
19 10郾 50 10郾 06 - 4郾 37
20 11郾 49 10郾 59 - 8郾 50

3摇 有限元仿真

为了分析验证该机构的载荷与位移量公式推导

的正确性,在 ANSYS Workbench 中创建实体模型,

施加相同载荷并用有限元法仿真分析。 该机构模型

建立、网格划分、载荷施加、位移云图和变形云图如

图 8 所示。

图 8摇 多层 LEMs 机构有限元仿真结果

Fig. 8摇 FEM results of multi鄄layered LEMs
(a) 模型建立及网格划分摇 (b) 位移云图摇 (c) 变形云图

摇

4摇 结果分析

理论计算和仿真分析的结果见表 4,理论计算

值 兹义2 与仿真值 兹̂义2 相对误差计算式为 驻 =
兹义2 - 兹̂义
摇 摇

摇摇

2

兹̂义2
伊

100% ;输入力在 5 ~ 20 N 时,最大误差的绝对值为

8郾 50% 。 由表 4 得到输入载荷 输出扭转角关系曲

线如图 9 所示。
由图 9 可知,理论分析和仿真分析所得结果基

本一致,证明了理论分析方法是正确的。 但两条曲

线没有完全吻合,说明这些结果存在一定的误差,影
响误差的主要原因有:

(1) 等效弹簧刚度模型是在只受转矩的条件下

建立的,因为铰链受转矩发生大的角度变形是我们

所期望的情况,但 LET 铰链实际受耦合载荷(包括

转矩、平面内拉(压)力、垂直于平面的分力)的作

图 9摇 输入力-输出角关系曲线

Fig. 9摇 Relation curves of input load and output reverse angle
摇

用,故理论和实际情况存在误差。
(2) 分析时,以初始状态结构参数为标准,没有

考虑受力变形后实际结构参数的改变,如:LET 铰链

的转动中心漂移、杆件发生微小变形、刚化效应等。
(3) 其它模型简化所引起的误差,如因为弹簧

力 fk 分析的复杂性,故建立模型将其简化等。
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5摇 结束语

结合刚性机构分类思想和刚体代替综合法,对
LEMs 柔顺机构的设计进行了研究,设计了一多层

LEMs 机构。 基于柔顺机构伪刚体模型及 LET 铰链

等效弹簧刚度模型,建立了该多层 LEMs 机构的伪

刚体模型,根据虚功原理推导出了其输入载荷和输

出位移量的理论计算公式,并对设计实例进行了分

析;同时,用有限元方法对设计实例进行了仿真分

析,两种方法所得结果基本一致,表明该机构所运用

的基本原理和分析模型合适,设计与分析过程正确。
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