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串联机器人机械臂工作空间与结构参数研究!
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摘要：工作空间的体积可以反映串联机器人运动灵活程度。研究了一种串联机器人机械臂的工作空间问题。首

先，提出机械臂的基本结构，进行简化，得到其运动模型；在此基础上对机械臂进行了运动学分析；然后，采用蒙特

卡洛法分析该机械臂的工作空间，得出了机械臂末端的工作空间点云图；提出了自适应划分网格方法，并用该方法

计算了该工作空间的体积；最后，分析了机械臂结构参数对工作空间体积的影响，为机械臂的参数优化提供了理论

依据。
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　　引言

串联机器人是一类应用非常广泛的机器人。在

农业上，它可以通过编程来完成采摘水果和蔬菜等

相关作业任务，从而解决劳动力不足的问题，能降低

工人劳动强度和采摘成本、减轻农业化肥和农药对

人体的危害、提高采摘果蔬的质量、保证果蔬的适时

采收，具有很大应用价值
［１］
。机械臂是这种串联机

器人的主要执行部件，其灵活程度对机器人的工作

能力起着至关重要的作用。

机械臂的工作空间是机器人机械臂运动灵活程

度的重要指标之一，它是指其末端参考点所能达到

的空间点集合
［２］
。目前，机器人工作空间的求解方

法主要有图解法、解析法以及数值法。图解法直观

性强，可以得到的工作空间的剖截面或剖截线，但也

受到自由度数的限制，对于有些三维机器人无法准

确描述
［３］
。解析法是通过多次包络来确定工作空

间边界，虽然可以把工作空间的边界用方程表示出

来，但其直观性不强，十分繁琐，一般只适用于关节

数少于３个的机器人［４］
。用数值法计算机器人的工



作空间，实质上就是选取尽可能多的独立的不同各

关节变量组合，再利用机器人的正向运动学方程计

算出机器人末端杆件端点的坐标值，这些坐标值就

形成了机器人的工作空间
［５］
。坐标值的数目越多，

就越能反映机器人的实际工作空间。数值法应用简

单，可以分析任意形式的机器人结构，随着计算机软

硬件的发展，得到了越来越广泛的应用。

工作空间表明了机械臂活动空间的范围，其大

小可用投影面积或体积来衡量。用体积最大化作为

参数优化的目标，对于机械臂的设计具有重要指导

意义。目前国内外对工作空间体积的计算一般都采

取先求边界，再用数值积分法求体积的做法。边界

的提取主要有双向链表法
［６］
和数值解析结合法

等
［７］
。这几种方法都是在数值方法的基础上，结合

微分几何中曲线包络的理论求出工作空间的包络曲

线和包络曲面。这一类方法的优点是各步骤意义明

确，但也存在曲线和曲面拟合过程繁琐、精度不易控

制的缺点。

本文对串联机器人的机械臂进行运动学分析，

并求解其工作空间，在图像图形学自适应网格建模

方法
［８～９］

基础上，提出自适应划分网格方法并采用

该方法求出工作空间的体积，分析机械臂结构参数

对工作空间体积的影响。

１　串联机器人机械臂结构

一个具有５个转动关节的串联机器人欠自由度
机械臂结构如图１所示。５个关节分别为：腰关节、
肩关节、肘关节、腕俯仰关节和腕回转关节。腰关

节、肩关节和肘关节用于确定机械手的空间位置，

２个腕关节可以确定机械手的姿态。

图 １　串联机器人机械臂的结构

Ｆｉｇ．１　Ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｏｆｅｘｐｌｏｓｉｖｅｈａｎｄｌｉｎｇｒｏｂｏｔ
１．腰关节　２．肩关节　３．肘关节　４．腕俯仰关节　５．腕回转关节

机器人用机械手抓取目标物的过程是：机器人

先运动到目标位置，然后让腰关节和肩关节转动对

准目标物。接下来肘关节和 ２个腕关节同时运动，
机械手从瞄准位置运动至目标物被抓部位进行抓

取，这样机械臂就具有良好的空间姿态调节功能。

由此可见，机械臂末端的工作空间是由腰关节、肩关

节、肘关节和腕俯仰关节来决定的，下面将对这４个
关节进行分析。

２　机械臂运动学分析

机械臂末端工作空间代表了机器人机械手的活

动范围，是机器人运动灵活性的重要指标。理论上

讲，前述机械臂末端的运动范围可以覆盖机器人所

在位置前后的一个球状区域。但实际上，在关节结

构和机构运动奇异性等因素的影响下，机械臂末端

的运动空间受到了限制。因此，如何在保证机械臂

运动便利的情况下，使其各部分尺寸实现最优化，以

扩展机械手的工作空间，增加运动灵活性，是机器人

总体设计和运动规划过程中的一个重要课题。运动

学分析的是末端执行器（即机械手）的位置和姿态

与各关节变量之间的关系，是机械手工作空间研究

的基础。

２１　运动模型简化
该机械臂具有 ５个自由度，末端工作空间是其

机械手的工作范围，与前４个自由度有关，因此只需
研究前４个关节。根据机械臂的结构特点和运动特
性，各关节参数存在如下约束条件：

（１）驱动副转角范围。每个关节都是一个转动
副。由于受到运动单元零件的限制，除腰关节外，各

关节的转角均难实现全周转动，有其转动范围。通

过分析计算，确定各关节的转角范围如表１所示。

表 １　机械臂各关节的转角范围

Ｔａｂ．１　Ａｃｔｕａｔｅｄｊｏｉｎｔｓａｎｇｌｅｒａｎｇｅｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

关节转角　　　 转动范围／（°）

腰关节 ψ ［－１８０，１８０］

肩关节 φ１ ［－８０，７５］

肘关节 φ２ ［－１６０，０］

腕俯仰关节 θ ［０，９０］

　　（２）杆件长度范围。按照运动空间原理，杆件
越长，机器人的活动空间越大。但是，要使机器人保

持一定环境适应能力，外形必须加以限制，因此杆件

长度不能无限增大。

２２　运动学分析
运动学分析就是在已知各关节运动参数的条件

下，求解末端执行器的位置和姿态信息。为了描述

机械手各杆的特性参数和相互间的运动关系，坐标

系的设定选择 Ｄ２Ｈ方法，如图２所示。杆件参数和
关节转角如表２所示。
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图 ２　串联机器人机械臂机构及其杆件坐标

Ｆｉｇ．２　Ｂａｒｓａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　

表 ２　机械臂杆件参数与关节转角

Ｔａｂ．２　Ｂａｒｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｊｏｉｎｔｖａｒｉａｂｌｅｓｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

连杆 连杆长度／ｍｍ 扭转角／（°） 关节转角

ｌ ４００ －９０ ψ
ｄ１ ３２０ －９０ φ１
ｄ２ ２５０ ９０ φ２
ｄ３ １５０ ０ θ

　　机械臂末端执行器的正运动学方程为

Ｔ０５＝Ｔ
０
１·Ｔ

１
２·Ｔ

２
３·Ｔ

３
４·Ｔ

４
５＝

Ｒ Ｐ[ ]０ １
其中 Ｐ＝［ｐｘ　ｐｙ　ｐｚ］

Ｔ

式中　Ｒ———末端执行器相对基坐标的姿态矩阵
Ｐ———末端执行器相对基坐标系的位置向量

解得

Ｐ＝
－ｄ１ｃｏｓφ１ｓｉｎψ＋ｄ２ｓｉｎ（φ１＋φ２）ｓｉｎψ－ｄ３ｃｏｓ（φ１＋φ２＋θ）ｓｉｎψ

ｄ１ｃｏｓφ１ｃｏｓψ－ｄ２ｓｉｎ（φ１＋φ２）ｃｏｓψ＋ｄ３ｃｏｓ（φ１＋φ２＋θ）ｃｏｓψ

ｌ－ｄ１ｓｉｎφ１－ｄ２ｃｏｓ（φ１＋φ２）－ｄ３ｓｉｎ（φ１＋φ２＋θ











）

（１）

３　机械臂的工作空间分析

３１　蒙特卡洛法

蒙特卡洛法
［１０～１１］

（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏｍｅｔｈｏｄ）是一种
借助于随机抽样来解决数学问题的数值方法，该方

法容易实现计算机图形显示功能，计算速度快，适合

于任何关节型机械臂工作空间求解，对关节变量的

变化范围没有限制，误差也与维数无关。具体求解

步骤如下：

（１）根据机器人的运动学正解，求出机器人末
端执行器在参考坐标系中的位置向量。

（２）利用随机函数 ＲＡＮＤ（ｊ）（ｊ＝１，２，…，Ｎ）

产生 Ｎ个０～１之间的随机值，由此产生一随机步
长（ｑｍａｘｉ－ｑｍｉｎｉ）ＲＡＮＤ（ｊ），得到机械臂关节变量的
伪随机值为

ｑｉ＝ｑｍｉｎｉ＋（ｑｍａｘｉ－ｑｍｉｎｉ）ＲＡＮＤ（ｊ） （２）
式中　ｑｍａｘｉ、ｑｍｉｎｉ———关节变量的上、下限

ｉ———关节数目，取 １～４
（３）将 Ｎ个关节变量伪随机值组合代入运动

学方程，得到末端的坐标值，并将其对应的 ｘ坐标、ｙ
坐标、ｚ坐标分别存于矩阵 Ｘ、Ｙ和 Ｚ中；坐标值数目
越多，越能反映机器人的实际工作空间。

（４）将所得位置向量的值用描点的方式显示在
图形设备上，就得到了工作空间点集的云图。

３２　工作空间的仿真与分析

用蒙特卡洛法对机械臂的工作空间进行仿真。

取 Ｎ＝８００００，则随机坐标点数目为 ８００００个，可得
该机械臂的工作空间形状如图３所示。

图 ３　机械臂的工作空间形状

Ｆｉｇ．３　Ｓｈａｐｅｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｗｏｒｋｓｐａｃｅ
（ａ）末端执行器三维工作空间　（ｂ）工作空间在平面 ｘＯｙ的投影

（ｃ）工作空间在平面 ｘＯｚ的投影　（ｄ）工作空间在平面 ｙＯｚ的投影
　

４　工作空间体积计算

在图像图形学自适应网格建模
［８～９］

基础上，提

出自适应划分网格方法求取工作空间的体积。该方

法的指导思想是：先建立假想网格，然后根据点云的

分布去掉多余的网格，把剩余网格的体积求和得到

所求工作空间的体积。其主要步骤如下：

（１）建立长方体外包围格。根据已求得点云
Ｐ＝｛ｐｉ∈Ｒ

３
｝（ｉ＝１，２，…，Ｍ）各点的 ｘ、ｙ和 ｚ值，

可以知道该工作空间各方向的最大值 ｘｍａｘ、ｙｍａｘ、ｚｍａｘ
和最小值 ｘｍｉｎ、ｙｍｉｎ、ｚｍｉｎ。以上述数值为边界可以建
立一个长方体，其边长分别为 ａ＝ｘｍａｘ－ｘｍｉｎ，ｂ＝
ｙｍａｘ－ｙｍｉｎ，ｃ＝ｚｍａｘ－ｚｍｉｎ，这就是点云的外包围格。

（２）空间子网格划分。根据精度要求，分别将
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外包围格在 ｘ、ｙ、ｚ方向边长划分为若干段。假定划
分的段数分别为 ｍ、ｎ、ｐ，则均分后每段的宽度分别
为

ｘｍ＝（ｘｍａｘ－ｘｍｉｎ）／ｍ （３）
ｙｎ＝（ｙｍａｘ－ｙｍｉｎ）／ｎ （４）
ｚｐ＝（ｚｍａｘ－ｚｍｉｎ）／ｐ （５）

按照上述划分方法，对长方体包围盒进行均匀

剖切，得到 ｍ×ｎ×ｐ个小立方体，可称为空间子网
格。注意：由于下面对边界还要细分（步骤（５）），
此处可以划分得粗略些，以保证计算资源的合理

利用。

（３）空间点密度均匀化。由蒙特卡洛法的原理
可知，前述点带有一定随机性，因此会造成云图的疏

密程度不一致，产生局部点云过疏现象，影响后面的

计算结果。引入点密度控制函数，分析各点与相邻

点之间的距离。若两点之间距离

ｄ (＞
ｘｍａｘ－ｘｍｉｎ )ｍ

２ (＋ ｙｍａｘ－ｙｍｉｎ )ｎ

２ (＋ ｚｍａｘ－ｚｍｉｎ )ｐ槡
２

（６）
就用插值法在二者之间加一个点。这个点是二点的

中点，其坐标为 ｘｎｅｗ＝（ｘｉ＋ｘｊ）／２，ｙｎｅｗ＝（ｙｉ＋ｙｊ）／２，
ｚｎｅｗ＝（ｚｉ＋ｚｊ）／２。需要指出的是，这种分析方法会
出现将内部空洞误判为局部点云过疏的情况。为了

避免这种误判情况，须增加判断条件，设置一个阈

值，对距离大于此阈值的情况不再考虑加点。

（４）多余空间子网格的去除。采用遍历搜索算
法，把内部及边界中没有随机点的空间子网格去掉，

只剩下那些内部有点的网格，为寻找边界空间子网

格创造条件。

（５）边界空间子网格的寻找。为了计算精确，
需对边界空间子网格进行细分，因此要把所有的边

界空间子网格找出来。首先，作降维处理，利用上面

网格划分方式，将该三维“云图”沿 ｚ轴划分为 ｐ层，
每层的高度为ｈ＝ｚｐ。每一层可视为一个二维平面，
从而将三维的空间子网格降维为二维层中的平面网

格进行分析。若将此平面网格再沿 ｙ轴划分为 ｎ部
分，则可求出每一部分中的 ｘｍｉｎ和 ｘｍａｘ所在的网格以
及由内部空洞产生的内部边界的网格；再将此平面

网格沿 ｘ轴划分为 ｍ部分，则可求出每一部分中的
ｙｍｉｎ和 ｙｍａｘ所在的网格以及内部边界的网格。这两
部分的并集就是当前层的边界空间子网格，如图 ４
所示。依此类推，可以找到 ２～（ｐ－１）层的边界空
间子网格，再加上 １层和 ｐ层的所有包含随机点的
网格，就构成了全部边界空间子网格。

（６）边界空间子网格的细分。把边界空间子网
格，按照等分原则进行网格的剖分，分为８个体积相

图 ４　边界空间子网格寻找示意图

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｃｅｐｔｍａｐｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｓｕｂｍｅｓｈｅｓｓｅｅｋｉｎｇ
　

等的小空间子网格，如图５所示。

图 ５　空间子网格细分示意图

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｎｃｅｐｔｍａｐｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｓｕｂｍｅｓｈｅｓｄｉｖｉｄｅｄ
（ａ）细分前的空间子网格　（ｂ）细分后的空间子网格

　

（７）多余边界空间子网格去除。采用遍历搜索
算法，把边界空间子网格中没有随机点、且居于空间

边界外侧的去掉。

（８）空间体积的求解。求剩余子网格的体积并
求和，即得所求工作空间的体积

Ｖ＝ｎｓＶｉ＋∑
ｒ

ｊ＝１
ｎｊＶｊ （７）

式中　ｎｓ———内部空间子网格的个数
Ｖｉ———单个内部空间子网格的体积
ｒ———边界网格细分的次数
ｎｊ———经 ｊ次细分并去除后，边界空间子网格

个数

Ｖｊ———经 ｊ次细分后单个边界空间子网格的
体积

（９）体积解出值的修正。先消除网格划分精确
度对计算结果的影响。通过数次自适应划分，再采

用步骤（７）中的方法把多余的空间子网格去掉，用
步骤（８）中的方法计算体积值，对前后两次的结果
相比较，当差值小于 ２％时终止。然后消除随机点
数目对结果的影响。按一定规律增大随机点的数目

（如每次增加 １００００个点），不断求解，并将所得值
与前次值比较，直到前后两次的差异值小于 ２％为
止。此时，最后一次求得的体积值即为工作空间的

近似值。

本方法利用网格的自适应划分来完成，能保证

内部空洞的切除。但该方法也存在一定的误差。经

过分析，误差产生的主要原因为：①蒙特卡罗方法给
出的随机点只能产生在工作空间的内部，与实际的
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工作空间边界具有一定的误差，随机点的数目对精

度会产生影响。②对于工作空间面积（每层）和体
积采用数值方法逼近的时候，无论是矩形逼近面积

或是长方体逼近体积，都会出现一定的误差。③空
间子网格的划分问题，若子网格划分过粗会导致不

精确；而划分过细，则影响计算速度。在实际问题

中，精度与速度需要兼顾。

经计算，该机械臂末端工作空间的体积为

１３５７５×１０９ｍｍ３。此时随机点数同前，划分层数
为２６层，每层各有 ２６列和 ２６行，采用的计算机主
频为１６６ＧＨｚ，内存为１ＧＢ，所用时间为５１９８５ｓ。

５　机器人结构参数的影响分析

５１　各杆件长度影响
从图６中可以看出，在其他参数不变的情况下，

机器人连杆长度 ｌ的取值对工作空间体积没有影
响；而在其他杆长不变时，机器人连杆长度 ｄ１、ｄ２和
ｄ３的增长都会使工作空间体积变大，ｄ３尤为明显。
当然，连杆长度的确定还要参考其他因素，如机器人

的外形尺寸、重心位置等。

图 ６　连杆长度对工作空间体积的影响

Ｆｉｇ．６　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｂａｒｌｅｎｇｔｈｏｎｗｏｒｋｓｐａｃｅｖｏｌｕｍｅ
　

图 ７　腰关节的转角范围对工作空间体积的影响

Ｆｉｇ．７　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｗａｉｓｔｊｏｉｎｔｒｏｔａｔｉｎｇａｎｇｌｅｏｎｗｏｒｋｓｐａｃｅｖｏｌｕｍｅ

５２　各关节限位角的影响
图７为腰关节转角对工作体积的影响。从图中

可以看出，在其他参数不变的情况下，随着机器人

腰关节的转角范围变大，机器人工作空间的体积也

增大。当腰关节的转角范围为 －１８０°～１８０°时，工
作空间体积最大。

图８～１０为肩关节、肘关节和腕关节转角对工
作空间体积的影响。从图中可以看出，肩关节、肘关

节和腕关节的转角范围变大，机器人工作空间的体

积尽管变化的程度不尽相同，却都呈增大趋势。当

然，各关节的转角范围不可避免地会受到现实条件

的制约，但该结果也可为关节的设计提供有意义的

参考。

图 ８　肩关节的转角范围对工作空间体积的影响

Ｆｉｇ．８　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｓｈｏｕｌｄｅｒｊｏｉｎｔｒｏｔａｔｉｎｇ

ａｎｇｌｅｏｎｗｏｒｋｓｐａｃｅｖｏｌｕｍｅ
　

图 ９　肘关节的转角范围对工作空间体积的影响

Ｆｉｇ．９　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｅｌｂｏｗｊｏｉｎｔｒｏｔａｔｉｎｇ

ａｎｇｌｅｏｎｗｏｒｋｓｐａｃｅｖｏｌｕｍｅ
　

图 １０　腕俯仰关节的转角范围对工作空间体积的影响

Ｆｉｇ．１０　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｗｒｉｓｔｐｉｔｃｈｉｎｇｊｏｉｎｔｒｏｔａｔｉｎｇ

ａｎｇｌｅｏｎｗｏｒｋｓｐａｃｅｖｏｌｕｍｅ
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６　结束语

采用 Ｄ２Ｈ坐标系，通过齐次变换法求解串联机
器人机械臂的运动学方程，获得了姿态向量和位置

向量。用蒙特卡洛法分析了该机械臂末端的工作空

间，提出并采用自适应划分网格方法求取了该工作

空间的体积。最后，在前述方法的基础上，对机器人

的结构参数对工作空间体积的影响进行了分析，为

机器人的参数优化提供了理论依据。
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